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ОБ ОДНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ В ТЕОРИИ 
БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВ АНАЛИТИЧЕСКИХ

В КОЛЬЦЕ ФУНКЦИЙ

Пусть К есть открытое кольцо в комплексной плоскости, огра, 
ниченное окружностями T\={z: |z| = l} и P, = {z: |z|=f>), 0<р<^1. Обо­
значим через Нр(К), 1<рО, банахово “пространство функций / (z), 
аналитических (и однозначных) в К, таких, что

2к
P/iH' — sup f |/ (re'7 )!'' dt < co, 

p ' 1 J 
о

с нормой !/||. Функции из Н'' (К) имеют почти всюду на I = I ։ U I ? 
граничные значения /(е") и /(ре"), суммируемые с р-й степенью (см., 
например, [1]). Впредь нам будет удобнее пользоваться другой нормой 
f/jp, эквивалентной основной норме

2к 2*
Г С ii/p Г Г С. ,,р

РЛ = 1/(*)|₽ = I/ (<*" )|" dt+ I/ (ре" )Р ?dt •
г 0 о

Аналогично, /7” (ÀT) будет обозначать банахово пространство аналити­
ческих и ограниченных в К функций с нормой

VJ- = sup I/ (z) j = 16-ai max 1/ (x)j.
-f 6 r

Пусть на Г задана функция w (x)ÇL4 (Г), где l/ç+1/p =1. Тогда 
она по формуле ш (/) = J / (х)ш (х) dx порождает на Нр (К) функцио- 

г
нал ш. Обозначим через Sp единичный шар в пространстве № (К) 
1-С Р < оо. В нашей заметке мы хотим построить экстремальную функ­
цию f*ÇHp (К), дающую норму, функционала ш, т. е. такую, что

=1 и M = SUP 1<П(/)1=1Ш (/*)!»
/6Sp

в случае, когда ш (х) есть граничное значение мероморфной в К с по­
люсами в К функции ш (z).

В работе [5] решалась та же задача для круга. Систематическое 
изучение экстремальных задач такого типа для круга и многосвязных 
областей было проведено в работах С. Я. Хавинсона (см., например, 
[2]» [3], [4] и другие) на основе принципа двойственности. Из этого 
принципа, в частности, следует, что
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к

(и (х) / (х) Фх\

Sun 
/е<

— ։п£
Г^НЦК)

тах| и (х)— с (х)1=Ига!
-.е«' <*»

(1)

(см. [3], гл. II, § 1, пп 2, 3, 4).
Результаты, применяемые в нашем (мероморфном) случае, утверж­

дают (там же, гл. II, 2—1, 3—1, 4 — 1, 2, 3):
а) При 1<р<ос существуют экстремальные функции /* (г) и 

ь* (г), для которых равенство (1) достигается.
б) Функция <р* (г) единственна, когда /* (г) не постоянна. При 

функция /* (г) единственна с точностью до постоянного 
множителя е'’, а при р=1 может и не быть единственной в этом смысле 

в) Для того чтобы /* (г) и (г) были экстремальными, необхо­
димо и достаточно, чтобы почти всюду на Г выполнялись равенства 
/* (х)[<о (х) — (х)] Их = е'’ и> (х)—(х)|? при 1<^ р <со (2)
и

/* (х) [о» (х) — в* (х)] е/х = е'’>. I/* (х)| с/в при р=1. (3)
Впредь мы будем рассматривать ту экстремальную функцию (г), 
для которой еь=։ в равенствах (2) и (3).

Теорема. Пусть и пусть функция '» (г) аналитич­
на в К за исключением п полюсов , лежащих в К, причем каждый 
полюс засчитывается столько раз, какова его кратность. Тогда 
для функций (х) и (г), дающих решение экстремальной зада­
чи (1), справедливы следующие утверждениях существует п чисел 
а/ £ К таких, что

I. Функция R (х)=<о (г) — <р* (г) имеет единственное представ՜
ленче

п'А. (г)
«И-» п

’Д_!_ (г) '
____

Д, (х)

։/<?

(4)

где знак произведения П' распространяется на все индексы г та­
кие, что а/ £Г, и на некоторую часть оставшихся индексов;

Л«(х) = (х—а) П ~ р2т ՛ 7՜)’ к~^елое‘

II. Функция /* (х) экстремальна тогда и только 
Ц/*Ь=1 и имеет вид

(г) =Иг к 1 П
(г)

Л ] (х) 1

Л1 (г)

А±{г)
Ъ

'г/р

тогда, когда

(5)
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Здесь П" есть дополнение к П' по всем п индексам /. В формулах 
(4) и (5) с нецелыми степенями 2/<? и 2/р взято то значение сте­
пенной функции г', которое равно 1 при г=1.

Ш. а) г£-<0 « 6) п -’’п" Ы =
1 Р/ 1 «/

Замечание. Из соотношения (4) видно, что при р~ 1 возможен 
случай, когда не все я/ будут участвовать в представлении R (z). Эти 
оставшиеся параметры в формуле (5) могут быть выбраны произволь­
но, и функция /* (z) окажется неединственной.

Лемма. Если f* (z) и ?* (z)—экстремальные функции, то су­
ществует п чисел а.1 Q К таких, что имеет место представление

|-|А; (г)-Л2- (z)
L (z)=zf* (z)R (z) = С±------------------------> (6)

ГП>4₽/ (z) Aj_ (г)
։ Ъ

где С—константа.
Доказательство. Так как <р* (z) £ H'f (К), то для 1 < q < со 

|]/? (х)-/г (гх)Ц£?(Г1) - 0 при г - 1-, х£ Гх 
И

|]Я (х) — Я(гх)С4?(Гр)֊» о при Г—14-, Х^Гр.

В случае q = оо

lim sup |J?(rx)K со при х£Г1 
г-* 1 - х6Г|

И

lim sup (гх)К оо при х£Гр. 
r-»։+ .rt=,p

Точно такие же соотношения с показателем р вместо q Тдля 1<р<^ 
<оо и р=со) имеют место для функции f* (z) ввиду того, что 
/* {z)-Hp (К). Отсюда следует, что

|£ (х)—L (гх)||£1(Г1)-> 0 при г—1—, х£Г։, 1

14 (х)-4 (гхХд. (Гр) — 0 при г—* 14-, х£ГР

С другой стороны, равенства (2) и (3) показывают, что

L (х)>0 п. в. на Г1։1 
£(х)-С0 п. в на Гр J 

Соотношения (7) и (8) позволяют сохранить классическое доказатель­
ство принципа симметрии Шварца. Функцию L (z) можно продолжить 
до функции, мероморфной в кольце К (р*, 1 р) с радиусами р2 и 1/р. 
Далее, продолжая L (г) по симметрии с одного кольца на другое сле­
дующим образом;
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К (Д 1) 1/р»), К(?, Ц?)֊+К^, р), К(р‘, 1)-А(1, 1/р«)...,
мы получим в итоге функцию, мероморфную на всей плоскости, за 
исключением точек 0 и ос накопления полюсов.

Если а есть нуль функции £ (г) в К, то она будет иметь нулями 
и точки

1 1 р2 „ а—, —-=■, ра, — 
а р* а а рг

1 Р2“ 2/п ’
---- =■> !=՜, Р2 “,   р։՞1 а а р2՞1

Поэтому функция L (z) должна содержать множитель

= Л, (г)-Л4(я).

Полюсы Р/ функции £ (г) порождают такие же множители в знамена­
теле. По принципу аргумента число нулей в К должно быть равно п. 
(Заметим, что кратность нуля а, лежащего на Г, есть четное число 
2з, но в ряду нулей функции £ (г) в К л участвует 5 раз).

Таким образом, функция

ПЛ։/ (г)-А^ (г) п

1М=-.----- 2—п|
Р|Л?( (з) (г) 1
։ й

имеет те же нули и полюсы в К, что и £ (г). Заметив, что

Ai (х) = — ах Л i (х) на Г։

и (9)
Л, (х) = а։Л1_ (х) на Гр

легко показать, что

и
I (х)>0 при х£Г\

arg Z (х) = arg П = 0 при х£Гр. 
1 Р'

Поэтому функция h (z) = £ (z)// (z) не имеет ни особенностей, ни ну­
лей в К и

g(x)>0, х£Г։ и arg g (х) = к — 0, х£ГР. (10)

Для однозначности аналитической в К функции g (z) необходимо вы­
полнение равенства
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2к 2*

j Im [# (e/j)| </s = j Im [g (pe6)] ds. 

о о
(11)

Действительно, величина

У Я (ге'3) ^5 = ~ у dz, 

о
где интеграл справа берется по окружности радиуса г (р*\Г<С1) с 
центром в точке г=0, очевидно, не зависит от г. Тем же свойством 
обладает и мнимая часть написанного интеграла. Отсюда, приближая 
вначале г к 1, а затем к р, и замечая, что в интеграле

2к

J Im [g (re'5)] ds 

о
можно сделать требуемые предельные переходы, получим (11).

Из (10) и (11) следует, что
2х 2к 2и

0 = у Im [g (е'л)] = У Im (Ре'5)1 ds = j I? (₽eM)l sin (к—0) ds- 

0 0«

Поэтому sin (к — 0)=О, и из соотношений (10) вытекает, что 
Img(x)=0 на Г„ Im g (х) = |g (x)|-sin (-— 0) = О на Гр~> 

_> Im g (z)^0 на К~ g (z) = const, откуда и следует (б).
Лемма доказана, и попутно установлено утверждение III а) теоремы. 

Доказательство теоремы. Из соотношений (2) и (3) лег­
ко вывести равенство

|/? (х)|’ ₽ = |/* (х)р«
и отсюда

|/г (х)| = (x)/x|IW,
I/* (х)|= I-^\L (х)/х|’/я

при 1 С р (12)

Точки а/ £К. в (6) подразделяются на нули /* (z) и R (z) в К.
Рассмотрим функцию

ф(«)=֊՛ П”
Z

Чр

(13)

где знак произведения П" распространяется на те индексы г, для ко­
торых а/ являются нулями функции /* (г) в К. Приняв во внимание 
формулы (б) и (9) и выбирая надлежащим образом число М
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легко показать, что
|ф (Х)| = ).-VP \L (Х)/Х|1/Р = I/* (х)| на Г։ 

и (14)|ф«|-п V 

յ I
•Р~։/ ■ П 7 Iя'1-1/* (х)|=В|/* (х)| на Гр

В работе [4] (см. доказательство теоремы 10 из § 5) было показано, 
что 1п |/* (г)1 представляется по формуле Грина в кольцеобразных об­
ластях, примыкающих к Г и не содержащих нулей /* (г). Так как 
Ф (г) имеет в К те же нули, что и Р (г), то отсюда вытекает, что 
функция 1п 1/* (г)/Ф (г)| представляется по формуле Грина во всем К. 
По этой формуле представится тогда и функция 1п |г'°грЯ/* (г)/Ф (г)|. 
Но она равна нулю на Г, ввиду равенств (14), поэтому

|г'о1։₽Я/* (г)/Ф (z)|=l на К.

Так как функция /* (г)/Ф (z) однозначна, то logp В = к есть целое 
число. Из вида В следует утверждение III б). Таким образом, /* (г) = 
= const -Ф (z)-z~k и доказано II. Функция R (z) в I определяется те­
перь из II и формулы (6).

Теорема доказана.
Замечание. Если рассматривать банахово пространство А (К) 

функций, аналитических в К и непрерывных вплоть до границы, с 
sup— нормой, и функционал ш на нем, то принцип двойственности при­
водит к равенству

sup I «о (х) / (х) dx = inf lw (х)— ? (х)1 ds — sup I w (x) f (x) dx • 
/GSfajJ J

г г г

Так как экстремальная функция f* (z) для пространства Н~ (К) в 
условиях теоремы оказалась непрерывной вплоть до границы, то она 
будет решением экстремальной задачи и для пространства А (К), Та­
ким образом, все рассуждения теоремы для Н' (К) переносятся на 
пространство А (К).
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մի
Վ.Վ.ՈՍԿԱՆ9ԱՆ. Օղակում անալիտիկ ֆունկցիաների թանաիւի տարածությունների տեսության 
էքստրԼմալ իւնղրի մասին (ամփոփում)

Դիցուք քլ—կոմպլեքս հարթության (րա եղրաղիծ ունեցող մի օղակ էւ 
ի{թ(^, 1<ր<օ։, ե րանաթի տա րածութ յուններում սահմանված է =

= [«։(։)/(։)։/։) ֆոլնկցիոնա/ը, որտեղ <ւ> (։)—ը մի ֆունկցիա է, որն անալիտիկ է 
ր

]Հ-ում բացառությամբ վերջավոր թվով բևեռներից ]Հ-ում։

ներկա աշխատանքում գտնվում է այէ1 ֆունկցիոնալի նորմը տվող ք* Հ-

էքստրեմալ ֆունկցիայի տեսքը և էթ (է) էըստրեմալ ֆունկցիայի ներկայացումը երկակի 
թնղրոլմֆ



418 В. В. Восканян

V. V. VOSKANIAN. On an extremal problem tn the Banach г pace of 
analytical In an annului functione (summary)

Let К be an annulus in a complex plane with boundary Г. In Banach spaces 
tF’l.K), 1 < p < oo, and A (K) the functional ы (ш ш (։) f (։) </-)• *։ defined whe- 

r
re ։■>(։) is an analytical function in К except for a finite number of poles in K.

In the present paper the extremal function f* \ Н? (K), A (ЛГ) which gives the 
norm of this functional, is found along with the representation of the extremal function 
?* (z) in the dual problem.
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