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К ИССЛЕДОВАНИЮ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕКУРРЕНТНЫХ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Широкое распространение в последнее время получили цикличе­
ские корректирующие коды. Это объясняется тем, что они имеют 
простые правила кодирования, допускающие относительно несложную 
реализацию, и тем, что свойство цикличности приводит к определен­
ной алгебраической структуре кодов, которая может быть использована 
не только для предсказания их корректирующих свойств, но и для 
нахождения относительно простых алгоритмов декодирования.

Циклическим кодам посвящено довольно большое число исследо­
ваний. Хорошо изученными являются циклические коды максимальной 
длины |1]. Найден новый класс циклических кодов, проверочный по­
лином которых представим в виде произведения примитивных полино­
мов с попарно взаимно простыми степенями [2]. Есс ественным обобще­
нием этих кодов, очевидно, является случай, когда проверочный поли­
ном задается произведением неприводимых полиномов. Задача иссле­
дования таких кодов фактически сводится к анализу распределения 
весов кодовых векторов и определению конечной формулы кодового 
расстояния, которая, в свою очередь, может быть получена в резуль­
тате более глубокого анализа алгебраической структуры циклических 
последовательностей. Кроме того, более детальное изучение цикли­
ческих возвратных последовательностей несомненно найдет приложе­
ние как в вопросах порогового декодирования 13], так и в конструк­
тивной теории приводимости полиномов над конечными полями.Поэто­
му данная работа посвящена исследованию математической структуры 
и характерных особенностей рекуррентных периодических последова­
тельностей.

Известно [4], что периодические последовательности получаются 
с помощью генератора на регистре сдвига, обратная связь которого 

‘ к
соответствует некоторому нормированному полиному А (х) = л*'  А/ х1, 

/-о 
Ао=^О степени А, с коэффициентами из поля Галуа б/г(д).

Если в первоначальный момент работы генератора накопитель 
его заполнен комбинацией а (0), а(1),---, а (А—1), то выходная по­
следовательность, снимаемая с первого разряда регистра сдвига, бу­
дет иметь вид

а (0), а (!),•••, а (к— 1),



380 В. А. Аракелов, Р. Р. Варшамов

Полином А (х) определяет рекуррентное соотношение

а (/4-А) = — У, А/а (/+/) (։ =0, !,•••)» (1)
у-о

в силу которого любой элемент а (/V) (Л/>0) выходной последователь­
ности можно представить в виде некоторой линейной комбинации 
первоначального заполнения с коэффициентами ф из поля СЕ (д')՛.

а (х) = <р0 (х) а (0) 4֊ (х) а (1)4— • 4՜ ф*-։  (•*)  а (к

* Исключая старший коэффициент.

В настоящей статье предлагается метод определения коэффи­
циентов разложения (2) для всякого (случай тривиален).
Попытаемся вначале вычислить первый коэффициент <р0 (х) выражения 
(2). Если к=1У, то, согласно (1), будем иметь соотношение

а (к) = - Ао а (0) - А։ а (1)---------- А*  а (к-1),
позволяющее непосредственно определить Фо (^)-- —^0‘ Если к> 
то, рассматривая диофантово уравнение

Лл — к = тогп 4՜ 4— • 4- т<*1»  (3)
где пц = к — к/, к/ — номера всех*  отличных от нуля коэффициентов 

I
полинома А (х) = х*  4֊ А*,  х*',  можно показать, что оно имеет непо-

1-0
средственяое значение при вычислении коэффициентов разложения (2). 
Так, например, выяснилось, что для всех значений IV, для которых 
уравнение (3) не разрешимо в целых неотрицательных значениях , 
коэффициент ?о(Л/) = О. А поэтому ясно, что выражение ®0 (х) может 
быть отлично от нуля лишь в случае, когда (3) имеет хотя бы одно 
целочисленное решение. Именно этот случай в дальнейшем и будет 
нами рассмотрен.

Условимся преобразование, в результате которого а (х) перехо­
дит в а (х4-1), т. е. а (х) —♦ а (х4~1), называть шагом функции а (х), 
а преобразование из, соответственно, т/ — к — Е (/ = 0, /) последова­
тельных шагов — /-переходом. Тогда преобразование а (А)-♦ а (Л/), 
состоящее из М— к последовательных шагов, в зависимости от (3), 
можно будет осуществлять различными /-переходами, содержащими, 
соответственно, по тп< шагов каждый. В самом деле, пусть {го՝, 

(/=1,$) означает множество всевозможных различных 
решений (3), а «и \ ■ • -, г(/° — некоторый его произвольный элемент.
Тогда, применяя к функции а (к) вначале, соответственно, го*  раз 
0-переход, затем г“1) раз 1-переход и т. д., г«"’ раз /-переход, полу­

чим некоторое выражение а(и) (А), которое, в свою очередь, может 
быть записано в виде

?“>(Л/) = (ЛО а (0)+?!°՝ (^ а (1) + ... + (Л/) а (к-1),
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где
, («)+... = И«>+1 И“) . . III) (1П

?^(7У) = (-1) " ' Ао" А? ••• А^' .

Причем, если указанные преобразования осуществлять без учета по­
рядка переходов, то общее число различных вариантов Р(г(“\ хт“', • • • 
• • •, определится формулой

Р(£\ г\и\ <«)._ аи,+ хН+... + ?,“’)!

а поэтому в выражении

а<“ЦЛ0 = 2 (^) а (0) + • • • + <р!“Л(К) а (А-1) (4)

коэффициент

_(и)/лт) ։(И)ГЛЛ (г«0)+Х։Н)Н------- Ь ггИ))!

Сопоставляя между собой (2) и (4) и принимая во внимание также, 

что а (№) = 2 окончательно получим
и- ։

Фо(^) = 2^"’(М-2(-1) Ао •••А* / X
и-1 и-’1

х р ии։,..., х{и)).

Таким образом, нами установлен следующий факт. 
ь

Теорема. Пусть целое А, А (х) = 2 А/ х1—произвольный 
х—0 

нормированный полином над полем СР (у), порождающий периоди­
ческую последовательность, у которого только коэффициенты 
Ао, А*,, —, А* /։ А» отличны от нуля, и пусть {г^, х^։, • • (։'=1,5)—
непустая система всевозможных неотрицательных решений дио- 

г
фантова уравнения №— к = 2 (к — к։) г[. Тогда 

1=0

<ро(ЛО = 2 (-1) Ао ...А», Л (тпос/р),
т-1 го I • ■ • г\ '1

где р — характеристика основного поля.
Опираясь далее на очевидное соотношение <р*-1  (И) А^ — ®0 (П), 

нетрудно получить соотношение

?/(^) = --2 То (^-/ + П А/ ь (5)
Ао /=о

справедливое для любых натуральных И и
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Это соотношение позволяет по найденным значениям то ( оп 
ределять остальные коэффициенты ?։ (ЛО» ф«(ЛО»'՜'» V ' Рнэло 
жения (2).

Примеры:
1. Пусть <7 = 3, А(х)=х’ + х+1 и М =13. Подставляя эти дан­

ные в (3), получим
1О=Зго+2г1. (6)

У равнение (6) имеет два решения:
4” «О, яР’=5и х!»2)=2, ^’=2,

и поэтому, согласно теореме, будем иметь 

2-2։. 21 —23-2։ — =1 (тос! 3), 
5! 2121

т. е. ®п (13) = 1.
Диалогичным образом определим коэффициенты ?о (12) = 2, 

Фо(11) = 1, которые, согласно (5), позволят получить Ф1 (13) = ?2 (13) =0, 
а, следовательно, и а(13)=а(0). Таким образом, выяснилось, что 13 
является кратным периоду полинома А (х). А это означает, так как 13 
является простым числом, что период полинома х։+х+1 равен 13, и 
поскольку 13|33—1, то полином х3-|-х4-1 неприводим в поле СЛ’(З).

2. Пусть <7 =24, А (х) = х4+ах+1, где а—примитивный элемент 
поля СГ(24'), являющийся корнем полинома х' | х 1. В данном слу­
чае Ао = —1 = 1, А։ = — а— а, /и, — Аа = 0 и следовательно, уравнение (3) 
примет вид

^-4=4х0 + Зя1.
Пусть М =15, тогда уравнение 11=4г0-ЬЗг1 будет иметь един- 

„ 3!
ственное решение ги =2, х։ =1 и, согласно теореме, получим ^=я

(шос! 2), т. е. % (15) = ։. Аналогичным образом определим ?о(14) = ։՜, 
Фо (13) •-= а3 и ф0(12) = 1. Используя (5), получим ф։ (15) = <р2 (15) =0, 
<Рз(15)=а, т. е. а (15) = о-а (0) 4֊ ։-а(3).

Как видно из теоремы определение коэффициентов упирается в 
вычисление выражения Р (?„, х,,--, г<). Нетрудно показать, что

Р (?0> “>*>)=  Р1 R (шос! р),
где

р= У. I *д~1------- I I Ла___________*
’-։ I р‘ 1 I р' р' ’

a R — некоторая числовая функция от г0> х1։ • • •, zt, удовлетворяющая 
условию 7? = 0 (mod р). Поэтому, если F^>0, то Р (х0, • • •, zt) 0
(mod р); если F = 0, то Р (zn, • • •, х<) = /?==0 (mod р).

Пусть

[z]—наибольшее целое число, не превосходящее z.
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‘л-/ р

*» = 2: Рд -I рп 1 (г =0, *)  
Н

являются представлением чисел г -■ 

(7)

в р-ичной

системе счисления. Тогда справедлива

Лемма. Для тою чтобы функция Р=

была равна нулю, необходимо и достаточно, чтобы =

п

/---о
Доказательство. Необходимость. Действительно, используя 

(7), функцию Г можно представить в следующем виде:

/г= Ло-^-Л,֊г • ■ • + Лп_1, -
ГАС

А = (Рл ֊ рГ-----------Р(Л

А-1 = (?л ֊ Рй”------------ Р(л°) РЛ֊։ +

+ (рл-I - р^1------------Р{л%) Рп֊г +•••+(?։ -Р(10)-------------

причем А/ >0. 
։

Поэтому, если Г=0, тоА1=0 и Р/=УР.^, что и требовалось 
/=0 

показать. Достаточность очевидна.
Можно также показать, что в случае, если Р=0, будет иметь 

Место сравнение 

где

<тпос1 р),

— = я—р —
Р Ь Р
х

позволяющее в значительной степени упростить вычисление Р(г0,••• 
•••, я/), а следовательно, согласно теореме, и коэффициентов ®0(Л^).

В заключение следует отметить, что рассмотренный метод, уста­
навливающий тесную связь между структурой периодических последо­
вательностей и соответствующими диофантовыми уравнениями, оказы­
вается .редыи полезным и при решении ряда актуальных задач теории
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приводимости полиномов над конечными полями. Так, например, при 
исследовании арифметической функции Т (А (х))*,'определении  вычетов 
функции высоких степеней по модулю заданного полинома А (х) и др. 
В самом деле, умножая выражение (3) на произвольное натуральное 
число X и исследуя его затем, можно получить одно из важнейших 
свойств функции Т (А (х)), а именно

* T (h (х)) есть показатель, которому принадлежит полином Л (х), т. е. на­
именьшее натуральное число, удовлетворяющее условию хГ=1 (mod h (х)).

Т (А (х‘))=ХГ(Л(х)).
Или же, используя добавочно некоторые вспомогательные средства, 
можно также для Т (Ь (х)) получить ряд интересных соотношений, 
справедливых в поле СГ(2). Приведем без доказательства некоторые 
из них

1- 7’(х«*+х+1)  = 2։*-1,

где тп и А —любые целые положительные числа.
Вычислительный центр АН АрмССР 
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Վ. Ա. ԱՌԱՔԵԼՈՎ, Ռ. Ռ. ՎԱՌՇԱՄՈՎ. Ռհկուրենտ պարթերական հաղորդականությունների 
հանրահաշվական կաոուցվածքի ուսումնասիրության շուրշը (ամփոփում)

Երկու մասից բաղկացած աշխատանքը նվիրված Լ Գա/աայի Ծթ.(թ), (<]=թո) դաշտից վերցված 
գործակիցներով]^ աստիճանի նորմավորված // (>.') րաղմանղամ ին Համ ապա տասխանո ղ հետա­
դարձ կապով տեղաշարժի ոեղիստրով ղեներատորի օղնությսւմր ստացվող ոեկուրենտ պարբե­
րական Տաջորդականությունների մաթեմատիկական կաոուցվածքի և րնորոշ հատկությունների 
ուսումնասիրմանը է

Եթե ոեղիստրի սկզբնական պարունակությունն է (լ (0),•••,<! աս[ա ելքի
հաջորդականության ցանկացած ճ (7\ք), (/Հ>0) անդամ կտրելի է ներկայացնել հետևյալ 
տեսքով,

խ (^) = Փօ (/V) ճ (0) + Փ1 (^) օ (1)4-. • • (#) օ (£—1),
որտեղ (իք) դործակիցները GF (գ) դաշտից ենէ 

Առաջին մասի հիմնական արդյունքը հետևյալն էւ 
k

Թեորեմ, Գիցուք իք > к, ամբողջ թիվ է Л (х) = ЛуХ^, hj Է GF (գ) տեղաշարժ ի nJf-

դիստրով ղեներատորի հետադարձ կապի բազմանդամն կէ որիԼւէիայն /jQ, , • * •,
է

ղործակիցներն են զերոյից տարբեր և Z^) (ք = J, s), իք-- k — (k — ել) Zt
/ -1

հավասարման բոլոր հն արավոր ամրոդջաթիվ ոչ բացասական յուծումների բազմու­
թյունն էէ Ս,յդ դեպքում'
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* 4°
2(֊1)

4^
■ «О

/О
•Л**  -.-Л4° iJ‘> ՛ ՛ „fZ)H1 'z'։ -г ՛ • • — Zt

/°1...z<> 1՛ • • z։ !
"0(/V)(mod p),

(J

jAqntWt [tn/ = 0:
/-Î

шип*-^  ^butufqnini[nutf I; Mtuik'Ljuij [J i[w j [i'h фп^Ыщ[,ltlrb'

P (-?o. - • •> «/ )
(Zp-l-Z!-!----- +zt)l

ZfliZj! ■•■ Zt I
V. A. ARAKELOV, R- R. VARSHAMOV. On the research of algebraic structure 

of periodical recurrent sequencies (summary)

The paper is devoted to investigation of mathematical structure and of chara­
cteristic peculiarities of recurrent periodic sequencies, received by means of the gene­
rator on shift register with feedback, corresponding to a monic polinomial h (x), of 
degree k, with factors from the Galua field GF (q) (q pn).

If a (0), «(!)•••, a (k—1) is the initral filling of generator storage on the shift 
register, any element a (N) (N 0), of output generator's sequence can be represented 
by:

a(N) = <p0(N) a (0)+?1(/V) a (!) + ••• + ?*- ։ (TV)a(fc-l)
where factors (N) are elements of field GF (q).

k
Theorem (§1). Let integer N >k, h (x) = h/X1’ h/ (_ GF (q) be the poli-

/-0
norm’al of generator feedback on shift register, with nonsero factors Ao, ^••■•,A^, 

A/z 1, and let (z^’, z^՝,՛--. z^| (l = 1,«) be a system of all integer non-negative 

solutions of equation N — k~ 2 (k—kt) zt.
i֊0 

Then

4%-+4Z)+i z^i 4° 
2(—1) ֊Ao • h/,,

0 
assuming =0. 

/-!

4° I JO,____Lj'hi
•• Л*,  •  -----——=?0(N)(modp),

г}, I • • -z t !

In § 2 numerical function P (z0, •
(*o  d-------1՜ zi )!

•,z<) = ------ ---------- ,-----is considered,
zo' ' • • zt I
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