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1 . Статья посвящена преобразованию к расщепленному виду ли 
нейной системы

А (т, е) — = В е) х + /(/,?, е) Г = е<), 0-1)
Л

где х и f—столбцовые матрицы типа пХ1, а А и В—квадратные мат­
рицы порядка п, допускающие на сегменте разложения (схо­
дящиеся или, по крайней мере, асимптотические) по степеням пара­
метра е

А е)= 2 8*  Ак (г), В (Т, 8) = 2 3*  Вк (г). (1.2)

Вопрос о расщеплении систем линейных дифференциальных урав­
нений первого порядка на независимые подсистемы рассматривался 
многими авторами (см., например, [1—7]). В отличие от цитированных 
и других работ, посвященных расщеплению линейных дифференциаль­
ных систем, в данной работе решается задача о расщеплении системы 
(1.1) на независимые подсистемы уравнений первого порядка при до­
полнительном условии, что матрицы коэффициентов подсистем имеют 
каноническую форму.

Как известно [8], если п-мерное векторное пространство R рас­
щепляется на подпространства К1։ Кр, инвариантные и цикличес­
кие относительно линейного оператора А в R, то в R имеется базис, 
в котором этому линейному оператору отвечает квазидиагональная 
матрица /=сПад (/1, • • •, /р) с диагональными блоками, имеющими 
естественную нормальную форму:

Матрица А, отвечающая оператору А в произвольном базисе, 
связана с матрицей / соотношением подобия

А = К]К֊' .
В соответствии с этим линейная стационарная система
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с/х А— = Ах
Л

(А = сопз1)

при замене переменных
х= Ку

распадается на р независимых подсистем

֊ = (’=!.•••> Р)аг

(уи ’ ‘' > Ур — субматрицы столбцовой матрицы у с размерами соот­
ветственно &1Х1,--։,

Ниже показывается, что, подобно стационарной системе, и систе­
ма (1.1) при некоторых условиях может быть расщеплена на подсисте­
мы, матрицы коэффициентов которых имеют структуру матриц 
Указывается также преобразование, приводящее к расщеплению исход­
ной системы на подсистемы, матрицы которых имеют структуру ана­
логичных /, матриц

®1з —®2з * * ’ а<?а-1з аЛ3з

1 о • • • о о

о о . . • ■ 1

•> р)-

о
2’. Теорема 2.1. Пусть на сегментз [О, Л] а) матрицы Л*(т),  

В/, (т) (1с =0, 1, 2, •••) имеют производные по т всех порядков, а 
Ао ("■), кроме того, является невырожденной матрицей; б) соб­
ственные значения матрицы II (~) =Л^1 (') Во (-) разбиты на р

/ р \групп ՝1-\} , ■ ■ • , (а ~ , • ■ •, р; 2 кв—п } так, что
' з — 1 '

|лР)(֊)-А/,М >с>0 (а^5; /=1,--, к,; / = 1,---, Л,); (2.1) 
в) соответствующие этим группам подпространства • • • , 
являются инвариантными и циклическими подпространствами 
п-мерного пространства R относительно линейного оператора V, 
которому в некотором базисе отвечает матрица и. Тогда фор­
мальное решение системы (1.1) может быть представлено равен­
ствами

х=^Кя(г, е)У„ (2.2)

^-= А. в) у. + М.(х, в) R (Ь в) /(/, ֊. «), (2-3)

где Кя, Л,, Мя, R — матрицы типа соответственно пХкя, кя'Ж.кя 
кяХп, пХп, представленные формальными рядами
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К, Ь, в) = 2 6‘ Л), Л= (֊, в)= 2 8* А1*Ц-=), 
*-о *-о

М, 8)=2 8* м*1 (֊), R (֊, 8)= 2 8* Я* (֊), (2.4)
*=« «--0

причем 

(0 0..................О 0 1

О О............... 0-0 I
-а#-4%----- ай1

Доказательство. Подставляя равенства (2.2) и (2.3), опре­
деляющие вектор х, в систему (1.1) и отделяя в полученном соотно­
шении коэффициенты при у, (а = 1,-• •, р) и свободный член, будем 
иметь

А (-։ 8) 8 ё). + К,(', з) Л։(--, е) I = В (', з)Л» ('« ') (2։6)
[ 4՜ *

(о =!,•••, Р),
А (-, 8) 2 £(-, з) М, (֊, «) R (ь 8) ֊ & 1 / (<> 8)= °- (2,7)

ае=1
Для того чтобы равенства (2.6), в которых по предположению 

А, и Ла представлены рядами (2.4), выполнялись тождественно отно­
сительно е, необходимо и достаточно, чтобы члены разложений мат­
риц К-, и Л։ были решениями матричных уравнений

ик1п]=К\0} Л՛01, (2.8) .

л^'н-^01 л1* 14-01‘՜11 (2-9)
(а=1,..., р- к =1, 2, •••), 

где
*-1

■ ±Л • Л 'г^՞՝՛՝’ -'‘Г
В силу условия б) теоремы могут быть построены 

квадратные матрицы (см. ’[9|)

(Л^*  • -Кр), Л = сИад (Л։,- • м=
.Мр
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с субматрицами К,, Л,, Л/а (з = !,-••, р) типа соответственно п X 
к,/ к,, к,У п, дифференцируемые на [0, £] по ~ столько же раз, 
сколько раз дифференцируема матрица и и такие, что

и = КАМ = Л, М,, (2.10)
а—I

МК = КМ= Е„, М3 К, = (5* ’ (® =։ з) (2.11)
Ю (з=^з)

(£} - единичная матрица порядка /). Заметим, что при условии а) 
теоремы матрица и имеет производные всех порядков.

Далее, поскольку Лз-мерное подпространство /?<,, отвечающее 
группе з собственных значений матрицы и, циклическое, то ми­
нимальный аннулирующий многочлен этого подпространства есть мно­
гочлен степени к,, коэффициенты которого определяются формулами 
Вьета:

'?» 0') ~ 4՜ ' + ■ ■ ■ 4՜ 4՜

Я2в = кР #’+ )<’> 4- • • • 4- >£’,

= (—1) '•։ • • -'к, ,

а матрица Ав либо совпадает, либо подобна матрице /».
Используя произвол, имеющийся в выборе матриц К? и М,, всег­

да можно сделать так, чтобы А, совпадала с Учитывая это, далее 
будем считать, что в разложении (2.10)

А,в/, (з

С помощью соотношений (2.10) и (2.11), легко проверить, что 
при подстановке вместо А.101 и Лсоответственно Л\> и Л,,, равенство 
(2.8) обращается в тождество. Поэтому положим

Л՛01 (т) ав К, (х), Л‘°> (т) =Л. (т) = /,(:). (2.12)

Остальные члены разложений матриц К, (х, а) и Л։ (х, а) после­
довательно могут быть определены следующим путем.

Допустим, что К'3 \ Л|01, К»*՜ 1*,  А^՜'՝ уже найдены, и, сле­
довательно, в к-ом. равенстве (2.9) РР՜11—известная матрица.

Через •••, обозначим столбцы матрицы А?,1*1, а через
<4*7՛՝ —столбцы матрицы /ЗН՜11, так что

4*1 = (?1*1  . .И), д(*-1]  = (£/{:֊1) ...
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В том случае, когда Л|Л1 (& = 1, 2, •••) имеет структуру (2-5), 
к-ое равенство (2.9) эквивалентно системе уравнений

0= £/։[•.'+ 43 43 + 43 43—4!՜".
43= «13+-13-..43+43-..43.-4!-". <2-13’

43֊..== «13+ 41" 43 +43 4",'.֊4*.՜"  ■
Умножим равенства (2.13) слева соответственно на Еп, и,-• •, 

ик° 2, £/* “ 1 и сложим. Получим, учитывая еще, что ’)« =®/» (/—!»•• • 

ф,(^;1|!=֊(а^ £/* ’-1+аЙ1 £Л“2+ ?^+

+ <Й*- ։|, (2-14)

где 
^_11=^в_, ^(л-и +. , + Ш1*֊Ч  +^-»1.

Пользуясь соотношениями (2.10) и (2.11), равенство (2.14) можно 
преобразовать к виду 

ф, (Л) С՛* 1 = -МК,Ь, (2.15)
здесь

Равенство (2.15) распадается на р независимых матричных соот­
ношений

Ф» (AJ QL* 1 = - М K,L. d\k-՝} (s =1,- • •, p), (2.16)

где Q\k}=Ms si*} —субматрица матрицы Q?1 с размерами ksXl.
При s = з ф, (A,) =0, a M, K-, = Е* я. Поэтому из (2.16) по­

лучаем

Как нетрудно проверить, —невырожденная матрица (det Л3 = 1), 
так что последнее равенство разрешимо относительно sd*l :

а^ = £,՜' (2.17)
При s =/= з MsKa=0, а фв (А3) в силу условия б) теоремы—невы­

рожденная матрица. Учитывая это, из (2.16) находим
О«--=ф7։ (Л,) м։ </!*-՛։,  (2.18)
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Формула (2.18) определяет все субматрицы блочной матрицы 
’ О՛* 1, кроме одной — Q^,. Из вышеизложенного ясно, что в качестве 

О«1 может быть принята произвольная матрица типа Л»Х1, имеющая 
производные по ~ всех порядков. В частности, можно принять

Таким образом, матрица ф!*!  определяется полностью. Через 
эту матрицу последний столбец матрицы ХГ]* 1 выражается так:

Остальные столбцы матрицы Л՜1,* 1 ?{£') определяются соот­
ношениями (2.13).

Остается указать способ построения членов разложений матриц 

7И,(֊, г) и R (", г), обращающих равенство (2.7) в тождество.
Как показано в [5], равенство (2.7) выполняется тождественно

относительно s, если квадратную матрицу

М = 2 (֊), Л/'* ’ =
к -о

՝Лф1

и члены разложения матрицы R (", s) определить формулами
к

MW = М, 71/1*1  =
1—1

к
Ro = Ао , R/։ — — Ао1 2 Ai Rk-i> 

1-1
здесь Æ1'1 = (Æl'1 • • • Kpl).

Полученные соотношения позволяют последовательно определить 
члены разложений (2.4), посредством которых представляется фор­
мальное решение системы (1.1) в форме (2.2)—(2.3). Тем самым тео­
рема доказана.

З3. Аналогичным путем доказывается
Теорема 3.1. Пусть на сегменте [О, L] а)’ матрицы А/, (т), 

Д»(') (к= 0, 1, 2, • ■ •) имеют производные по ~ всех порядков, а Ао ("), 
кроме того, является невырожденной матрицей; б) собственные 
значения матрицы U (у) = Ло՜1 (t) Во (-) разбиты на р групп Ма), • • - , 
(р \

а = !,•••, р; 2^,= п при условии (2.1); в) соответствующие 
а-1 ‘

этим группам подпространства Rlt • • •, Rp являются инвариант­
ными и циклическими подпространствами n-мерного пространства 
R относительно линейного оператора U, которому в некотором 
базисе отвечает матрица U. Тогда формальное решение системы 
(1.1) может быть представлено равенствами
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х=2^ (', (3.1)

= А, 8) у,+М, (Т, з) R {֊>, 3) / (/, х, г),

где Ка, Л։> М°, R—матрицы типа соответственно п/.кя,
каХ п, пХп, представленные формальными рядами

М,{՛, а)= £8‘л/։*] (-=), R (?, з) = 2 '֊* R* (■). 
л=о *-=«

причем
А™==1„

о • • • о о
о • • • о о _

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Члены рядов (3.3) в данном случае определяются следующими 
рекуррентными соотношениями.

Как и в п. 2
я)»1 = а/, (/=!>• • - I к, )>

где
£«=(Ла’ а. А,’ а»”-а»),

4*֊и  = и^-1 ^֊Ч +... 4- ^114. ^-И.,

только теперь Ло =/,( а» =

*«(*,-։)
(Заметим попутно, что при этом с!е1£։=(—1) )..

Столбцы матрицы определяются так. 
Первый столбец

= 2 о',* 1, 

4-1
где

(5^3),

а 0™'—произвольная матрица типа 1, имеющая производные по 
х всех порядков.
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Остальные столбцы матрицы АН1 определяются формулами
#>= а)*.՛.,  доч- «гл, ?։:՛

0=2, з, •••, к,\
Что касается членов разложений матриц М-, и R, то для них 

остаются в силе соотношения, приведенные в конце п. 2, имея в виду, 
что А՜1'1 построены по формулам настоящего параграфа.

4\ Вектор (столбцовую матрицу) хт (£, г), определенный равен­
ствами (2.2) и (2.3) (или (3.1) и (3.2)) в предположении, что в разложениях 
(2.4) (соответственно (3.3)) оставлены лишь члены порядка не выше т 
относительно $, назовем „приближенным решением“ системы (1.1). 
Итак, приближенное решение представляется равенствами

х.а, е) =2А1п<)(т,г) у^, 
а—1

* (т)
^֊֊֊ = А<т) (т, е) (т, г) Я("'։ (т,8)/и,

а*

Где
т

А?У",(-, 8) =2 а*  А** 1 (Т), Л<-> (Т, 
»=0

ж

*-о

М[т> (֊, г)= 8*  М™ (т), /?<'") (֊, е)= 2е*  R, (т).
**=0 *-0

Замечание. Для построения приближенного решения условия 
дифференцируемости матриц А-., В,, сформулированные в теоремах 2.1 
и 3.1, могут быть ослаблены: для формального построения приближен­
ного решения хт достаточно существования лишь первых т — ч про­
изводных матриц А, и В, (V т).

При условии, что матрицы А, и В-, (ч < т) имеют на [О, А] про­
изводные по ~ до т—у-|-1 порядка включительно, а / (£, т, г)— непре­
рывная вектор-функция, регулярная относительно е в окрестности точ­
ки 8=0, имеют место следующие оценки для приближенного реше­
ния Хт-

Если
х|/-/, = Х/пЬ-Г, , 

то существуют такое е0 0 и постоянная ст ^>0, что для всех 
^[<1, <з]«= [о, ֊֊]

Цх—Хт|| <Сш8"'+։.
Если, помимо сделанных выше предположений, все собственные

1^
2значения эрмитовой матрицы (Л-|-Д*)  неположительны, то
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/ - [ Ь \
к— Лт|<Ст г'՞֊1 Н^(0, Е0), — )'

В случае однородной системы (/—0) имеет место оценка

Цх — х„,Ц < с,„ г'" (*е(о, з0),
Приведенные оценки свидетельствуют об асимптотическом харак 

тере приближенного решения хт*-

* Эти оценки получены с использованием метода построения асимптотической 
оценки, приведенного в [11].

5°. В случае однородной системы расщепленные системы ( . ) и 
(3.2) принимают вид

^=Л,(т, а)уя (з=1,-<51)

Пусть ։/»,я—элементы столбцовой матрицы у,.
Если исходить из теоремы 2.1, то, полагая ։/!»== <7*  > равенства

(2.2) и (2.3) можно представить в виде

*=2 Ьз (х, а) д3-|- ;2։(<с։ а) — 4---------1- «*„»(х,  £)
</*,-։  <7’ I 
л*«-: 1 | (5.2)

п, —
33-------р «1» (", а)----- *~Т1  Ь • • ■ + я*в» ("> е) <7’ =0 (5.3)

(з = 1,---, р), 
где

Мх, з)=2 е*  #՛ (х), а/. (х, а) = £ а*  <#՛ (г). 

к-0
Если же исходить из теоремы 3.1, то, полагая уь,*=  4°, вместо 

(3.1) и (3.2) будем иметь
р Г֊ /У*»՜1 - - I*=2 ։■•(’,>)Л^֊ + Мь •) +■ • •+։.,. (՝, •)?. , (5.4)

0-1 °Г яг I

֊X7֊ + (’, • ■ • + •)?.=» (5.5)
ас ас

(з=1,...։ р).
Таким образом, однородная система (1.1) (/=0) путем замены 

переменных (5.2) (или (5.4)) преобразуется формально к расщепленной 
системе (5.3) (или соответственно (5.5)), состоящей из отдельных ли­
нейных дифференциальных уравнений. Мы пришли несколько иным 
путем к результату, установленному в статье [10].

Приближенные решения однородной системы согласно (5^—(5.3) 
и (5.4) —(5.5) могут быть представлены равенствами
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р Jts —i 1
xm~- >, ;k (*,  <7? T ( -, s) —------ i---------I- 4вЯх» £) ----- Z-Zl-----Ի

,T1L dt dt*'  I

(m) -I „<m>
4^+’"’<-։)֊յժր֊ + " + •?• հ֊)Հ”=օ (=-i,•••,,) 

at ' at

или соответственно равенствами

г--'Հ’' ..I-
Л'«՜1 1 ։" di1’-’

(m) (mf

.ks tm) ,k„-\ (m)
d Ч՝1 I _<«') d q- 

Ь 1*1 ’ fr— 1rff* ’ dt ’
I I „(m) (m)

H----------Ւ «* օ։ Ça

где

з)= 2 ** #՛ (Վ «}?’ ('. «) = 2s*  ДО (A 
t-=(J k-0

В силу оценки, приведенной для однородной системы в п. 4, эти 
приближенные решения имеют асимптотический характер.
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Կ. Ա. ԱՐԴԱՐՅԱՆ. Գծային դիֆերենցիալ սիստեմի մեկ ասիմպտոտիկ ձևափոխություն 
( ամփոփում )

Հողվածում մատնանշված են այն ձևափոխությունները, որոնք բերում են առաջին կարգի գը- 
օային դիֆերենցիալ հավասարումների անհամ ասես սիստեմի ավելի ցածր կարգի հավասարում­
ների ենթասիստեմների ասիմպտոտիկ ճեղքմանը) Ի տարբերություն գծային դիֆերենցիալ սիս­
տեմների ճեղքմանը նվիրված հայտնի աշխատանքների, այս հողվածում ճեղքման խնդիրը լուծ­
ված Լ այն լրացուցիչ պայմանի համար, երբ ենթասիստեմների գործակիցների մատրիցաները 
ունեն կանոն ի կ տեսքւ

K. A. ABGARIAN. One asymptotic transformation of linear differential system 
(summary)

Transformations leading to asymptotic splitting of nonhomogeneous systems of 
first order linear differential equations into lower order subsystems are pointed out. 
In contrast with known works on splitting here the problem is solved under additional 
condition, that matrices of subsystems' coefficients have canonical form.
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