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Н. А. ЛЕБЕДЕВ и Н. А. ШИРОКОВ

О РАВНОМЕРНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ
НА ЗАМКНУТЫХ МНОЖЕСТВАХ, ИМЕЮЩИХ КОНЕЧНОЕ 
ЧИСЛО УГЛОВЫХ ТОЧЕК С НЕНУЛЕВЫМИ ВНЕШНИМИ

УГЛАМИ

Пусть С—замкнутое множество точек комплексной плоскости Е, 
содержащее не менее двух точек, дополнение С1 которого есть одно
связная область, содержащая точку со; (7—множество внутренних то
чек множества С; г = ф (<, С) — ф (£) = 7# + у0 + 71*՜1 4- ••• , 7^>0, 
функция регулярная в области 1<Ц/|<со, однолистно отображающая 
эту область на б; # = <р (г, б) = <р (г) — функция, обратная для г = 
(I, С); Г = Гх = Гх (б)— граница О; Гд> = Г/? (б)= ф (|/| =Я, б), 1,
ф = линия уровня бх; б? =ф (к|>7?, б), /?^-1;О/?=Сб/г—дополнение б? 
р (Е1։ Ег)—расстояние между множествами точек Ег и Е։; р/? (г) = р (г, Г/?)- 
расстояние от точки г до линии уровня Г#. Далее рассматриваем мно
жества б такие, что ф (/, б непрерывна при 1֊С|/| < со.

Пусть //=е,0/, — т. < 0/ < я, /, 1=0, 1,--—различные
точки окружности |<|=1; а/, 0<^а/-^2, ։/=г=1, /=!,•••, I —фиксиро

ванные числа;- А, 0 < А <Հ Ао == /;

аггуи/ = Н; }
1

; ц — дополнение Ս սյ до области 
/-։ И 1.

Будем говорить, что б имеет I (и только I) угловых точек г/ = ф (//, 
б, I, с внешними (не нулевыми) углами <։/■*, если суще
ствуют две постоянные сх и с2, 0 < сх < с։ со такие, что

где А/ (<) — функции, регулярные в 1<^|<С°°, непрерывные в точке I], 
/ \в/■^/(0)^0։ и выбрана та ветвь функции (1----- — I , которая обращает-
\ t /

ся в единицу при / = со.
Угловую точку г/=ф(0) будем называть простой, если ф (2)=^ 

=£ф((/) при 1=^=1} |#| =1, и 5-кратной, если существуют точки /у,,,
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'»=!»•••, 5, |*/,, 1=1, */, ,=/=*, '<=/='»', такие, что <|» (*/) = ф (*/, »)>'*=!>•••
•••, 5, и 'НО^Ф(О) при ,, у=1,•••,«, |*|=1. Среди точек 
*/,, могут быть точки (на самом деле не более одной), не совпадаю
щие ни с одной из точек , ]= !,•••, /. Такой точке //,» сопостав
ляем «/,, = ! и дополнительно к условия / (1) требуем, чтобы для нее 
выполнялось третье условие из (1) (с заменой */ на */,» и а/ на.

Класс множеств, удовлетворяющих поставленным выше условиям 
обозначаем через ЧГ или через ’Р (с1։ с2, *։, <4, •••, 6, ’։) и при */=0 
через 4՜ (с1։ с2). Если 1—0, то при всех (, |*|>1, выполняется второе 
из условий (1) и мы говорим, что множество С не имеет угловых то
чек. Класс множеств (с1։ с2, *1, •••,*<)։ являющихся замыканием 
области С, будем обозначать через Чг* (с։, с2, *!,•••> )• Ясно, что

ЧТ* (с1։ с։, *!,•••, ) не имеет кратных угловых точек. Класс мн о-
жеств (с1։ с2, *!,•••, «։), не имеющих кратных угловых точек
будем обозначать через Чг+ (с։, с2, «/)-

В работе доказана следующая
Теорема. Пусть С £ ЧТ* (с1։ с։, *и • • •, а/), I ^>0; / (я)—функция, 

регулярная в С, имеющая в С г (г=0, !,•••) непрерывных произ
водных,

ш (8) = ш (8, /'■)) = эир [/И (я') — /г) (я)1, з >0,

— модуль непрерывности (г) в С. Тогда для каждого п=0, 1, • • • 
существует полином Ра (я) степени не выше п такой, что

1/<” (я) - Р;) (я)|< Д,р (я)-’ . (р։+ ։ (я)), я е Г„ V =0,. •г, 
1+4 ֊

где А, — постоянные, зависящие лишь от И,
Эта теорема справедлива и для С7£ЧГ+ (си с։, *!,-••, *,), но Д°՜ 

казательство при этом становится несколько более сложным и менее 
прозрачным, и мы его здесь неприводим. Для (с։, с2, *1։-• ■, */)
формулировка теоремы изменяется, а доказательство еще более слож
ное. Эта теорема для (7£ Чг (с։, с։) (С не имеет угловых точек) дока
зана Н. А. Широковым, причем дано явное выражение А, через сг и 
с2. Общий случай доказан авторами совместно.

Приведенные нами результаты обобщают некоторые результаты 
В. К. Дзядыка из работ [1], [2], [3], [4] и Н. Н. Воробьева [6], [7] 
(см. также [5]), в которых накладываются более жесткие условия на. 
границу Г множества С. В случае, если (7—множество без угловых 
точек, В. К. Дзядык требует, чтобы граница Г была гладкой, и в 
случае множеств с угловыми точками—чтобы Г была кусочно гладкой, 
с непрерывной кривизной на каждом куске (и некоторые дополнитель
ные условия в угловых точках).
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В пункте 1а работы мы введем некоторые необходимые для даль
нейшего обозначения. В п. 2“ совершим важные преобразования мно
жества G. В п. 3' даны леммы, используемые при доказательстве 
теоремы, которое проведено в п. 4Э.

1՞. Некоторые обозначения. Пусть: ^>1, 9—веществен
ное число,

е = :₽. о С) = t (/?e֊rt ? (Q), : e , :₽ =
С|в| = Ci, •; К (z, 8) = |Z: |С - z\ < 8), 8>0; К (z, 8, А) = С: < |С- z|< А}

О < з < Д; К [z, 8] = К (z, 8, со); Г/г (г, 8) = Г/? Л К (г, 8), Г/? [г, 8] =
= Г/г П К [z, 8], Г/г (z, 3, А) = Г/г П К (z, 8, А).

Длину произвольной спрямляемой кривой L обозначаем через |£|.
При доказательствах мы не будем следить за зависимостью од

них постоянных от других, введенных ранее, и потому будем исполь
зовать сплошь и рядом одни и те же буквы для обозначения различ
ных постоянных. В частности, буквы А и с, иногда с индексами, всег
да будут обозначать постоянные. Кроме того, будем пользоваться 
следующим определением. Если на множестве Е заданы две неотри
цательные функции а и? такие, что 0<Д'<^\-^- < А<^ ос на Е, то пи-

Р
шем а X £ на Е и говорим, что а эквивалентно ? на Е. Две однознач
ные аналитические в области В функции а и ? будем называть экви
валентными на В, если они непрерывны в Ви их модули эквивалентны. 
Для двух функций а и неотрицательных на Е, будем писать

если а-<Д£.
Далее мы неоднократно будем пользоваться следующей легко 

доказываемой эквивалентностью. Пусть а>0 фиксировано, а^>0 и 6>0. 
Тогда

(а + + Ь'.
2՜1. Класс Ч'* (сп с2, tlt аь tt, ч) замкнутых мно

жеств. Пусть (cn са, t1։ а/). Границу Г множества G бу
дем рассматривать как образ окружности t = е‘в, — к 9 и, при 
отображении z = 6 (f, G). Используя (1), легко убедимся, что Г—спрям
ляемая кривая.

1 / t
Пусть z (0 — П (1------- ) » гДе выбрана та непрерывная

/=1 \ /

ветвь этой функции в |f| ^>1, которая обращается в единицу при £ = оэ.
.у (t)

Заметим, что модуль функции 1------ , регулярной в |<Г>1, ограничен
7. (О

сверху и снизу постоянными, отличными от нуля и оо (что следует из 
(1)), и потому

Ф'(0=Л(/)П (i-֊)'7 И>1. (2>
/-1 \ /
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где А (/)—регулярная в (/| > 1 функция такая, что 0 <с։<|Л 
<^С2<^со при Ясно, что из (2) снова следует первое и второе 
из условий (1).

Рассмотрим векторы
ф (е'9) _ф (е'9/) , ф(ел)-*(« ')к֊^֊^4 к*<"М” |Я.“)֊^-

(3)

Используя третье из условий (1) легко покажем, что

—— (3,)
И/(0)1 И/(0)1

Эти векторы очевидно являются касательными в точке «/=’? (0) с0՜ 
ответственно к дугам я = <|> (е'в), 9/ —А <9^9/, и з = ՛? (е/9), 9/ <9 
֊^9,-4՜ А. Вектор к- (//) нужно повернуть против часовой стрелки на 
угол гл! (при я/=2 векторы к- (</) и к+ (0) совпадают), чтобы он 
совпал с к, (//). В этом смысле кривая Г в точке г/='т* (0) имеет 
внешний угол равный «а/. Отсюда же следует, что для любого е>0 
существует А', 0<^А'<А, такое, что дуги г = 6 (е19), — А'^9^9/ и
г=,?(е/9)> 9/<С 9 9у -|- А՜ лежат в углах раствора г с вершинами в г/ 
и биссектрисами, параллельными соответственно векторам к- (1/) и 
к+ (/у), и если г/ — простая угловая точка и то сектор

Ч* ~ -^-<агг(г — г/Хф/ +-^-, \г — г։\<К', 
" л

принадлежит С?.
Преобразуем теперь О£У* (с1։ с2, <!,•••»«/), / > 0. Исходя из 

6=0 (1), построим некоторую последовательность множества С (к), 
к. = 1,••■,/+!, следующим образом. Если 6 (А) построено, то строим 
некоторое замкнутое множество X* с О (А), дополнение к которому есть 
некоторая односвязная область О (к). Отобразим £) (А) с помощью не
которой однолистной функции 5 = ф* (г), (оо)= со, <р* (°°)^>0. Эта

функция отображает С1 (к) = СО (А) на некоторую область 61 (А-{-1), 
дополнение которой обозначим через С (А-[-1). Полагаем я/ = яр, 
*/‘+1) = <?* » ?*-> = • • • о ?1 (^>), ;=1,А=1,),й> ак £ 
ак=ь 2*։),

;=Ф.(г) = а,+ (4)

\ г —ак /

*0 а ---здесь выорана та ветвь функции I------- --- 1 г которая обращается
\ г — ак /

в единицу в точке г= оо. Заметим, что = г<*>.



О приближении функций 315

Опишем теперь выбор точек а* и построение /.* и по индукции 
покажем, что б (к) £ Ч՞* (с]Л), Сгк\ {к, ։*,■••, Ь, ^[),к=1, •••,/, и С (/-|-1)£ 
С'У* (сГч1), с?+1)).

1) Если а* = 2, то в (4) в качестве а« возьмем какую-нибудь 
точку из С (к) и в качестве л* возьмем какую-либо спрямляемую про
стую кривую, соединяющую точки а* и (лежащую в С (к)). Ясно, 
что если С (А:)—замкнутая область, то С (к 4֊ 1) также замкнутая 
область и конформность в С  (к) при преобразовании (4) имеет место 
во всех точках за исключением точки В частности, сохраняются 
углы между односторонними касательными в точках гФ, /~1,՛՛-, I 
у -/-= к. Исследуем точку «<*>, для чего найдем производную функции 
? = ф«, ё(л+1)) = ?*(фа, ё(*)))(ф(оо, с(л+1))=то,.у(аЭ։ с\к + 
4֊1))>0), однолистно отображающей к|^>1 на (7 (^ + 1). Имеем 
՛/ а, ё (к +1)) = (ф а, в (к))) ф' а, о щ),

1

1

_1 / 4*’ - а* 2֊1
• * } (г а*) ’

՝ \ г —ак ) )

В силу предположения индукции С(к)£хУ* (с1*\ сг0, 1к, Ч, •, (/, а։), 
и для ф'(£, б (Л)) имеют место аналоги неравенств (1). Используя их, 
легко убедимся, что

о<<4*+1’<|ф' а, ё(л-|-1))|<с?+։,<«>=,

и легко убедимся, что С (&+1) С V* (с]*+1’, с^+1), 6+1, а*т1, •• • , 6, а/).
2) Если ®*<<2, а* =^=1, то проведем через точку биссектрису 

угла, образованного векторами к+ и к- (см. (3) и (3')) для точки 

множества б (£) и на части биссектрисы, лежащей в О (к), возьмем 
некоторую точку а* такую, что отрезок (г^, а*] £ б (£) (б (к)—множе
ство внутренних точек С (к)). Если 1<^а**\2, то полагаем Х*= 
а*]. Если 0<а*<1, то с обеих сторон отрезка а*] проведем ду
ги окружностей с_концами в и а*, образующие с отрезком углы

(1 — а*) — . Легко видеть, что всегда можно выбрать а* так, чтобы 
2

замкнутая луночка, образованная указанными дугами, принадлежала 
О (к) за исключением точки ^(*). Эту замкнутую луночку обозначим 
через X*. Как и в (1) убедимся, что если С (к) £ И * (с?1, С2*\ 6, 
•••, ։/), то б (£4-1) С 1®Г* (с?+П, с^+1), б+1, ։*;!,•••, Ь, и) (отметим,
что при а*-\1 образом О (к}— дополнение луночки '/-к при отображе
нии (4)—является дополнение отрезка а«])»

Из изложенного ясно, что б (/4՜!) 6'^г \
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Обозначим через г = ф* (?), ?^б1(^4_1) функцию, обратную для 
? = <р (г):

(*)
г _ ф, (О =«.+ , 5 ? б1 «н-1). *=։.■•■. '• К ’

1 _/ ’ г* ։
X ? — ак )

Введем функцию

г = ф։ (с) =е ф։ о ф, о . . . о ф, (։), 

которая однолистно и конформно отображает 61 (/+1) на 61, и пусть 
? = ф. (г)—обратная для г = ф, (;) функция. Отметим, что функция

г = ф (#, С (к)) = ?*֊1° ф4-2 о • • -о ?1 (ф Ц, С)), К1>1, 4: =1,-• /4֊1>
отображает область |/|^>1 однолистно на С1(к) и

Ф(о=Фа, с)=ф* (ф а, с (1+1».

Ради краткости записи введем еще обозначение

г = Ф|*1(£) = Ф* ° Ф*п° ••• = 'Ь(«),^61Н/֊г1), к=1, •••,=/,

и пусть с = ф[*] (г)—функция, обратная для «='}[*](?)• Кроме того, 
положим = ф (/>, С (/֊г1))= 2;/т1).

По множеству С (к), к=1,---, /4*1, как в начале работы, введем 
линии уровня Ер (С (к)) и области Ср (к) и Ср (к) для /?>1.

3". Леммы, используемые при доказательстве тео
ремы.

Лемма 1. Пусть а£6(/-|-1). Тогда 
1 л_____________ _

Ф. («) = А (<) ,;£(?(/+!),

где Ак (?) — регулярная в С1 (/4-1) и непрерывная в С1 (/4-1) 
функция такая, что 0< а <|Д .(?)| <сг<со, ?£ (/4-1).

Доказательство. Заметим, что

< (?)=•?; ('ЬР1 (?)) *2 (*181 (?)) • • • •!>;֊! (*ш(?)) •?; (?). (5)

Рассмотрим сомножитель ф* (ф[*+ц (?)), к=1,- ., I. Имеем (см. (4'))

. • ,ь. I 1 — ю I2/? — ։_ _<*) _ф*(В)=-аи------- — Ц ---- *_) , , Еес?(4:4-1). (6)
I 1— и » 1 \ 5 — ак / ? — а*

Функция, стоящая в квадратных скобках в (6), как функция от ? не

прерывна в С1 (4:4-1) (функция (—---- *—обращается в единицу
\ ? — а* /

лишь при ? = со) и не обращается в нуль в И1 (4:4-1), а потому она 
эквивалентна единице в (7։(4:4-1). Мы хотим показать, что
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5 <G‘ (1+1),

и это будет доказано, если покажем, что

'?[* I|(5)~ ■Z**) ;___ '_k
'?1*+։)Ю—а* аь’ с С G1 (Z+1),

для чего достаточно показать, что функция

Или, записывая эту функцию в виде
'•Ч* Ч (>) —'Ь*-Ч (^*) (0 — '?[»+2| (;*) '>/(?) — ’И«)

’?։*+։| («) — '?!*+։։ (<*) Ф[*+з1 (?) — Ф(*+3) (=*) ՝ — «*
видим, что достаточно показать эквивалентность

֊֊-----"(?) * X1, ? € С1 (*+1), * = Аг+1,•••,/.
« — г*

После преобразований получаем 

и легко видеть, что эта эквивалентность имеет место. Учитывая изло
женное выше, получаем заключение леммы.

Следствие 1. Пусть Л^>0 такое, что окрестности 
u/=(«:5<ü1 (Z—Н1), |;— if |<Л'| точек tj, j= !,•••, I, попарно не имеют 

i , ֊
общих точек, и и —дополнение U и/ до G1 (Z+1). Тогда существуют

/-։
постоянные cj и cj, 0 cj<C cj < °о, такие, что

с;<!<(?)!<« ls-e/Г/-1,
с։ -С l'K G)I<C2, ££и'.

Лемма 2. Пусть: z', z" £ G., (к) П G1 (k), k = l,---, l, E'=։*(z'), 
V = <p* (z"). Если 0<a*<2, то

\z" - z'\ xir - 5'1 [j<- *П1/в* +1 ?"-5'll°*՜1 • (7)

Соответствующая оценка сверху имеет место и при а>=2. Со
ответствующая оценка снизу для а*=2 имеет место, если модуль 
приращения arg (z — при движении точки z от z до z" по не
которой кривой, соединяющей z и z" и лежащей в G1 (^), не превос
ходит 2г. — о, где о >0 фиксировано. Ясно, что в (7) можно заме
нить в правой части z" на z .
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Доказательство. Рассмотрим преобразование (4): z ?*(’)>

? £ G1 (&4-1). Ради краткости записи полагаем
5 - ?' - 4*> _ ^-4”

W = T^T’ W’ = T^7’ (8)

Имеем (см. (4'))

= Ul« - z- «. = М*’—*) 7—F
1— wi" 1 1

1 w-’ ~W1_ •
(1—W2*) (1 — wr)

Покажем сначала, что
1Ш2* — w‘* | х lw* T«il (l^il + lw» — “’ll)’* '

(9)

(10)

Полагая x=w։— w1։ при |х| , имеем

|w? ~(w1+ x)‘*l , y՝> + (1+ e ,
Mdwil + M)**՜1 " (l+jz)’*՜1 ՛ Х1+0/

Правая часть возрастает с возрастанием у и потому

При |х| <С — )uij|, у = — имеем 
2 ш։

L» + М«»— 1) , , 1)(я»—2) »। ... 1
„= |1֊(1+»)■*! " 2 3 31 у
и-------------------------------------- -------Г— =ж ---- ---------- --------- ■ —-------------- ;--------------------------------------------------1 ■

1у|(1+М)* |у1(1+1»)Г*
■>+- >^2Ь2<61”2 

Итак
|w2*-wj*| <6 lws~ WjKIwJ 4- |w։- wj| )**"'. ОО* <2.

Получим теперь оценку снизу для и. Положим to = ----- -А_,
5 — а* 

^^(i+l). При этом отображении О1 (£-{-1) при а* =^=2 отобразится 
в некоторую область G’ (£+1), не содержащую области |arg to|^>®0^>

т- е. ■֊-<; <р0 ’С—. Чтобы в этом убедиться в G (к) z 2 <։*
проведем дуги окружностей одинаковых радиусов с концами в точках 
z* и а* такие, чтобы область, ограниченная ими, содержала л*. Этим 
дугам в G’ (к -|֊1) соответствуют лучи, исходящие из точки w =0, 
образующие с вещественной осью углы ф0 и — ф0. Легко видеть, что 
так определенное <р0—искомое.

Далее полагаем для определенности |w2l |w։| и обозначаем

= х, 0<х<;1, arg — =2<р. При 0<^аА<^2։ я* =^=1, имеем |»J <ф։.
W-.

W1 

ид-
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Легко видеть, что при выполнении условий леммы при я* =2 для 

arg— =2? имеем |?|-< -----?оя* =2?о = "------------------Заме-
Wo 2 \ 2 / 2

тим еще, что 
max jwa|) -С IwJ + |wa — w ։| 'С 2 max (Iw/, |ws|). 

Теперь имеем
» / |w2** —w’*՝ V. 1. (xe27’)**—1 2_

\|wa—w-jI • |2w2|°*_J/ 4 xe2,?— 1

1 1—2x’* cos 2?я*+х2’* _ 1 (1—x’4)2 -4- 4x’* sin2 я* ?
4 1 — 2x cos 2? -r x* 4 (1 —x)2+4x sin2 ?

Пусть !</«* -<2. Так как sin-эя*—sin?=2 sin ” —— cos” ՛ ^^>0

при 0 </ ? -^-------, то при таких ? получаем
«*+1

s _L (1—x’*)s-f-4xq* sin2 ? _2_/ 14՜ x*k Y 1
U 4 (1—x)2+4x sin2 ? 4\ 1 + x -/ lb

Если —-— <Z <p < ?0, to 
«*+1

“S > 4՜(1 > 4֊ Id ֊ * *)’ + 4 x'h «и’
Находя минимум по x’4, видим, что он достигается при х’4 =0, если 

sin2 ф0 я* >—■ и при х’4—1—2 sin2 ?0 a«i если sin2 ?0 я* < —, и мы имеем

1
16

1 о.֊ 1 . о о . <з — 1— и и •«*— sm։?0«*cos։?ba* при sm2 ?ояк <.— .
2 4 2

Рассмотрим случай 0<^яж<^1. Выясним при каких ? функция 
v (?) = sin ®я* — a* sin ? неотрицательна. Имеем: v (0) = 0, v' (?) = 
= a* [cos ®я*—cos ?] — 2я* sin ---- — sin ' Я*\ Таким образом,

2 2

v (?) >0 при 0<?< —— и, следовательно

и (1—х,А)2 + 4xa<; я* sin2? 2(1—x,fc)2+4x°*sin2? 
(1 — х)3 + 4х sin2 ? к (1—х)2+4х sin2 ®

п —х’* 1—акх'‘к 1 — (1 •Производная функции ■ . _----  равна ------------ т-------IX (1 X) и она

отрицательна при0<^х<^1, ибо производная числителя положительна, и 
1—х’* о числитель обращается в нуль при х =1, потому и>я* Пт ■=--------=։*•
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Итак эквивалентность (10) доказана.
Опираясь на формулы (9) и (10), получаем

. » _ |wg—Wil ||w,| -j-^w2֊Wiir*~2
|1—wi*||l—»2*1

l«>3—«>il
1 —w?*

I 1 
'1— W2k

|w8—toj

Заметим, что в силу формул (9) первое слагаемое, стоящее в 
квадратных скобках, равно \z' — z**’)' '“*\z"— x|z՜—

В доказательстве леммы 1 было показано, что |1—wi*| X |1 — 
— к I. Опираясь на это, легко показать, что множитель,
стоящий перед квадратной скобкой, эквивалентен |;"—1'|, и требуемая 
эквивалентность (7) доказана.

Замечание 1. Если не обе точки Z, z" лежат в некоторой 
фиксированной окрестности точки z(*\ то в (7) правую часть можно 
заменить на |Е"—Е'|.

Для дальнейшего нам потребуются некоторые обозначения. Вы
берем е^>0 столь малым, чтобы к (z/, 4s) П к (zj՛, 4s) =Ф, j=^=j', j, j'= 
=!,•••, Z, и таким, чтобы прообраз к (zj, 4s) f] (4s) при ото
бражении г=ф (t, G) лежал в достаточно малой окрестности точки 
0:|Z — 0|<А'<А, у = 1,-• Z; u/(s) = цу (4s) Л А (г/, s). Положим 

- 1 ( 1 1u (s) = (РХДиДв), R, = sup I/?: sup ?/? (z) < -y si, P = Г П U) (»), Г'= 

= r\ url, r^ = r/?nu/(4s).

Следствие 2. Пусть: z', z" £ G2 f] G1; = ?. (z')t c" = (z").
Если одна из точек z', z" принадлежит u/(£), то

\*"-*\<-Г֊И llz'-z, Г' + |Г- ИГ'՜’.
Если z , z" и (s), to |z" —z'|<-g" —Г/.

Доказательство получим,] применяя последовательно лем
му 2 для к =1,..., I и замечание 1.

Следствие 3. Пусть՛. ; £ Г; 1< R < R,, — л < 9 < г., , (Q £
6 и/ (®). Тогда

|С₽. »(С) - :| <• (|9| +(/? -1))[U, G)-z/11'«/ 4- (|6| _|_(/?-i))]v-։. (ц)
Если то fo,. (С)-С|<-|9| + (Л-1).

Доказательство. Положим ?0 =?» (С), ;/?,в = <р, (^,t (С)), =
=?.(’/? (Q). Тогда при С/?, в (С) ֊- щ (е) имеем

IC/г, • (Q— С|<- |с/г. ։ - «։1 [|С/г, ։ (С) - z} |։/։/ 4- в -?,]] */՜։. (12)
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Учитывая, что С (с։> с»), и обозначая ։с = 0 (еЛ’, О (I -4- 1)),
имеем ?/?, о = у (/?ен5 '' С (/4-1)). Далее последовательно получаем 

|;я, о — ;0! +I«/? — ?о!>

fa,»֊fa|< | |’/(/?е'\ G(Z+D)l/?|c/'||</?c;|6|, 

S.
R

fa ֊ ?o! < [ I'?' (- • е‘\ G (Z+l))| d- <^(R- 1),

fa. e -Sol< C2 (|6|+ (/? - 1)). (13)

Отсюда и из (12) получаем (11). Если С/?, ։С)£ы (s), то fa,։ (С)—С|<- 
<C֊fa. в — ^о1» и учитывая (13) получаем требуемую оценку. Следствие 
доказано.

Покажем, что существует г^>0, удовлетворяющее поставленным 
выше условиям, такое, что справедлива

Лемма 3. Пустъ 1<^Л-^/?,. Тогда

К (z) X (R ֊ 1) [|z ֊ z,|։'“Z + (Я-!)]“'՜՜ \ z Г/, 

p₽ (zJXtf-l, г^Г'.
Доказательство. Так же как при доказательстве следствия 

3 получим нужные оценки сверху для р/? (z) при z £ П и z £ Г'. Эти 
оценки справедливы для любого С>0, которое удовлетворяет постав
ленным выше условиям. Получим необходимые оценки снизу.

Пусть г£Г, z* £Г/?, |z—z*| = р/? (z), z' — ближайшая к z точка 
отрезка [z, г*] такая, что [zz, z*]c G1. Ясно, что если |z — z/l>e для 
всех /=!,•••, Z, то |z*—z/|>-^-s, Ц ибо /?</?,. Если lz —

3— z/l'O, то |z*—z/|-C —s- Обозначим прообраз отрезка \z , z*] при

отображении г = •!? (/, 6) через %/? (г). Ясно, что при Г' существует 
такое, что |У (/, С){>сь <^7/?(г), г^Г', и потому при г^Г'

имеем

Р/г («)> \z'—z^\ = J ՛/ (f, G) dt

j (•/(*, G)|-|A|> J с; -|Л|>С; (/?-l). 

7^) 1KW

Пусть теперь г^Г1. Если [z', z*], то и/ е j. Положим

X* (г)= ?* ° ф*-։ «•••»?! (z), X* (z') = z՛ <*+1>, Z* («*) = z՝ (*+։>, и напом-
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ним, что у.* (г/) = Ясно, что при е>0 достаточно малом про- 
/ ч / 3 \

изводная функции 7у_։ (г) достаточно мало изменяется в и, I — г I и ее

модуль ограничен снизу положительным числом, а потому соответ
ствующие углы треугольников (х/, х', г*) и г'։/), У(/)) мало от
личаются. Отсюда заключаем, что, во-первых, \г—х/| Ж 1г и
г'——У(/)| и, во-вторых, применима лемма 2 (с заменой в 
ней к на у), и мы получаем

|У —х*|->|УШ -г’(/)).>
-> Iг (,+1> — г (/+։) I [г <«- гу,|1/’/+1г’ (/+1> ֊ * и+" 1^՜՝-

Далее, рассуждая как и выше, покажем, что \г' —г՝'1 п |ж /У (,+1; —

У՛ ((х + у)1/։/-|-1)1"’/ ֊> (х1։/-И)1՜’' 

которое равносильно следующему очевидному неравенству

Так как £Г(С(Я֊1)), х*П+» Гл (ё(/+1)) и <7(/+1)
€ ’1 чсь с։)« то как и выше при оценке снизу р^ (г), г£Г', покажем, 
что’՜ \г (/|1) г —1, и учитывая, что |У — г^^Ж \г ~ X/1>
имеем

Но
ру? (х) = |г—х*| = |х—х/|+|х/—г'| + (Л—1)||г/— г,I’/«/_]_(/? _1)р-։, 

и нам достаточно доказать неравенство
|г—г'1+(/г—1)[|г/-г/|1'։Ч(/г֊1)р_։1>(/?_1)[|д—г/|։/</4- (/г-1)]3/՜1.

п ֊ 1 |х՜ — х< I |г — г'\При ։/>1, полагая х= —------- у =----------V видим,(/г-1)*/’ у (/г-1)а/’
доказать неравенство

что достаточно

у + (х։/*/ + 1)’/-1 • >[(х + уУ'Ч +1 ]’/ ֊

Заменяя левую и правую части этого неравенства эквивалентными, полу- 
л7> ։-«7*

чаем очевидное неравенство у Ц- х + 1 ■ > У +х + 1.

При «/<^1, полагая |2 — X/1 \г — г'\ 
приходим к необходи

мости доказать неравенство У

Итак, случай также доказан. Лемма доказана.
Следствие 4. Пусть г', х՜'|х/ —— г>1, 

[«'. х"]^ (71, 7 (г', г") — ?. ([У, г"]). Тогда
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|Z-z'|->|T « Z)| [У-г/Г'+fr (г', г")\Г՛՜1-

Доказательство. Пусть z-, = z'-\------(z" — z'), v = 0 , • • • , n,
n

«»=?» («»). Тогда в силу доказательства леммы 3

Но справедливо неравенство

—----- +------- *-------> —2_±*------- а b с>0 0<а<1
(с+а)1՜® (с + 6)1- (с+а+6)1֊® ’ ’M«

и потому

Отсюда, устремляя п к оо получаем заключение следствия.
Замечание 2. Повторяя частично доказательство леммы 3, 

легко получим следующее утверждение. Если z £ П С* £ Г^, 1 R, ։ 
«о = ?$= (г). «* — ф« G*)> то при <х/.<2 имеем

К*֊ *1 ->q ? * - ?о| [|С* - zi |1/։/+|S*- Sol?-1 • (14)

Здесь в квадратных скобках С* можно заменить на z. Если а/ =2, то 
такая оценка, вообще говоря, не имеет места, и мы ее заменим не
сколько другой оценкой. Пусть ау=2, Г^. и Г£ — образы дуг £ = е1в, 

0/-С Ö -С 6/ + А', и t — е10, 0/ — А'-С^-С®/, при отображении z=? (t, G), 
где h' — достаточно малое, но такое, что П с Г^_ U Г£. Допустим, не 
умаляя общности, что z£ ГЧ, и обозначим через z' какую-либо точку, 
принадлежащую П_ такую, что ]z' — z/\ = [z — zj\ и положим Сц = 
=?$(z/). Мы считаем, что z=f=Z) (ибо при z = z/ неравенство (14) 

имеет место). Проведем вектор к = — (z + z')— z/ из точки zj и 
2

разделим плоскость Z прямой, проходящей через z/ параллельно к, 
на две полуплоскости—правую, которая лежит правее к, если смот
реть по направлению к, и левую. Если С* лежит в правой (в левой) 
полуплоскости, то обозначим через С ближайшую к z(kz') точку от
резка [С*, z] (отрезка [С*, z՜]), отрезок [С*, С] £ G'. Ясно, что 
С'£ (соответственно С^ГС). Точки z и С* (z' и С*) можно соеди

нить кривой, состоящей из дуги z, С (дуги z', С') кривой Г, соединяю
щей точки z и С (zz и С') и не содержащей точки z/ и отрезка [С', 
С*]. Изменение arg С, когда С пробегает эту кривую, не превосходит 
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и рассуждая как при доказательстве леммы 3 (используя лемму 2), 
получим, что при 5^>0 достаточно малом имеет место оценка (14), 
если ’* лежит в правой полуплоскости, и оценка

|С*- г\ > |С* - Л •> |;* ֊'о1 [ |'* - г/ \''> +|?*~ '4

если С* лежит в левой полуплоскости. Ясно, что если , лежит на 
границе указанных полуплоскостей, то справедлива любая из оце
нок (14) и (14'). Отметим еще, что р/? (г)^ ?/? (г), и^° \2~г1\~\г г/1-

Лемма 4. Пусть г, г" £ С. Тогда существует спрямляемая 
простая кривая /■=).(«', г") с:С с концами в точках г и г' такая, 
что

I). « г")|< У \г'-х"\, 
где У—некоторая постоянная, зависящая лишь от (л.

Лемма 5. Пусть и 3^>0. Тогда

1Г/? (г, 3)| < ИЗ, (15)

где V -некоторая постоянная, зависящая лишь от О.
Доказательства лемм 4 и 5 аналогичны. Сведем сначала 

доказательства этих лемм к доказательству некоторого неравенства.
Сведение в лемме 4. Отрезок [я՜, 2"] = (иЛ,)и (ОА*), гДе А, и V V

А’ — непересекающиеся отрезки соответственно принадлежащие б1 и 
б. Пусть д,— концы Л,, = р(г,, б), £,= <р (г», б), А,=ф(А,, б),
X'—та из дуг окружности |<|=1 с концами в точках и#', которая 
вместе с Л' является границей ограниченной области, не содержащей 

круга |/|<1, X, (/,„ б). Точки г,, г,, £,= е/9’, е/0», обозначаем
так, чтобы \ = (е/8: В качестве Х(г', я") возьмем кривую
(11Х,)и(иЛ‘). Если мы покажем, что

М<б|л,| (16)
при всех V, где то лемма 4 будет доказана. Действительно

Р-« *")1 <214 + 2\л;|< 62 |А,| + 2|л;к

< 6(2|Л,| + 2|Л¥-|)= и\г'֊г"\. 
V V

Итак доказательство леммы 4 сведено к доказательству неравенства

Сведение в лемме 5. Пусть ։>? — диаметр Г/?. Если И^-2 , то

неравенство (15) справедливо при '1՝^> и потому далее пола

гаем, что И^-2 —— и о < —- Заметим, что б/? с к (г, 3) при 8<^

1
< у а* и при таких о либо |Г/? (г, о)| =0, если Гксск (г, 8) и нера
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венство (15) справедливо, либо Гу? (]£(*, 5)^Ф, что и предполагаем 
в дальнейшем.

Пусть Л = и Л.,, где Л,—непересекающиеся дуги границы круга 

к (г, 5), принадлежащие Сл?» г., г,—концы Л,, ^=ф(я,, 6), £, = 
=?Х, б), Л, = ф(Л,, б), — та из дуг окружности |/|=/? с концами в 
точках и /,« которая вместе с А' является границей ограниченной 
области, не содержащей круга |/|<^R, — Ф (л,, б). Точки г֊., я,, 

» 1Л > »Л / - в
(■,= Не ՛՛, 1, — Ке '' выбираем так, чтобы 9-, •< 0 •< 0,). Яс
но, что Гу? (я, 3) с: 11^,и если мы докажем, что

1Ч<Л|Л,| (16')

для всех V, где Л—постоянная, зависящая лишь от б, то

|Гу? (*, 5)1 < 2 |М < Л V |Д,| < 2кЛЗ,

и в качестве V мы можем взять шах •! зир 2^-^-, 2кл!. Итак доказа- 
I _ j

тельство леммы 5 сведено к доказательству неравенства (16').
Докажем неравенство (16') ((16) доказывается аналогично). При 

каждом О, О,<0<6,, положим х (0) = пйп |/|, ( = хе,,£А-1. Тогда

։,՛
|Л,|> уI/ (х (0) е«)| X (0) </о =/(0;, 0;) = /„

։‘
уг/(/?е«)|^0 = /<(о;, г)=/„.

Неравенство (16՜) будет доказано, если покажем, что отношение 
и, = и (?,, /Г1 ограничено сверху при любых 0' и 0'. Для это
го достаточно оценить и, в следующих случаях.

1) Всякая точка отстоит от точек г/ больше чем на а.
3) Точки г;, <О/(е).
Если ни 1) ни 2) не выполнены, то )֊, разобьем на части, для 

каждой из которых выполнено одно из этих условий. Соответствую
щим образом разобьем Л,.

В первом случае мы можем считать, что (см. (1) и (2)) для^Л' 
выполняется второе из неравенств (1) и мы имеем

А (е; е;х с8 (0; - 0;), յ о;» С1 (0;- 93, V, < . 
‘ СХ

Во втором случае, при »/^>1 имеем



С1
Во втором случае, при “/<^1 рассмотрим сначала подслучай, ког. 

да одна из точек я' и г' лежит на границе к (г/, е), например, точ
ка г'. Тогда существует Л1^>0 такое, что |0' —Пусть, для 
определенности, 9'<^6'-<9/ (случай 9'<9/ <<Х рассматривается 
аналогично). Имеем

о՞
Л < Сп у(Л.)1 |0/ _ еГ/ч> [(б/ _ _ (0/ _е;Г/ ] ։

о'

| (х (9)—1)։4-4х (6) зт8-Ц^— | 2

Подынтегральная функция, как функция от х (б) достигает максималь
ного значения в 1^х(9)^оо при х (9) = со, и мы имеем

/.>^((9;-Г)-(0, -Г)),

2 с2 (0/_9у/_(0/_0;)ъ- 2 с, 1 2 с2 1
'֊'С. ՝ ----  -———;—т-----  -- ՛■   - " •

а/ С1 —(6?—0») сх (9/—а/ сх Л1
Из изложенного следует, что при любом расположении точек г,

14и г, относительно точек я/ отношение — ограничено, если только 
|Л>1
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точки в.’ и г\ одновременно не лежат в иу(£) и */*<1. Случай, когда 
в', г"£иу(е) и ։/<С1 теперь и рассмотрим. При этом б’ и 6՞ лежат в 
промежутке [бу— Аъ бу 4֊ А1]. Пусть сначала б' и б’ лежат по разные 
стороны от бу. Как и выше имеем

2
М + (6/ - 6,)*/].

а/

Полагая $•< = ф« (г.), (г,), ■*, = 9» ([г», г,]), в силу леммы 3 и
следствия 4, имеем

I*» — ву[ < • |?,— ?/ ГЛ |в՛, - ■ >|-(,|[Л — В/| •+֊|<ь|]‘1/՜1 •

(Мы считаем, что |г, — в>|.<|в, — гу|). Далее имеем

%
|г;-М<-с;(б/-е;)։ |Ь| =рЛ1>У 

т, »;

Таким образом, |г, — в,| • > (0,— б*)[$/ —9,4՜ 9,— 9,]’>՜1 и

14 (^-бур+сбу-е;//___
|л,р ՛ (в:֊ бС)(бу -в;+ в; - ву/-1 ‘

п 0'-0’11олагая х= —-г, имеем 
б,— б.

— < • —---- £)_/+л-7 <2 [(1 _хр ] ,^4.
|Л,Р (1 + хр՜1 11 ’

Пусть теперь 9' и 6՛ лежат по одну сторону от 9у, например, 
9’ <ЧГ < бу. Имеем

Ы (бу-б;)а/-(бу-б;р
|а,| < ’ (в;֊ б:)(б;. -в;+ в;֊ б;р-։ ’

б,—в;
Полагая х= д , имеем

М < 1—ха/ 21-х°/
|А»Р’(1—х)[2-хГ-1 1-х <2.

Леммы 4 и 5 доказаны.
Следствие 5. Пусть функция Л (в) непрерывна в С, ш (3) — 

модуль непрерывности Г (г) в О, Х>1. Тогда

ш (>֊8)^ акш (о), о>0, а <^2£/.

Доказательство. Пусть г', в" £ С, |в'—г"\ <7.3, 3^>0. Сое ди 



328 H A. Лебедев. H. A. Широков

ним г' и г" кривой л (г'։ г") £ й, как указано в лемме 4, и отложим 
на ней [/.£/|+1 точки г,, расстояние между которыми равно о, 
х—г, \г.у — г"|<7', Тогда

|Г (г')-Г (г")| < 2*|Г(г,)֊ Г(г,т։)|+|Г (гл-) ֊ Г {г") <

(3)<().£/4֊1) « (8)<2£Лл» (3).
Отсюда и из определения модуля непрерывности следует заключение 
следствия.

Лемма 6. Имеют место оценки <^.к)

_L_ из4+։, -Ks<0, _ ______
S+1 Гу?(г, 3)= Г/г Л k (z, 3) ,
ИЗ1*1, з > О,

5<Ч
з 4-1

3 |С ֊ г|4 |Л|< ֊4? -1<5<0 Г/г(г, з, А) = Г/? П к (г, 3, А).
(г,», л) 5 "Н

ИА4+։, з>0

Доказательство. Для Г/? (г,. 3) = Г/г П к (г, 3), в силу лем
мы 5, при любом е^>0 имеем

|Г//(г, 3)|<Г/? (z, 34-е)<; V (ô-f-s), з>о,-

в силу произвольности е^>0 получаем |Гд> (z, 3)|<$И8. Ради краткости 
записи положим <$ (х) = |Г/г (г, х)|, х^>0. Тогда при—1<։<Т имеем

. ։ ։
I*—*1’ |Л| — У х5 dS (х) = 5 (х) х4|* —sjx’՜1 S (х) dx -С

Г/? ։> о о
6

< S (3) о - s V С X4 dx < ИЗ4*։------- £_ j/^+i = _1_ 1.
J s4֊l s 4-1
о

При з^>0 получаем
J |С- zl1 |Л| < S (х) Х*|’< ИЗ4*։.

Т/г<». ‘)
Аналогично при s<^0 

л
Л= I |» — z|4 j<£| =5 (х) х4|л— зИ Г х4 dx.

T/у и. s, л) ՛՛•
Отсюда при 3=4= —1 имеем

ИА4՜11----- — ИЛ4*1-|----- — H34+։=—1—ГА4*։4—— ИЗ4-1
s +1 $4-1 з 4-1 $4-1
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Если з^>—1, то А-С------  ИА։+1, и если з<—1, то к -С—-— Ио4*1.

1 _ = ____________________1_______________________________ __
(’«■ ’ ~ гр Кр ф С)р е-^( 1 + е'° Н------11— е2'0 4-------¥

\ 7Яф(С) 7Я։?(С)2 )

5-258

■' $+1 '' ^+1
При 5<?>0 очевидно, что /։-С ИЛ4*1. Лемма доказана.

Далее нам потребуется ядро типа Джексона

где /п>0 —четное число и п натуральное. Отметим некоторые свой
ства этого ядра.

1) Ядро есть четный тригонометрический полином поряд
ка не выше п,

4) (’ ]п. т (б) 6 ' Ж —, 0 < 5 < т,
J и5— т.

5) ( /я» т (б) б4 е/б <--------А---------- О <5 < тп.
и՞’՜1 ат՜1—’

|«!>в о

Пусть <7£ЧГ*. Положим #>1,

Рп{г,^ [/и.шСб) V е/б, ^О1,
Л=1 (<•/?.« — г)р

Покажем, что рп (г, С) есть полином от г степени не выше п—1. Раз
лагая в ряд по степеням е,е, последовательно получаем

Сле - С)"՜1 = (’? (Ле֊« ф (С))— С)*֊1 = (ТЯф (С) е֊«.՛ + (70-С)+ 
+ 71Я-’ ?-(:)-1 е'6 + •• • У՜1 = 7"-1 Я'”1 <р (СХ՜1 е֊‘ ’ X

Х(1+Е ТЛ»С)е'” \ 
\ «=1 /

где 7р, д (») — функции, регулярные в С1 и непрерывные в (?,
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Здесь рР։ ч(г, С) и рР, ч (г, С) —полиномы от г степени д, коэффициен
ты которых есть функции от С, регулярные в С1 и непрерывные в 

Теперь ясно, что рп (г, ») есть полином от г степени не выше п.
4°. Доказательство теоремы. Пусть рп (г, ՝) полином, 

1 4введенный в конце пункта՜ 3°, R = 1 + —— (г4֊1), а = 
п । а

=ппп (а/, 1), т=4 (&-|-1), у, О^у^г, —целое число

рп (г) = А С/(С) р„ (г> С) Л, г$_ в. 
2к։ 1

Имеем
ТЕ

I"' Ы-рмы- р„.. (6) А-Г/ (Г) | -4-^ -

_ Л .(» + -֊ 1)1 к,..-сг- 1^ (17)
(р-1)1 (С#, е — х)'։+’]

Заметим, что

/(*) - 2 ֊/(и)(2)(с-*)и =
Р; I11 И֊ 1)4

(18) 
где интегрирование производится |по некоторой спрямляемой кривой 
к (я, С), соединяющей точки я и С и лежащей в (7. В силу леммы 5 
мы можем считать, что |£(х, С)|<И|,—г\ и к (г, С)с(?П R (г, И]' — г|) 
и потому для р^>0 имеем

1/г(С)|< 1
(г ֊1)1

И'|С-г|'и>(Р|С֊г|)<. р
«>(р)|С—г|г,

|С —2|> р, 

|С— «|-<р.

(19>
Не умаляя общности мы можем считать, что / (г) обращатся в нуль 
вместе с г первыми производными в некоторой точки г0 -- Г, и потому

2 ±/(н) (г)(с-г).= 2 <£. *)!Х С(г_т)г֊.-1 [л> ы
|1-о “* н и н 1)' и

+ ֊ [/М и)֊ (ъ)К-гУ =рг(г, С).
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Здесь интегрирование производится по кривой А(г0, г), построенной 
так же как А (в, £). Обозначая через dշ диаметр С3, имеем

(*, - + ֊Нш(<4) < —> р<4 С£Г։. (20)
\(г—1)! г! / р

Учитывая, что /(9=/г (') 4֊ рг (г, С), представим в (17) интеграл по 
1' в виде суммы двух интегралов. Интеграл

\< (Г) 71 уН-У-РЦСм-У֊՛ ] „

У [(с֊гг-н £ (р-1)! с/?.։-х)/’- ]

разобьем на два интеграла по Г [г, о] и Г (г, р) и заменим интегриро
вание по Г (г, р) для слагаемого

интегрированием по 7р= С Л (>■' |С—г\ =р}. В интеграле

֊Т Рг 
V

_ у (р+у-1)! К
(С֊^)’+1 Д (р —1)1 (Ср,.-г?+’ ] '

пользуясь аналитичностью рг(г, ») в й1 по С, заменим интегриро
вание по 1' на интегрирование по Г2. Далее, учитывая, что

у! _ у (р-^-у-1)! (С/?. 0֊ О'֊1 = дЦ,_1____г
(С֊*)’41 Д (р-1)1 С/г.о-г)^ ■ Д(<*,.֊г)р 1

= ____ = Ч у *-1 , (^.»֊9*
(Слв-^(С֊г) ’

получим формулу, в которой произведем оценку модуля левой части, 
пользуясь (19) и (20): .

Далее полагаем, что г £ Г и р = р/? (г), и нам нужно показать, что 
правая часть в (21)<-рг-’ш (р).

Оценим сначала интегралы по Г2. Полагая 5 =?((.’, Г։) и учиты- 
/ IV ՛ । ,,вая, что (Сд,С|<Д 1®1+ —)> имеем
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Оценим интегралы по Г (г, р)
/;«(ги,р))= Пом-ЧМ*!.

Ч М. ’ — г\р + Л
Г(։,р) Г (г, 0

и задача свелась к оценке интегралов ]'Р. Пусть г/ — ближайшая угло
вая точка от С, С £ Г (г, р), и пусть сначала г лежит в окрестности 
радиуса е угловой точки г/. В этом случае имеем

/;<• у к-1(|с-г/|1/*/+б,)(р-1):(։/-1)|Л|.

1 /, |1/։ • 1 \’/—1 \ 1
а учитывая, что рх—( |г— г/|' 'Ч----- ) >—получаем

Л \ Л / Л 1

» 2_
Г Л, Л. (6) Л (Г {г, Р)) </0<- 1 «/ +

лр-1

рГ-^-р+1 _ /։/ _рг-—Р+1

„р-1 у| ' ‘ •

Если а/<1, то при |г — г/|>2р имеем

Г (*. р)

Здесь и везде далее б* = |6(4- —. Если а/>1, то 
л

֊\ylzl. (р֊\)
(|С-4Г/։/+в*)0’_1’<։/_։)<-|С֊г| + |г —г/| ։/ +б?-։)(։/-։\

и мы имеем

. , О»֊։)5֊֊֊*։ ,
л<-^ Р 1 ' р + Э^'/р,



Полагая здесь р — ———х, имеем А х1'*1 х, где Л>0—постоян- 
п 1

ная, откуда заключаем, что х ограничен снизу и, следовательно, 
. 1 „ с _ 1

р->—-. 1аким образом, РХ-ГГ> и мы имеем 
п ՛ п 1

ь<- I 0^_])а/|Л|<-9?’-1)'/р, 

г (Л)
К
рЛ.,п(0) Л (Г (*, ?))^<-рг-’-р^ЬгР<-рг-’> 

—к
Пусть теперь г лежит вне окрестности радиуса в угловых точек. В

этом случае РХ — и |С/?, о — С|<-0», и мы имеем 
п.

];<■ I еГ’^к-бГ’р, [/п.т(б)/иг(*,Р)Н0<- 

г (г. р) О

Итак, интегралы по Г (г, р) в (21) рассмотрены и получены нужные 
оценки. Осталось рассмотреть интегралы по Г [г, р]. Учитывая, что 
К—^1г—,+р < • К/?, е — С)'՜՜’ 8 — г|г-’+р, видим, что нам достаточно
оценить интегралы

/,= I тН15—^77 И ?=*֊ '•+(’. Ч-к — 1+р, р=0, -, ’• 
г,Л,1С'- • - *1'+

Если мы покажем, что
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.М)/։Л<Г+։.

то теорема будет доказана.
е ’Пусть сначала |0| > Тогда |С/?. о — С| < • &’> А <_• ■֊■——и

6 У п '
К

՝ Г л.ж(8)/?л<-------- 1------- Ге(?+г)«֊«^8<.
Л п"֊1 р’+՝ 3 •

""б/л • •• 61'~

1 /1 \Г(’ + ,)։ +г<т_։)՜2’՜2’
< ֊-«Г + П«+5-(т-П ^Чп/

п р’+’

/ 1 \тг«+а<*+։)-5"2*-։’ , -< 4^«+ .т- ~2’
2 / 1 \ 2 2 < /-’+1 •

\«/ ~\п) ,

Далее рассматриваем случай |0[<^ и в скобках после !ч указываем 
6 |- п

по какой части Г [г, р] производится интегрирование. Разобьем Г [г, р] 
в зависимости от положения точки г. Пусть я/, у = !,•••, I, —все уг
ловые точки. Определим множества ГФ, Г (/), Г., с Г [г, р] следующим 
образом:

с
а) Пусть для всеху = 1,---, I выполнено |я—я/|^> ——. Тогда

4

Г*= [я, р]; 1^,8 — я|> ~Л—. !С/?.в—г/|> Ч-. У = 1>֊ • 4’
I 6У п 6 )

Г (/) = &: ССГ[я,р]; 1^,0-я/К -Ц, у=1,-I, 
I б ]

г« = Ь с € Г [г, р]; |Сл. в ֊ г\ < ֊5=1 • 
( 6]/п)

в) Пусть для некоторого у0 выполняется условие \г — я/0|<^ — 
4

(ясно, что такая точка я/, единственна). Тогда Гй определим, как в 
а). Р (?) определим, как в а) для у#=уо> и не определяем для у=у0, и

= R: С С Г [я, р]; |и в - я|< ֊^=) и 
• I 6 У п|

□ {С: С^Г[я; р]; |С/?,в—я/„I < •

(р \
и Г (у) ) • 
7=1 /
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Оценим сначала 7, (Г*). Заметим, что при С£Г* имеем

К*.»— С1<-0Ф, К—г| < К/?, ։— С|4-|Ся, <— г|<- |’Л.»“ *\-
Используя лемму 6, получим

|ч»+’-Ь

6 к Л
1«1<

д
Отметим, что на Г (у) имеем |С/?, е—— гу|—)£/?, а —*/£> —» и потому 

12
7, (Г(0). < е?+ г)в/|Л| < • С >

ч
р /1 \*’у / 1 \» (<•+։)/я.т(0)7,(г(;))<■ (-) '<( —)
J \ п / \ п /

Оценим 7, (Г*^). Для этого перейдем на вспомогательную плос
кость В и обозначим прообразы точек С, Су?, е, г, г; (г/—ближайшая 
угловая точка г) и при отображении я=ф* (5) через 6, Ву?, е, Во, В/ 

8 ( £ 1
и Тс*. Если |г —, то Г., ,= .(С: С £ Г; |Су?, о—г|<—-т=?> и пото- 

4 I 6) п1

му |Су?, в — г/|> |г-г/|—|Су?. О — г]> -----Т՜՜ = Л՜ и |С — г/|>[г —г/|—
4 о 12

8 8
— |С—Су?, в|—|Су?, 8 — -------0.;,--------- — и при п достаточно больших

4 б]/ п
С — г|> Теперь имеем |Су?, в — СК՛0* (1^уг, е — |1/в/+ О*)^՜е$» 

О

Ку?, о — г] • >|Ву?, в — Во| [ \z-Zjа/ + |Ву?, е — <о1]а/՜1 X |5/?, о —^о|>

Сех1> Р/?(г)Х—• и имеем 
п

г Ку? е - С|’+г г е?+'՜ Л(Г^)= ] |г/г>։_։|,+» 1л1<- ] |^։_1 е0|?+’ !<*։<•

р С?+Г

7».

П«+’՜1
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|8|<֊5=.

Пусть теперь \z — г/1 < — г.
4

,.т(б)4 (Г^е/бС-

Тогда /г — z/) X По — ՝/ ՛ ' ՛ К*?.’ zl' '~՝

X Ня. • — Ч Г' и ПРИ а/ <2 имеем

(Г^Х- J 
т»»

(IE*,»- г/1+ Е-уГ'-1
Ik. е - ?0Г” (jk, о - 5/1 + Ik • ֊ 50|)(’+',(։/-1) (22)

Если же 0-1=2, то как в замечании 2 введем точку z и Ео=?* (г՜). Не
нарушая общности, мы можем считать, что г£Г+. Разобьем I на 
две части: Г*—множество тех для которых г-ц,ч лежит в пра-

вой полуплоскости по отношению к вектору к=՜^՜ (z+z') — zi (см.

замечание 2) и Г„ — множество тех для которых С?, о лежит в
левой полуплоскости по отношению к тому же вектору. Соответствен
но этому разобьемна 7Д и 7՜. Тогда/(Г**) можно разбить на два 
интеграла по Г* и по Г՜. Первый интеграл после замены переменной 
и оценки числителя и знаменателя даст интеграл (22), взятый по 7*, 
который можно заменить интегралом по 7**. Во втором интеграле (по 
Г՜) заменим сначала z на z', что увеличит интеграл, а затем произве
дем замену переменной и оценки числителя и знаменателя. Это при
ведет к интегралу (22) по 7՜, в котором с0 заменено на ?о. В этом 
интеграле интегрирование по 7՜ можно заменить интегрированием по 
7#ф. Таким образом, I (Г**)<^- суммы интегралов вида (22), в одном 
из которых £0 заменено на зд. Эти интегралы оцениваются одинако
вым способом и дают одинаковый результат, поскольку рт? (z') X P/Xz). 
Потому далее мы можем считать, что и при а,- =2 имеет место нера
венство (22). Займемся оценкой интеграла (22).

Рассмотрим сначала случай а,>1. Если |5л?. о—О/1 С 9«, то 
|? — »/Г^- ։—«|в/ *4՜ Ik, а— с/|։/՜1 *\՜ и числитель в подын
тегральном выражении в (22) можно заменить на б<?+r, а зна
менатель—на 1с/?, е — :0|('/+ 7) “/. Если |k, о — ?дС>9*, то

Ik е —«/1 + Ik в — 501 + 1^0—5/1, |; —«/|<|k, е — ?/ |+lk ?ol+
+ По I < • И/?, 8 — ?о| + По  '/I 

и потому

(Ike- ч| + 6е)‘г֊’««/֊։>|5_ ?/!’/֊’< о 

+в֊Ц('-’+и(вг։), 

и подынтегральное выражение в (22) можно заменить на
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й.«-50|’+’
Таким образом

Л /г V- (V б1’* 4, + ։”/-։ , ЬЧ+Г

ег (Ео - Е/1ч- R/?, О - д>|)(?+ ,)(1 !Д|
\Ь. о - У’+' (1^, е-5/1+е*)(,+ 0(1 I?-

АРассмотрим несколько подслучаев. 1) |с0—£/|<С—> где А >0 — 
п

некоторая постоянная. При этом из геометрических соображений ясно, 
ЧТО |?я, е —«0|Хв?,в —?/|->|60— ?/1, И потому

р а(«+г)’/ '
4(Р#*)<С՜ ]~т * ((«+’) »д’ 7 л-«, 1^1"

Представим в виде объединения 7' и 7", на которых соответствен

но |Е—К— и |5—5/|>—, ? (;7*$- При этом получаем 
п п

Используя лемму 5, получаем 

/<(Гф»)<-6^+г+։,</-։п(*+,,*/_։ + б;+г п-7+’֊(г֊»-г1)(«у-1)-։ + 
֊К*' п,+»-1|?о_г/|(,-,+։)(։/_։)>

(՛ /1 Мг~ ՛’+։)’//П,т(6)/7(Г^^<֊(~) +
и \ п. /

/ 1 \в/ 1Последнее неравенство следует из того, что р։^>(—) , р-^> — 
\ п. / п

1, ибо РХ —^0~«/1+—
п п

Рассмотрим случай а/<^1. Имеем, в силу (11) и (14) 
(22))

4

(см. также

(23)
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л1"’/ о!

т'
И спользуя лемму 5, имеем

.► , .(<! ’) «/ |;/г. й -- «о1

- ’ +1) а/ <,р1

п Л(<г+’) «/-։+։—«/

'"'֊.-я
Последнее следует из того, что рх

2) |5о~ 5/С>—. Представим 7** = 0 у' = (5: 5С 1**1 1’Л 
п

-М> А 1«о—5/1}, 7" = {5: ?€'(**; |5л,в —м< А |?о—’/I), где А—неко

торая постоянная 0 Тогда |Ъ?.. — 5/1 >|50—5/| —|5д, . — 50| >

^>(1— Л։) |;0 —5/|, 5 £7", и из (23) имеем

, ,г Г И.
9

Г__________еГ'1<3|______________
3 15«,. - 5О1’+’ 150— 5/ \(г -,) (1”/) |5 -- 5/1։-в/ ՛

Положим 7' =7։ и 72, 71 = {5: 5 € 7'; 15—5/1 > А |50—5/1, 72 = (5: 5 С У'> 
15—5/1 <А 150—5/П» и аналогичным образом 7"=71 II 72- Тогда

б(?+Г) "/
■)|5о֊5/|1-/

Т1

4(г^)<- 1^/?, .(5)1
|5/?.о(5)֊50|(9+՝)։/

, Г 1^1
~՛՜ 4 |5о-5//(’+” ’/ 15-5/1*^ 

та

Г «Г'__________ |Д/?, е(5)| , С пч+՝ |^| _
1 |50֊5/1(г-’+1)(։-’/) |?лв(5)-50|*+’ Ъо-5/1('-’,(։-в') 15-5/1*՜^
Т1 т2

Заметим, что для ; 72 имеем е*->|«л,о—5|>|50 — Е/| — |В/?,е — 50| — 
~|5 —5/|>(1֊2Л1) |50—։/!, т. е. 0в > А21;0—?/1, где Аа >0— некоторая 
постоянная. Следовательно при 0«֊СЛ։|«о—?/| интеграл по 72 отсут
ствует. Далее, применяя лемму 5, и учитывая в интеграле по 7^ что 
|5/г, о — 50|^>Д11$0—5/1, получаем оценку
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4"Հ /Г’՜1 ал
|5о- е/!(’+’-°'! ■ 150-5, г֊’+։> հԱ’

4(Г«Х
Mq(4) + Nq (б),

0$ Հ 1’0 ’/ I։

0* > А21;0 — ;,|.

(24)

Теперь имеем
У /л, т (б) 1Ч (Гее) Л<ри, « (0) Мч (б) Ժ6+рл, т (б) А, (б) Ժ0 = 8Л + 3„. 

/»/<-£=. М< -?= '։|>л* |Տ։՜Տ/|
6 Кл 6>л

(25)

Обозначая х = |%—5/1, легко получаем, пользуясь (24) и (25)

д ։ пч+1-т 41 х»+/'-1П—(г-»)(1-в,)+«,-!

1 / 1 \*/“* «у—1
и ея+ 8„ <РГ֊’+1 » поскольку РХ —( *+ — ) X —------> пх>А, т-=

п\ п / п
=4 (&+1), к— гСд^к, !£>(— —1^г. 

\ а /
Теорема доказана для п достаточно больших. Ясно, что она 

справедлива и для всех п=0, !,-•• (с некоторыми другими постоян
ными /4,).

— т _ _ _
Замечание 3. Пусть С = и С<*')=0, к=£ к', к, к'=

= 1,-• •, т, О'к) ЧТ*. Применяя метод работ П. Я. Киселева [8], [9], 
мы получим теоремы приближения полиномами функций, регулярных 
во внутренних точках множества С и имеющих г (г=0, 1, ••■) непре
рывных производных на С (см. также работу В. К. Дзядыка [3], стр. 
1163). Имеются и другие обобщения.
Ленинградский государственный
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Ն. Ա. ԼԵՐԵԴԵՎ. Ն. Ա. ՇԻՐՈԿՈՎ. Ֆունկցիաների հավասարաչափ մոտարկման մասին այնպիսի 
փակ բազմությունների վրա, որոնք ունեն վերչավոր թվով անկյունային կետեր ոչ զրոյական 
արտաքին անկյուններով (ամփոփում)

Գէցռ-ք G -Ь է> Г = ԺՕ, փ(0 = flj f + flo-j-a-j,՜1-)-. . .; e։ >0, կոն-

ֆօրմ արտապատկերում է |ք| > 1 տիրույթը CG-Է վք"է Гд — փ({|<| = R})> Л>1, 

Plf(z) — diet (г, Гр), / > 0 ամբողջ թիվ էէ
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10 1=1. 7 = 1»՜ ,1, 0 0/<2.

a, y=]։ /=!,•• I, 0<A< ֊֊ min (|0 — 0'1. D. C1 '՝ Cs< °°՞ 

i,^,. nP gS ’I֊* (C։. c„ tv «.....t, . ), W H «!< ~
ni.J

I tj ll..,iu.,jn. a,[<ui 4 /JhnpLJ, fpp p‘։„l^ul‘>։p<-lt‘l<ni.֊f k ՛/.- 'I- lu-ll'klt

h ti* *b- */.»» p n ^il^"[Uiintiiu[ui։>rli (JbriphtfhL pp [1—"7| .
t-bw'-r f(z) A(r}H‘"M, z G. r.՝0, •"•Tp^i t G£՝F* (c։, c2, 0.

ti, a'): ,
Ikjq qb^U^J n—\t 2, ... fiuafuip qnjntPjat^ nt֊^i[l Pn (Z) p in q J uSb q Ui J ՝ np[t utu- 

tnft^iu^p n-[>g uifiugbu, up ՝i =-. 0,...» F qhutf»ni-if uibq[i

|(/(-> (z)-p;’(z)|O1., p ։ (z)'-’«> ([>>>)). ^T, 
1 +r ՛«

nputhq j\՝i ~p % iu u ut ui *n n t-'lfiib p b*h, l[ut [ui[utb iffiuipt G-faff* *^1*1u*^ nPn2
%uAipiiignL.tftihp։

N. A. LEBEDEV, N. A. SHIROKOV. On uniform approximation of functions 
on closed sets with finite number of angular points with nonzero exterior angles 

(summary)

Let G be a closed domain, T — OG, '■!> (<) a։f + °o + J “t > 0, the 

conformal map of |f|>l onto CG;

n? = Hfk| =/?}), ze>l, p/e(z) = dist (z, T/e), Z>0 
an integer, |f/|=l, j l,---,/, tf ^tp, j±j'-, 0<’f 2,

a/¥=l> 7 =1>-• • > Z; o< min, (10 —0'1. 1), 0<c։<c2<co.
_ ' 2 / /'

By definition G ’I ՛* (c։, c3, t։, ։t, •••, tt, ) if ՛!> (f) is continuous in 1 |/|-<oo,

ci I1 _ ^|v՜J< 1 • ՛(o1 < c211 ” 7՜ r-1’ H t՜! < h՝
C1<I'/ (O|<CS, jarg-^-|>A, I, '? (f)

is continuous at the point t> . A theorem is proved which generalises the cor
responding theorems of V. K. Dzjadik, N. N. Vorobjev [1—7]. Let the function 
/ (z) ^A^r} H"՝, z^G, r>0 be an integer, G<’1'* (c։, c։, fi,-՛՛, ։։). Then for n = 

—1,2,--- there exists a polynomial pn (z) of degree n such that for v (),•••, r the 
condition

l/(,) (zl-pn’’ (z)|<Ap +L(z)'-’«> (P LU)), z^r, 
n fl

is satisfied, where A^ are constants depending only on ~G. Some generalisations are 
indicated.



О приближении функций 341

ЛИТЕРАТУРА

' 1. И. К- Дяядык. О проблеме С. М. Никольского в комплексной области, Изв. АН 
СССР, сер. матем., 23, № 5. 1959, 697-736.

2. В. К. Дэядык. К вопросу о приближении непрерывных функций в замкнутых об
ластях с углами и о проблеме С. М. Никольского (первое сообщение), Изв. 
АН СССР, сер. матем., 26, № 6, 1962, 797-824.

3. В. К. Дзядык. К теории приближения аналитических функций, непрерывных в 
замкнутых областях и о проблеме С. М. Никольского (второе сообщение), 
Изв. АН СССР. сер. матем., 27, № 5, 1963, 1135—1164.

4. В. К. Дзядык. О конструктивной характеристике классов Гельдера на замкнутых 
множествах с кусочно гладкой границей, допускающей ненулевые углы, УМЖ, 
20, № 5, 1968, 603—619.

5. В. К. Дзядык. Исследования ио теории приближений аналитических функций, 
проводимые в Институте математики АН УССР, УМЖ, 21, № 2, 1969, 173—192.

6. Н. Н. Воробьев. О прнближепии непрерывных функций некоторых классов, задан
ных па жордановых дугах, УМЖ, 19, № 3, 1967, 90—95.

7. Н. Н. Воробьев. Об одновременом приближении функций и их производных в 
комплексной области, УМЖ, 20, № 1, 1968, 113—119.

8. П. Я. Киселев. О приближении аналитических функций полипомами в конечном 
числе областей, УМЖ, 14, № 2, 1962. 202—205.

9. П. Я. Киселев. Некоторые вопросы аппроксимации аналитических функций в ко
нечном числе областей. Сб. „Исследование по современным проблемам кон
структивной теории функций", Баку, 1965, 326—332.


