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ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА ПОДКЛАССОВ МЕРОМОРФНЫХ 
ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОГО ВИДА

1°. Настоящая статья содержит существенные дополнения к ре­
зультатам § 3 совместного исследования авторов [1], посвященного 
граничным свойствам определенных подклассов функций М {со}, входя­
щих в класс IV функций ограниченного вида Р. Неванлинна.

В указанной работе [1] авторы опирались на теорию факториза­
ции мероморфных в круге функций, развитую в другом исследовании 
одного из авторов [2].

Напомним лишь некоторые обозначения и определения, приведен­
ные в работе [11.

Классы 2 и 20 с 2. Через 2 обозначим множество функций 
ш (х)> удовлетворяющих условиям:

1) о> (х) > О и непрерывны на [0,1),
1

2) “> (0) = 1, ш (,г) < + со,
о

3) Иш {|ю (х) —1| х՜1} < + °с.

Подмножество функций о> (х) £ 2, которые не убывают на (0,1), обо­
значим через 20.

ш-ем кость С» (Е). Пусть и (х) £20, и пусть аналитическая в 
единичном круге |я| < 1 функция С (я; ш) определяется как сумма ряда

С(я;<о)=3^, (1.1)

*~о
где

1
До=1, Д*  =к р>(х) хА-’<?х (Л=1, 2, З,-). (1.2)

о
Условимся говорить, что В—измеримое множество Е с. [0,2՜] 

имеет положительную ^-емкость, если существует такая мера р _< Е, 
I1 (Е)=1, для которой интеграл

2ж
и., (я; !*)  = у|С (яе֊"'; ш)| (») (1.3)

о
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удовлетворяет условию
sup U.., (z; [i)< 4֊ ео. (1.4)
М ։

В случае же отсутствия такой меры, т. е. в случае, когда для любой 
меры i*  -< Е, ;i (Е) = 1

sup U,„ (z-, н) = + °°> (1.5)
1*1  ։

будем считать, что «‘-емкость множества Е равна нулю. При этом 
соответственно будем писать С,., (Е) > 0 или С.и (Е) = 0.

Отметим также, что, как легко проверить, мера С,„ (Е) обладает 
свойством

С... (Et 4 Е2) =0, если С,., (Е^ = Сш (f2) = 0. (1.6)

В работе |2] для каждой мероморфной в круге \z\ <^1 функции 
F (z) и для любой функции «» (х) £ - было введено понятие «^характе­
ристики Т.. (г; F), и класс N («»} был определен таким образом:

F(z)^(oi}, если sup Т,„ (г; F) <Z + °о. (1.7)
0<г<1

При этом было установлено (см. [2], теорему 4.2 (1°)), что если 
«> (х) £ ~0, причем lim ч> (х) — Ц- со, то имеет место строгое включение 

Х-1-0
N (и) с N. (1,8)

Как известно, если F(z)£N, то предел

F(e'#) = lira F(re% »£ [0>] (1.9)
г—*1 —0

существует всюду на {0,2тт], кроме, быть может, некоторого исключи­
тельного множества Е cz [0,2՜] линейной меры нуль, причем если 
F (z) ^0, оо, то

2. J
J Ilog If (e'”)||rf»< + °c, (1.10)

и

Как было отмечено в работе [2], в связи со свойством (1.8) 
классов N {«>} при «» (х) £ 20, естественно возникают следующие во­
просы (см. [2], стр. 608).

Не „утоньшается“ ли для функций классов N {w) cz N то исклю­
чительное множество Е с [0,2п] нулевой линейной меры, где предел 
(1.9) возможно и не существует?

Нельзя ли для граничных значений F (е/:’) функции E(z) £ N{w}cN 
утверждать нечто большее, чем конечность интеграла (1.9)?

В связи с этими вопросами там же было высказано предположе­
ние. что ответ на эти вопросы должен опирать ся именно на понятие 
«»-емкости множеств, ассоциированное с интегралом (1.3) и совпадаю­
щее с понятием Ц-а (—1<^ а 0)-емкости по Фростману лишь в спе­
циальном случае, когда о» (х) = (1 —х)а. 
7—201
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В работе [1] авторам удалось получить положительное решение 
первого из поставленных в [2] вопросов, притом не для всего класса 
/V |ш} с/V, ш(х)£20, а лишь для двух важных функций, входящих в 
этот класс*:  а именно функции Бляшке В (х; г*),  нули которой подчи­
нены условию**

* Отметим, что в работе авторов [3] в специальном случае՛, когда о» (■*)=(!—х)։ 
( 1 < 0), Для соответствующих классов 1Ув, впервые введенных и исследован­
ных в работах одного из авторов [4], [5], оба эти вопроса были՛ поставлены и полу­
чили почти полное решение для каждого класса 77 „ (—1 < а <0);

Дело в том, что в работе (3] удалось найти ответы на эти вопросы не 
точно в терминах 1-|-а-емкости по Фростману, а лишь в терминах у-емкости, при ус­
ловии, что у—любое число из интервала (14-а, 1).

Согласно теореме 5.4 работы [2] это условие необходимо и. достаточно^ 
чтобы В (и; хй) £№ (ш}.

и для функции В,„ (х; х*),  играющей важную роль в теории факториза­
ции всех классов 7У{՛«),

В настоящей статье дается полный ответ как на первый, так и 
на второй из этих вопросов в терминах указанного уже выше понятия 
ш-емкости множеств.

2°. В работе [6] была установлена теорема 8 (2°), согласно кото­
рой, если « (х) £ 20, то проблема моментов Хаусдорфа

I
Д71 = у т» Л (т) (п = 0, 1, 2, ■ • ■), (2.1)

О

где Ля определяется из (1.2), имеет решение * (') в классе- неубы­
вающих и ограниченных на [0,1] функций.

Из этой теоремы непосредственно следовала лемма 1.4 работы 
[1], согласно которой при условии ю (х) £ 20 к»к функция С(х;. о»), так 
и функция

5 (х; «) = 2С (х; ю) -1 = 1+ 2 V , (2.2)

допускают интегральные представления 
г

С(х;ш)=[^ (|х|<1), (2.3).
и 1—хт о

1

5(х; ш) = (-) (|х|<1), (2.4)
и 1—хх о
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где ։ (т)—некоторая неубывающая и ограниченная функция на [0,1]. 
При этом очевидно, что

1
У</а(т) = С(0; «в)=1. (2.5)

п
Заметив далее, что в силу (2.4)

1
5' (г; <■>) = 2 [ (1г|<1), (2.6)

Л (1—лг-)2 о
докажем следующую лемму.

Лемма 1. Если 10(х)^20, то имеет место неравенство
1

£ (5; ?)^ р5' (ге'*;  ш)/ < 16 (1+2 ]5 (е'?; ш)|) (0 < |ф| < г). (2.7)

о
Доказательство. Введем в рассмотрение интеграл

У |Г^5г’ (28>
о

и заметим, что из представления (2.6) легко следует неравенство
1

£(5; <р) <2 р(г;ф)Л(т). (2.9)

о
Отметим теперь, что при 0-С" -С1, |д|-С1 имеем

> 1-— ֊(1֊^),
г

откуда следует 

т. е.

|1-тг|>1-|1-г|.

Положив здесь г = ге1* мы получим неравенство

|1֊-сп+[> —- |1— те'?| (0<г, х < 1). (2.10)

Отметив далее, что 
[1—е'«|<2 (0<т<1)

и положив
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г4=1—1д-ге'*|  (0<Ч<1), (2-11)
ж 

представим интеграл / ("; ?) в виде суммы 
ч 1

’> = ֊/•<” ’>• «•“> 

II ч

Поскольку |1—г'е,?| >1—г (О^т<С1), имеем, в силу (2.11) 
ч

(213> 

о

Далее, пользуясь неравенством (2.10), снова в силу (2.11) получим 

, , 4 _ 2 /о
. ц _-е<?|2 уГ |1--е'^ |1-хе։’| *

Из (2.12), (2.13) и (2.14) следует оценка интеграла /(?; ?)

II — те'*!  
и из (2.9) приходим к неравенству 

։
£ (5; ?) <8 (0<|?|< к). (2.15)

3 |1—"е/?|

Отметим, с другой стороны, что представление (2.4) функции 
5 (г; о)), очевидно, сохраняет силу и на дуге г — е‘* (0 |<р|<; ~) еди­
ничной окружности, и поэтому мы будем иметь

S(el,; .)= (,) = R—±- Л (֊.) + ,'.2 sin . ■
J 1— Те'՝- J 11—-е/? 2 ՝ J 1 — "е'*1 2
о о о

Отсюда, очевидно, следуют неравенства
1

°< f da (') = Re 5 (е'?; w)<|5 (е'\- w)j, (2.16)
J IЛ — Te r| 
о

I
0<2 |sin 7>| l —----- ( ) = |Im 5 (e'?; w)l-C |5 (e7’; w)|.

J — le1՛- 
о

Убедимся, наконец, что справедливы также неравенства

т

Ц-֊^1
о<1т|<у

(2-17)
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В самом деле, поскольку

Ц _ = [/ 1—2- сое ф + '2 =/(1-т)2 4-4- зт։ "֊г2 V - 31П

1—"։4-4 У 2 |з!п ?|, 0<|Ф|<^
<։_^.4^А «. 2

Ф I 7йсоз-^- 1-^+2,-<|ф1<*,

а также 

|1—-е'?|>1, ֊֊<|ф|<«,

то неравенства (2.17) непосредственно следуют из тождества 

^И-^1 .
|1—-:е'?| |1 — тв/*,1а

Из оценок (2.15) и (2.17) имеем
1

Л(5;Ф)<8 Г֊-1՜'" сМ^) + 
|1 — те,*| 8 

о

(1б/Т)2|зш?| Г֊֊Ц^֊, 0<|ф|<^ 
.) |1 — те'*! 2 2
о 

-4- .
1

16--Ж (-),
о

Наконец, требуемое неравенство (2.7) леммы непосредственно 
вытекает из (2.18), в силу оценок (2.16), если заметить, что

1 1
У ֊Л (֊) < ра (֊.) =1. 

о о
3°. Рассмотрим интегралы вида

2х
К (2) = — Г С (е֊/8 г; <») </з (»), (3.1)

2.. 
о

где а (!}) = ох (0) + /з3 (&), а з*  (0) (£ = 1։ 2)—любые функции с конеч- 
чым изменением на [0,2я].

Как непосредственно следует из определения (1.1)—(1.2) функции 
С (г; ։ч)

{С (г; и>)}ю ., = -1-
« 1— г
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Поэтому в специальном случае, когда и(х) = 1, интеграл (3.1) прини­
мает вид

... 1 ? <»*  (»> ,3,,

О

известный под названием интеграла типа Коши-С тиль тес а.
Как хорошо известно [7], интеграл *гипа  Коши-Стильтеса внутри 

круга |г|<1 изображает функцию Г (г), входящую в классы Н.. Рисса 
при любом 0<й<^1. По этой причине радиальный предел

Р (е'°) = 11ш Е (ге1Л), <? С [0,2«] 
г-»1-0

существует и конечен всюду на [0,2т:], кроме, быть может, некоторого 
исключительного множества Ес [0,2՜] с мерой тез Е =0.

Докажем следующую теорему о граничных свойствах интегралов 
типа Еш(г) в предположении, что «(х)£20.

Теорема 1. Если ш (х) £20, то функция
•к

Ет(г)=— [с (е֊'й я; ш) г/а (Ь) 
2՜ 3 

о
всюду на [0,2т] обладает конечными радиальными граничными зна­
чениями

Ги,(е(’) = Нт Г(ге'’), (3.3)
г-»1—0

кроме, быть может, некоторого исключительного множества 
Е с [0,2тх], для которого Са (Е) =0.

Доказательство. Отметим сначала же, что, ввиду свойства 
(1.6) '.^-емкости множеств, достаточно доказать теорему в предположе­
нии, что а (0)—произвольная неубывающая и ограниченная функция на 
отрезке [0,2՜].

Отметим далее, что поскольку
Г

Ет (ге1*)  = (0) + у X, (ге,<?) бг (0-С г 1, |<?|< «),

о

то очевидно, что предел (3.3) существует и конечен в каждой точке 
?€ [0,2«], где

1
£(£’<»; ?)=У 1^» (ге'’’)| с?г< + оо.

о

Обозначим через £0 множество тех точек ®£[0,2«], где 
£ (/%>; <?)= + оо, а через Е—множество тех точек [0,2՜], где пре­
дел (3.3) не существует. Тогда очевидно, что ЕсЕ0, и для доказа­
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тельства теоремы нам достаточно установить, что С..> (Ео) = 0, по­
скольку тогда очевидно, что будем иметь также Сл,(Е)=0.

Убедимся теперь, что предположение С„> (Е) >0 приведет нас к 
противоречию.

В самом деле, если С.« (£)^>0, то тогда имеем также Сш (Е0)^>0 
и, согласно определению, существует такая мера^^Е, (Е)=1, 
для которой интеграл

2s
£A>(*;Po)=  j |C(ze֊'8; <o)| ^(») 

и

удовлетворяет условию
sup U,„ (z; РоХ+со. (3.4)

1*1

Из (3.4), в частности, следует также, что

sup L/m (е/?; р0) < 4- ос. (3.4')
1Я «

С другой стороны, так как

£ (£«>; ?) = -1֊ о>, <? £ Ео,

то очевидно, что будем иметь ,
2«
J L (Е.,; ?) j L (Fa; <p) dpo = + °°. (3.5)

о E,
Далее, из (3.1) имеем

2к
Fn(z) = - f C (e֊'8 z; <o) e֊'8 (8)

2it J 
о

и, так как по (2.2) S' (z; <o) = 2C'(z; o>), to

2։

E„(z)=— | S' (e՜18 z; w) e՜'8 da (0).
4^ J 

0

Отсюда следует оценка

<o)| dr

или, ввиду леммы 1, также оценка

da (»),

2х
8 Г

L (Е„; ф) < а0+ — |S (е*  <’֊8>; <о)| da (»), |<р| <к,
и

(3.6)
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где
■ 2г

°о =
о

Отметив, что
S (z; u>) =2 С (z; «>)— 1,

из (3.6) мы приходим к неравенству
2»

L (Fm; <?)<3ао + — f|C (е' <*- ”>; «)| d= (Й), |?| <*.  (3.6')
■к J 

о
Интегрируя, наконец, неравенство (3.6) по мере JSj, мы получим

2с 2г. *2г.J L (Л.„; ф) («рХЗао+^У! Ç|C(e։ *’“•>; «)| <h (Й) рк, (?) = 
(I 0’0

2к 2г
=3а. + ^У{ У Ю(е' <»֊’> ; <о)| dHo (?)} da (Й) = 

о о
2г.= 3°о + ~У Ua(e"’ ։‘о)</з<։։)- о

Отсюда, в силу (3.4Э, вытекает неравенство
2»

A(F„,; ?) d|^< 4֊ оо, 
о

что противоречит условию (3.5). Таким образом, теорема доказана.
4°. Докажем теперь первую основную теорему данной работы.
Теорема 2. Для любой функции F(z)£N\w}, где ‘о(х)£20 

существует конечный предел.

F (e/e) = lin։ F (re'ft) (4.1)
/■—1-0

для всех [0,2՜], кроме, быть может, некоторого исключитель­
ного множества Ес [0,2тс], для которого См (£)=0.

Доказательство. Известно (см. [2], теорему 5.6), что функ­
ция F (z)Ç_N {«} при ш (х) Ç 20 допускает представление вида

2г
F(z)=e'7+X*“z>- ехр|-^- С 5 (е֊'” х; ш) d= (0) ) , (4.2)

о (z; J J
о

где ).^0 — любое целое, ? — любое вещественное число и а (0)—неко­
торая вещественная функция на ]0,2~] с конечным полным изменением, 
а В (z; а.л) и В (z; b-, ) — сходящиеся произведения Бляшке, нули кото­
рых удовлетворяют условиям
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I 1

У и (х) dx -Г ос, У I О» (х) dx 4՜ ос. (4.3)

С другой стороны, известно (см. [1], теорему 8), что при условиях 
(4.3) утверждение теоремы справедливо для функций Бляшке В (z; а.л) 
и В (z; 6,). Одновременно, согласно теореме 1, наше утверждение 
справедливо и для экспоненциального множителя, участвующего в пред­
ставлении (4.2).

Из сказанного выше непосредственно вытекает утверждение 
теоремы, если воспользоваться представлением (3.2) функции F (z) и 
свойством (1.6) ю-емкости.

Таким образом, дан полный ответ на первый из поставленных в 
пункте 1’ вопросов.

5 . Ответ на второй из поставленных там же вопросов дается в 
следующей основной теореме.

Теорема 3. Пусть F(z)^N\u}, ы(х)^20 и Е<=. [0,2~]—любое 
множество, для которого Сп (Е) ^>0.

Пусть, далее, V-֊<.E, р (£) = !—любая мера, обладающая свой­
ством*

2х
U.„ (Ji) = sup и.., (с; н)= sup ( I С (ze_/e; w)| dp (Я) < 4֊ со. (5-1) 

Ul^։ |г| -։ J
о

Тогда для граничных значений F (е,п) функции F (z) выполняется 
условие

f |log| F(e"»)| I rfp. (») = j I log| F(e'«)| | dp (ft) < + co. (5.2) 

E 0

Доказательство. Функция F (z)’£ N | w}, ш (x) £ 20 допускает 
представление вида (4.2). Обозначая

Ф (z) = exp J y֊ S (e~/& z; o>) da (ft) I» (5.3)
„ о

имеем, таким образом

F (z) = e'T+ f; ° V Ф (z). (5.4)
В (z; 6,)

Отметим теперь, что ввиду соотношения

S (z; w) =2С (z; <о)—1
для функции Ф (z) получим оценку

Поскольку (£) >0, то хотя бы одна такая мера р. существует.
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2=
|1о8г }Ф (гв'’)|| < -М (»01 +

2^ յ 
о

2ж
+ — Г |С (ге1 ; О>)| |</з (Ь)| (О < г <1, 0 < ? < 2֊). (5.5)

2к и

Проинтегрировав неравенство (5.5) по любой мере [*(£)=•  1,
подчиненной условию (5.1), мы получим

2։
Г|1ог| Ф (ге")11 (?)< {1+0, (в)) («)|<+^ (0<г<1). (5.6)

£ •'

Поскольку, очевидно, Ф (г)£^У[ю|, согласно теореме 2 предел
Ф (е/?) = Игп Ф (ге1*)  (5.7)

Г-1-0
может не существовать лишь на множестве е£[0,2՜], для которого
С.„(е)=0. При этом очевидно, что р (е) = 0.

Поэтому, переходя к пределу в неравенстве (5.6), в силу теоре­
мы Фату [8], заключаем, что

^|1о?| Ф (е/’>)|| с1\1 (?)< + ос. (5.8)

Итак, для любой функции Ф (г) вида (5.3) утверждение нашей теоре­
мы справедливо.

Установим теперь справедливость теоремы для любой функции
Бляшке

B(z-, zk)=
*=1 1—Zk z Zk

нули {**] “ которой подчинены условию
1ОО п

2 w(x)c7x<-f- СО. (5.9)
*=1 J

1г*1
С этой целью отметим, что, как известно (см. [1], теорему 8), при 
условии (5.9)

log |В (е'’; z*)|  =dim log |5 (re1*;  z*)[  =0 (5.10)

для всех ? £ [0,2к], кроме, быть может, некоторого исключительного 
множества еос[О,2к], для которого С„, (е0)=0.

Следовательно, для каждого множества £с[0,2к] и для каждой меры 
V--<E, |х(£) = 1, подчиненной условиям теоремы из (5.10), следует, что
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J|log|B(e4-z*)||rfH?)==0.  (5.11)

Наконец, полное доказательство теоремы следует из утвержде­
ний (5.81 и (5.11), если принять во внимание представление (5.4) функ­
ции F (z).

6’. Следуя статье [2], обозначим через А (о։| множество анали­
тических в круге |zj<l функций / (z), принадлежащих классу N (<в|.

Из теоремы 3 непосредственно вытекает следующая теорема 
единственности для функций класса А [ш], когда w (х) £ 20.

Теорема 4. Пусть f(z)^A (w) и Есг [0,2г]—некоторое множе­
ство, для которого Си, (Е)>0. Пусть, далее, для некоторой меры 
Р -< Е, р (£) = 1

Sup Um (z; р) < -J- оо. 
1*1  ։

а) Если для граничных значений f (elf) функции f (z)

j log|/(eZf)| rfp(®) = —со, (6.1)

E
mo f (z) 0;

б) Если
f (e'-T) = 0, ® £ E, (6.2)

mo f (z)=0.
В самом деле, если предположить, что f (z)^£0, то согласно тео­

реме 3 будем иметь

J|logl/ (е'*)|  I б/р(»)< -ь ОО,

Е
что противоречит условию (6.1). Из условия же (6.2), очевидно, вы­
текает (6.1).

1Г. ։г. Ջ1՝8Ս.Շ8ԱՆ. Վ. Ս. 9.Ս.44ԷՐ8ԱՆ Սահմանափակ տեսքի մերոմորֆ ֆունկցիա­
ների ենթադասերի եզրային հաակություններր (ամփոփում)

Հողված ը պարունակում է քհ. Նևանլիննայի սահմանափակ տեսքի ֆունկցիաների 
իյ դասին պատկանող որոշակի իվ ենթադասերի եզրային հատկություններին նվիրված 
հեղինակների համատեղ [1] հետազոտություն 3 սլարադրաֆի արդյունքների էական լրա- 
ցոլմեե րէ

Ներմուծելով ունակության հ ասկա ցողութ յունը, ա պա ցուցվում են 10 | դասերի 
ֆունկցիաների եղրտյին հատկություններին վերաբերվող թեորեմաներ։

Հիմնական արդյունքներից մեկը կաբելի է ձևակերպել այսպես' թող ։՚>(^) ֆունկ­
ցիան բավարարի որոշակի պայմանների, ապա ցանկացա} թ («) ի/ {0>} ֆունկցիայի 
համար հետևյալ վերԼավոր սահմանը
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F(r‘o ) = lim Fire1") 
r-t-o

Հսյոլթյսլն ունի րոլոր 1) ( |0,2"] համար, րացի, ցո. ցե , մի րացս.,.իկ £ = [ОД՜] րաց֊ 
■ւէուք/յանւ пг[' կոլթյոլնր հավասար է ցրոյի.

M. M. D2RBASIAN, V. Տ. ZAKARIAN. Boundary propertlee of eubclaeee*  
of mehromorphlc function։ of bounded type (summary)

The paper containes substaintial complements to the results of § 3 of the earlier 
oint paper of the same authors [1], which was devoted to the boundary properties of 
functions, belonging to the subclasses — M, П being the class of functions of 
bounded type of R. Nevanlinna-

The main result states, that under certain conditions on <u (x), for every 
E(z)1՜ N {o>] a finite limit

F(e'։)=lim A(re'i։)
Հ-.1-0

existes for all 11 = [0,2՜], with exeption may be of a set E = [0,2՜], whose »'-capacity 
is zero.
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