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И. Ц. ГОХБЕРГ

О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ 
КОНЕЧНОМЕРОМОРФНЫХ ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ

Фундаментальная статья М. В. Келдыша [1] посвящена теоремам 
о кратной полноте собственных и присоединенных векторов оператор
ных полиномов с вполне непрерывными коэффициентами в гильберто
вом пространстве.

В доказательствах основных теорем статьи [1] существенную 
роль играют некоторые новые понятия и общие предложения об опе
раторных полиномах. Здесь имеются в виду понятия цепочки собствен
ного и присоединенных векторов и кратности характеристического 
числа, формула для кратности характеристического числа и формула, 
выражающая главную часть резольвенты операторного полинома через 
его собственные и присоединенные векторы.

В последнее время эти понятия и результаты были существенно 
развиты (см. [2—7]). В настоящей статье содержится обзор результа
тов, полученных в этом направлении. Они, в основном, установлены с 
помощью нового метода факторизации оператор-функций. Ряд резуль
татов публикуется впервые.

§ 1. Эквивалентность оператор-функций. Факторизация 
оператор-функции в точке

1. Пусть Д и В2—два банаховых пространства и . 7. (В։ —  В,)— 
пространство всех линейных ограниченных операторов, действующих 
из Вг в В2. Через М [л0] = М [у^; Д-2у,  где —некоторое комплекс
ное число, обозначим совокупность всех оператор-функций А (у.) со 
значениями из Ь (В1—»В2), голоморфных в точке или имеющих в этой 
точке полюс. Условимся еще через Мо рЧ1]=Л(0 [>֊о; В։-»Д] [обозначать 
множество оператор-функций из Мр^], голоморфных и обратимых в 
точке

*

*

Две оператор-функции Аг ().) и .4, (у.) будем называть эквивалент
ными в точке Ад, если существуют оператор-функция Г(1.) £ 
СМ> Рх>5 и Е (а) £ Мо р-о; В2— В21 такие, что имеет место равенство 
■^1 (а)=£’(Х) А2 (>.) Г (>.) для всех Ц=/=)֊о) из некоторой окрестности 
точки >-0.

Отношение эквивалентности естественным образом разбивает 
М р֊о] на классы эквивалентных между собой оператор-функций. В этом 
параграфе рассматривается задача о нахождении в каждом классе 
простейших представителей.
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Пусть Р] (/'= 0, 1,- п) — некоторая система ортогональных 
между собой проекторов из £(2?։—А), а —оператор из £ (Вг—• В2), 
отображающий изоморфно подпространство 1га 2 Р/ (с В1) на какое- 
либо подпространство из В2, имеющее прямое дополнение.

Оператор-функцию £) (а) £ М р0) вида

£>(>•)= 2 (>•- \>Л ал. ' -ал) 
/-0

где к)— целые числа, назовем степенной диагональной оператор-функ- 
цией (в точке ^). Числа к/ (/=1, 2,•••, л) будем считать расположен
ными в порядке невозрастания.

Приведенное определение степенной диагональной оператор-функ- 
ции эквивалентно следующему: £> (л) имеет вид

£>()-) = 2 ().-/.)*>  А А,
/-0

где <2/(у=0, !>•••, п)—система ортогональных между, собой проекто
ров из Ь(В2->В2), О2£ Ь (В1-՛ В2), причем подпространство Кег А 
имеет прямое дополнение в В1 и 1т 2 А с 1т М.

Очевидно, диагональные степенные оператор-функции и только 
они допускают также симметричное представление вида

п
ад) = 2 (1.2)

где £)££ (В^В.,) — оператор, отображающий изоморфно 1т Р/ на 
1т А (/~ I»՛՛՛» п)> а !Л)о и — введенные выше системы
проекторов.

Если оператор-функция А эквивалентна в точке не
которой диагональной степенной оператор-функции £> (а), то равенство 
А (а) = Е (а) £> (л) Г (л), устанавливающее эту эквивалентность, назо
вем факторизацией А (а) в точке \>.

2. Пусть оператор-функция А (л) из М [)ч] имеет вид

Л(>.)= 2 0-М' А]. (1.3)
։=—

Если в этом разложении операторы А_/ (/=1, 2,•••, у) конечномерны, 
то оператор-функция А (а) называется конечномероморфной в точке \).

Оператор А^ЦВу — В2) называется Ф-оператором (см. [8])։ 
если он нормально разрешим (то есть 1т А замкнуто), его ядро 
Кег А = {х: Ах =0| конечномерно -и (1нп (В^Ъп А) < оо. Число

1пс1 А — сйт Кег А — сПт (В^кп А) 
называется индексом Ф-оператора А.
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Оператор-функция А (л) 7Ир0| называется фредгольмовой в 
точке /-о, если в разложении (1.3) оператор Аи является Ф-оператором.

Степенная диагональная оператор-функция D ().), представленная 
в виде (1.2), является конечномероморфной и фредгольмовой в том и 
только том случае, когда выполняются следующие условия:

1. dim Im Р j = 1, 2,—, и; dim Im (/— P0)<^ °c;

2. dim Im Q/<Z , J = l> 2>"'n< dim ~ 0») < oc’
3. k0 = 0.

Если эти условия выполнены, то без ограничения общности мож
но предполагать, что все числа dim Im Pj (/=1, 2»""> Л)> а следова
тельно, и числа dim Im Q/ (/=-1, 2,֊֊՜, Л) равны единице. Этого пред
положения всюду в дальнейшем будем придерживаться.

Совокупность всех диагональных степенных конечномероморфных 
и фредгольмовых в точке >0 оператор-функций обозначим через S[/^] = 
= 5 Д-Д].

Если для оператор-функции D (>.) £ S р0], представленной в виде 
(1.2), dim Im (/ —Ро)= dim Im (/—Qo). то оператор D можно считать 
обратимым. Если оператор-функция Лр.)£Л/р-о] эквивалентна такой 
степенной диагональной оператор-функции D (/.) и В.,=ВХ, то, очевид
но, факторизацию А (л) в точке л0 можно записать в виде

А ().) = £ ().) (£ (>.-/„)*>  Л+ Р0) Г(л). ' (1.4)

3. Имеет место
Теорема 1.1. Для того чтобы оператор-функция A (t.) ~ М\՝!^\ 

была эквивалентна некоторой диагональной оператор-функции из 
S рч], необходимо и достаточно, чтобы А (/.) была конечномеро
морфной и фредгольмовой в точке iv.

При дополнительном требовании Ind Ао =0, где Ао—оператор из 
разложения (1.3), эта теорема доказана в [4]. В общем случае она до
казана в [5]. Ее доказательство из [5] можно значительно упростить, 
воспользовавшись схемой доказательства подобной теоремы 3 из [6J.

Факторизацию (1.4) в точке назовем нормальной, если Ро 4֊ 
+ Р1+... + Ря=/.

Из теоремы 1.1 непосредственно вытекает, что конечномероморф
ная и фредгольмова оператор-функция А ().) £ М p-J допускает нормаль
ную факторизацию в точке в том и только том случае, когда все 
значения А ().) в некотором проколотом круге 0 р. — * являются
обратимыми операторами.

Отметим, что в факторизации (1.4) множители, вообще говоря, 
не зависят непрерывно от оператор-функции. В этом легко убедиться 
на примере факторизации матрицы-функции
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Л(/.)=Л՜^ °)
V 5 Л։/

при г —' 0.
Каждой оператор-функции О (X) г 5 [Хо], представленной в виде 

(1.2), сопоставим набор чисел г. (£) (л)) = (&1։ к2,՛՛-, кп, о։+, о»՜}, где
/ Л \

= и (£) (>.)) = с!1т 1т (/— У] Р] \
\ 1-0 /

и / п \<и՜ = 1ч՜ (£) (Х))=с1пп 1т (1—\ •
х 7=4>' /

Этот набор назовем показателем О (X).
Отметим, что если 2)(Х)£ 5 [Хр], то и £>*  (X) £ £ р 0; ^2՜*  ЭД. 

Если при этом к (£>(>))= {ку, к..,---, кп, ч>+, о>_|, то п (Д*  (X)) = 
= 1*։,  *»•••,  *«»  ®՜» ®+Ь

Для того чтобы две оператор-функции из 5 [Хо] были эквивалент
ны, необходимо и достаточно, чтобы их показатели совпадали. Доста
точность условия этого утверждения очевидна. Его необходимость вы
текает из результатов § 3 и § 6, в которых будет выяснена спектраль
ная роль чисел ку, к2,—, кп, ш+ и о)~.

Таким образом, каждый класс эквивалентных между собой конеч
номероморфных фредгольмовых оператор-функций определяется набо
ром {ки к3,-- -,кП; “+, о։՜}, являющимся показателем оператор-функ
ции из 5 [Хо], входящей в этот класс.

§ 2. Корневые функции, полюсные функции н набор 
кратностей в точке

1. Пусть А (X)£Мр0]. Голоморфная в точке вектор-функция 
® (X) со значениями из В2 и с ® (>-о)=/=О называется корневой, функцией 
оператор-функции А (X) в точке /х>, если вектор-функция А (X) <р (X) 
голоморфна в точке и обращается в этой точке в нуль. Это опре
деление развивает определение корневой (производящей) функции, 
введенное для аналитических оператор-функций независимо С. Г. Крей
ном и В. П. Трофимовым [9] и В. И. Мацаевым и Ю. А. Палан- 
том [Ю].

Если у оператор-функции А (X) существует в точке Хо хотя бы 
одна корневая функция ® (X), то число Хр называется характеристи
ческим числом А (X).

Кратность нуля вектор-функции А (X) ср (X) в точке называется 
кратностью корневой функции <р (X), а вектор <р0=<р Оо) — собствен
ным вектором А (X), соответствующим характеристическому числу ՝1-0-

Все собственные векторы оператор-функции А (X) в точке 
вместе с нулевым вектором образуют линейное множество. Его замы՜ 
кание называется ядром А (X) в точке /֊о и обозначается через 
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Кег А Рангом собственного вектора <рв называется максимальная 
из кратностей всех корневых функций <?(>֊) таких, что <р ()ч) ՛ = ?0, если 
кратности этих функций ограничены. Если эти кратности неограниче- 
ны, то ранг ?0 считается равным бесконечности. Через rang о0 обо
значается ранг собственного вектора <р0.

Пусть a=dim Ker А (\>Х 00 и ранги всех векторов <р0£ Ker A (XJ 
конечны. Канонической, системой собственных векторов А (X). в точке 
Хр называется базис <Pi, <р2, • • ■, подпространства Кег А обладаю
щий следующим свойством:

rang — max rang <p (/' = 1, 2, • • •, «),

где через Lj обозначена линейная оболочка векторов ср/, ?/+!,•••, ?«.
Пусть л/—rang?/ (у =1, 2,• • •,а). Легко видеть, что ранг любого 

собственного вектора <р£Кег А ()ч) равен одному из чисел nj. Следо
вательно, числа п/(у =1, 2,• • •, а) определяются оператор-функцией 
А (X) однозначно (хотя сама каноническая система собственных векто
ров определяется, вообще говоря, неоднозначно). Числа л/ называются 
частными нулевыми кратностями, а набор л (А (Х0)) = {л1։ л։, • • ^Л։) — 
набором частных нулевых кратностей А (X) в точке Хо.

Если точка Хв не является характеристическим числом А (X) (то 
есть Кег А ()^) = {0}), то набор л (А ()^)) считается пустым.

Если оператор-функции А2 (X) и А3 (X) f М [XJ эквив алентны, то

есть А, (X) = Е (X) Д2 (X) F (X), где Е (Х).£ Мо [X,; В2 - В2] и 
/Г(Х)£)ИО [)֊(,; В2 ֊> BJ, то общий вид корневых функций ®2 (X) для А2 (X) 
в точке Хо дается равенством

?s (>֊) = /■(>•) Ъ ('֊)>
где Та (X)—произвольная корневая функция А2 (X) в точке Хо.

С помощью этого замечания легко доказывается
Теорема 2.1. Пусть A Q-) p-Jконечномероморфная и 

фредгольмова в точке \ оператор-функция и. равенство

AM = EV)D(ftF(M, (2.1).

D (X) = 2 (X -)„)*/  DP] + DP0, (2.2).
/=1

является ее факторизацией, в точке Хд, Пусть, кроме того, Pq+P^ 
4------ h Pm— I, т. е. ш+ = 0. Тогда

Кег А Im Л»

система векторов {Р՜1^) где е/—'ненулевой вектор из од
номерного подпространства Im Р,-, образует каноническую систему 
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собственных векторов, набор частных нулевых кратностей, п (А (>д)) 
состоит ив расположенных в порядке невозрастания чисел

Пусть A (Xg) £ М[>0] и л (А (/-о)) = (л1։ ги,-• •, л»}. Число 
ЛГ(Д(Х0)) = л1Н-л2+ •••4-л» называется нулевой кратностью харак
теристического числа >0 оператор-функции А (Хд).

Если хотя бы один из рангов собственных векторов А (X), соот
ветствующих числу Хд, бесконечен или dim Ker А (Xg) = co, то полагаем 
N (А (л0)) = °°. Если в точке Хо оператор-функция А ('/.)( £Л/р-д]) не 
имеет корневых функций, то будем считать N (А (Хд))=О.

Легко видеть, что если для оператор-функции A (X)^Af[Xg] имеет 
место равенство (2.1) и D (X) имеет вид (2.2), то

Л(Л(л0))= 2лЛ.
Лу>0

Изложенные в этом пункте результаты установлены в [4]. При
веденные определения также заимствованы из [4]. Эти определения 
являются естественным развитием аналогичных определений для слу
чая голоморфных оператор-функций или операторных полиномов.

2. Голоморфную в точке Хд вектор-функцию у (X) со значениями 
из В., и с у. (>֊о)¥=О назовем полюсной функцией оператор-функции 
А (X) £ М [>о] в точке Хд, если /. (X) допускает представление /. (X) = 
=Л (X) ф (X), где ф (X)— голоморфная в точке Хо вектор-функция со зна
чениями из Ви причем ф (Хо) = 0. Легко видеть, что для оператор- 
функции А (X) £ М [Хд] существует полюсная функция в точке Хо в том 
и только том случае, когда Хо является полюсом А (X). Порядок Хо как 
нуля функции ф (X) называется порядком полюсной функции /. (X), а 
вектор Z (Хо) назовем полюсным вектором А (X), соответствующим по
люсу Xg. Очевидно, порядок любой полюсной функции А (X) в точке Хд 
не превосходит порядка полюса А (X) в точке Хд.

Все полюсные векторы оператор-функции А (X) в точке Хд вместе 
с нулевым вектором образуют линейное множество. Его замыкание на
зовем полюсным ядром А (X) в точке Хд и обозначим через Pol Л (Хд).

Ратом полюсного вектора /о € Pol 71 (\») назовем максимальный 
из порядков всех полюсных функций Z 0-) таких, что Z Go) — Хо- Ранг 
Zg обозначим через rang Zo-

Пусть ß=dim Pol А Канонической системой полюсных век
торов А (X) в точке Хд называется базис уЛ, 7л, • 7.9 подпространства
Pol А (Хд), обладающий следующим свойством:

rang Z/ = max rang z (j = 1, 2, • • ՛, ß),

где через Lj обозначена линейная оболочка векторов X/, Х/+։, •■•,Хр.
Легко видеть, что ранг каждого полюсного вектора z € О-о) 

равен одному из чисел р/ = rang yj (/=1, 2>։ ■ ՛, ß)- Следовательно, эти 
числа определяются оператор-функцией А (X) однозначно. Числа р/ на
зовем частными полюсными порядками, а набор р (Ä (Хд)) = (р1։ 
р2, рр)—набором частных полюсных порядков А (X) в точке
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Если оператор-функция А (X) голоморфна в точке Хо, то будем 
считать набор р (А (Xg)) пустым.

Набор частных полюсных порядков оператор-функции А (Х)£Л/р-д] 
в точке >֊о определяется главной частью оператор-функции А (X) в 
точке то есть набор частных полюсных порядков А (X) в точке \ 
не меняется при добавлении к А (X) голоморфной в Xg оператор-функ
ции X (X). В самом деле, пусть /. (X)—полюсная функция порядка р 
оператор-функции А (X) в точке Хо, то есть X Р՝) — 0՝ — >՝о)р А Р՝) ՛? (**),  
где ф (X)—голоморфная в Xg вектор-функция, для которой ф Р֊д)=/=О. 
Тогда, очевидно, вектор-функция /л (X) = /. (Х)+(Х—Xg)'’ X (X) ф (X) яв
ляется полюсной вектор-функцией А (X) -f- X (X) того же порядка р.

Пусть оператор-функция А (Х)£Л/[XJ принимает обратимые значе
ния всюду в окрестности точки '-д за исключением, быть может, са
мой точки Непосредственно из соответствующих определений вы
текает, что полюсные функции А (X) в точке Хо совпадают с корневы
ми функциями оператор-функции А՜1 (X) в той же точке.

Кроме того, легко видеть, что в этом случае п (А~} (л0)) = 
= рИ(М).

Теорема 2.2. Пусть А Р֊)£ЛГ(Хд]— конечномероморфная и 
фредгольмова оператор-функция в точке Xg и равенство

Л(Х)= Е(Х)£>(Х)Р(Х)Л (2.3)
где 

т
D(Х)= 2 (X- Хо)*>  DPf + DP0, (2.4)

;=։

является ее факторизацией в точке Хо.
Тогда

Pol A(iv)= Im 2 EQJDPj,

система векторов (E (Xo) Dej]kj<.o, где е/— ненулевой вектор из од- 
i номерного подпространства Im Р/, образует каноническую систему 

полюсных векторов, набор частных полюсных порядков p(A('iQ)) 
состоит из расположенных в порядке невозрастания чисел 

£/) */  < о.
Эта теорема доказывается с помощью следующего простого за

мечания. Если оператор-функции Аг (X) и An (X). эквивалентны, то есть 
А (М= £(М А2 (X) р(Х), то их полюсные функции /л (X) и /л (X) связа
ны равенствами

Z1 (>֊) = Е (X) 7л (X).
Пусть А (X) £ М [Хо] и р (А рч>))={р1, р2,-- -, р?). Число Р(А^))= 

== А + а4-----  + рр называется полюсной кратностью, полюса Хд опе
ратор-функции А (X).

Если хотя бы один из рангов полюсных векторов А (X);. соответ֊ 
ствующих бесконечен или dim Pol А (У =00^x0 полагаем Р(А(Хд)) = 
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= Если оператор-функция А (X) голоморфна в точке Хо, то будем 
считать Р (А (/„)) = 0.

Отметим, что если для оператор-функции А (/.) £ М [/„] имеет 
место равенство (2.3) и D (X) имеет вид (2.4), то

Р(Л (>,)) = - 2 kj.
к/<0

3. Пусть для оператор-функции А (X) £ Мр.о] заданы наборы 
п (Л (Хц)) = {пъ п2,---, п,| и р (Л ('/■0))=(р1, р2,- рз,. Образуем набор 
т (А рч>)) = (к1, к2,- • ■, k+p|, где kj—iy (/=1, 2,- • •» а) и к1+/= — p^i-j 
(/=1,2,-^). Этот набор назовем полным набором частных кратно
стей оператор-функции А (X) в точке

Из теорем 2.1 и 2.2 вытекает
Теорема 2.3. Пусть А (X) £ М [XJ — конечномероморфная и 

фредгольмова в точке Хо оператор-функция, эквивалентная диаго
нальной оператор-функции D с показателем {k1։k2,---
•••,kr,0, w՜}. Тогда

т(АО.о)) = {к1гк2,---, kr\.

Пусть Л PO^Afp-o] и т (А 0-о))={т1, т.,, • • •, лгг). Число Л/(Лр0))= 
= т^т? +• • •+ тг называется полной кратностью числа Хо для опе
ратор-функции Л (л). Очевидно, М (А (Хо)) = N (А (Хо)) — Р (Л р-р)).

Отметим, что если пространство Вг—В2 гильбертово и все зна
чения оператор-функции Л (X)—I (Л (X) £ Мр.о]) в окрестности точки 
Хр (Х=£Хо) являются ядерными операторами, то Af (Л pfl)) равно порядку 
функции det Л (X) в точке )0 (см. [17, 3, 4]).

Отметим еще, что для любой конечномероморфной и фредголь
мовой в точке Хр оператор-функции А (X) имеет место равенство 
т{А (U)=m (Л*  ()„)).

§ 3. Обобщение формулы М. В. Келдыша для главной 
части резольвенты

1. Пусть оператор-функция Л (X) б М [Хо] и ® (X) — ее корневая 
функция в точке кратности г. Если

г (’•) = з (>— м7 ?>,
/-=0

то ?«>••’• ?/•-! называются присоединенными векторами к собствен
ному вектору ®0=? (/֊о), а система ®0, ?!,•••, ?r֊i называется цепочкой 
из собственного и присоединенных векторов А (X) в точке Хр. Это оп
ределение естественным образом развивает первоначальное определе
ние М. В. Келдыша для полиномиальных оператор-функций (см. [4]).

Пусть оператор Л (X) £ М [Хо] имеет вид

6—201
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Д(') = 2 ('• — '֊оУ А-
)—-

Легко видеть, что система векторов ®0, ?։,•••> ?л тогда и только тог
да образует цепочку собственных и присоединенных векторов, когда 
существуют векторы ®л-и, ?л+2, • • ■, ?л+» такие, что выполняются соот
ношения

Л
У Д/®л../=0 (з= — V, — п).

I- —’
Рассмотрим случай, когда для оператор-функции А (>.) - М [>^1 

число Хо является характеристическим и А (л) имеет в точке конеч
ную нулевую кратность. Предположим, что ®^։), ®&2), • • •, <Ро’) образует 
каноническую систему собственных векторов А (՛!■), отвечающих числу 

Обозначим через где п/= гап$ цепочку при
соединенных векторов к ?'/>. Система

<?<(л 0=1, 2,•••,«)

называется канонической системой собственных и присоединенных 
векторов оператор-функции А (/.) в точке '0.

Точка /֊о называется нормальной точкой оператор-функции А (/.)£ 
€ М [' о], если в этой точке А (>.) конечномероморфна и фредгольмова 
и во всех >>(=/= Хо) из некоторой окрестности значения А (/.) являют
ся обратимыми операторами. Как уже отмечалось в § 1, точка /0 яв
ляется нормальной для оператор-функции А (л) в том и только том 
случае, когда А (/.) допускает нормальную факторизацию в этой точке. 
Отсюда непосредственно вытекает, что если точка /0 является нор
мальной для А (/.), то она является также нормальной для А~г (/.).

Условимся через 2 (А ('/.)) обозначать главную часть оператор- 
функции А (X) £ М [>0] в точке /х.

Теорема 3.1. Пусть Хц является нормальной точкой опера
тор-функции А (X) £ М [/(,]. Тогда существуют канонические си
стемы

УР, (;=1, 2,•••,«)

собственных и присоединенных векторов в точке \ соответствен
но оператор-функций А (X) и А*  (X), такие, что

Е(Л-Ч)))х=2 2(Х֊).О)-*  2 (3.1)
/-։ *—։ г-о ।

Для случая операторных полиномов в гильбертовом пространстве 
эта теорема установлена М. В. Келдышем [1]. В приведенном виде 
она доказана в [4]. Ее доказательство проводится сперва для диаго
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нальных оператор-функций из 5 р0], а затем с помощью факторизации 
распространяется на общий случай.

2. Формула (3.1) позволяет выразить главную часть оператор- 
функции Аг (/.) = А~} (л) в точке Хо через некоторые коэффициенты 
Тейлора определенной системы полюсных функций оператор-функций 
А1 (X) и А\ (X) в точке /ц. Эта интерпретация формулы (3.1) позволяет 
ее обобщить для любых конечномероморфных и фредгольмовых в точ
ке >֊о оператор-функций. Для формулировки соответствующего обоб
щения понадобится определение присоединенных векторов к полюсно
му вектору.

Пусть /. (X)—полюсная функция оператор-функции А (X) £ Л?р0] в 
точке /-о и

/. С') = 2 /.Xх-М'- 
/~о

Если порядок X (х) равен р, то векторы /л, 7Л,-• ■, /.р-л назовем при
соединенными к полюсному вектору /_о> а систему векторов /о> 7л>,։՜ 
■••,/р(р^г—1) будем называть цепочкой из полюсного и присоеди
ненных к нему векторов.

Пусть А (X) £ М р 0] и в точке \ оператор-функция А (՝/.) имеет 
конечную полюсную кратность. Обозначим через Хо \ •••» (? =
=с!1п1 Ро1 А (Хо)) каноническую систему полюсных векторов А (X) в 
точке Хо и через р/— числа гап^Хо^ (/ = 1, 2,• • •, ?). Если для каждого 
у=1, 2,•••, Р система 7^\ ^֊1 образует цепочку из полюс
ного и присоединенного к нему векторов А (X) в точке Хо, то систему 

7&, ֊ ֊ •, ху;_։ (/ =1, 2, • • •, ?) (3.2)

назовем канонической системой полюсных и присоединенных векторов 
А (X) в точке Хо.

Если оператор-функция является конечномероморфной и фредголь
мовой в точке /-о, то таковой является и А*  (X), причем р (А (Хо)) = 
= р (А*  р^)). Последнее непосредственно следует из возможности 
факторизации оператор-функции А (X) в точке Х^

Теорема 3.2. Пусть А (Х)£Л/[Х0]— конечномероморфная и 
фредгольмова в точке оператор-функция. Тогда существуют 
канонические системы

/Р, /.?),-֊-, /.^_1 (у=1,2,---,?)

4Л £(/),. .., ^ (у- = 1,2,..., ₽)

полюсных и присоединенных векторов в точке /0 соответственно 
оператор-функций А (X) и А*  (X) такие, что для главной части 
а (А (X)) оператор-функции А (X) в точке Хо имеет место представ
ление
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3 (А (/.)) х= 2 2 (Х-^֊» 2 {хП1Ч-к-г. (3.3)
г=0

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 3.1. 
Учитывая, что корневые функции А (л) в нормальной точке л0 совпа
дают с полюсными функциями А՜1 ('/•) в этой точке, можно из теоре
мы 3.2 вывести теорему 3.1.

3. Формула (3.3) позволяет получить главную часть конечноме
роморфной и фредгольмовой в точке >֊□ оператор-функции А (/•) по ка
ноническим системам полюсных и присоединенных к ним векторов 
А (>.) и А  (л). В этом пункте решается обратная задача. Указывается 
правило построения канонической системы полюсных и присоединенных 
к ним векторов А (>.) в точке л0 по 3 (А ('/.)).

*

Пусть А ('/-)—конечномероморфная в точке Хо оператор-функция и

3 (А (/.)) = (л-).о)֊՛ к. + (л-/.а)-’-и /;+•••+ (>• - >-о)-։ К-

Обозначим через U/ (j =1, 2, •••, ч) пересечение ядер операторов 
К1г К.., -• •, К/ и через И/ какое-либо дополнение к Uj в Uj—\ (U0=B1). 
Положим И։ = /\, а подпространства И/ (/=2, 3,-••,/—!) разложим 
в прямую сумму И/ = Н/ + Н,- так, чтобы выполнялись следующие 
соотношения

X/ Ht сКуН^-УК.Н.,-\-К)-1 Hj-\ (j=2, 3. • • •, v) 
и

KfHj П (КгНг\-К2Н„ 4- • ■ • Hj-!)= {0| (/=2, 3,- • v).
При этих обозначениях имеет место

Теорема 3.3. Для конечномероморфной в точке оператор- 
функции А (/.) имеет место равенство

Pol А (/„) = К.Н. +К,Н. + • • • 4- К, Н..
Для любого ненулевого вектора ф Hj (j—1, 2, •••,’) векторы

7.т = К*,  7.,}> = К,, 1 ф, • • ■, = К, ф (3.4)
образуют цепочку из полюсного и присоединенных векторов для 
А ().) в точке

Пусть [']’/)/’ 1 ■- объединение базисов всех подпространств 
Н) 2,՜ • v) и {#,| (Z = 1, 2-• ■ ■ , р) — система, построенная 
для вектора ф = ф/ по правилу (ЗА). Тогда системы (/|֊)}(Z=1, 2, • • • 
• • •, к) образуют каноническую систему полюсных и присоединен
ных векторов для А (л) в точке >.о.

В случае, когда /0 является нормальной точкой оператор-функции 
Д (л), теорема 3.3 дает правило построения канонической системы соб
ственных и присоединенных векторов для А (/.) в точке по коэффи
циентам главной части оператора А~} (л).
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§ 4. Основные теоремы об оператор-функциях, 
нормальных в области

1. Пусть С—некоторая область в комплексной плоскости. Опе
ратор-функция А (а) со значениями из Л (В1 —» В.,) называется нормаль
ной в О, если она голоморфна и обратима всюду в С за исключением, 
быть может, конечного числа точек, которые являются ее нормальны
ми точками. Эти исключительные точки назовем особыми точками 
А (>-).

Положим

М (А (>-)•, 0 = 2 М (А (>-/)),
/=։

где а/ (/=1, 2,•••, к)— все особые точки А (а) в С.
Через /У[й|‘=7У[6; Вг — Д] обозначим множество всех нормаль

ных оператор-функций в области С, а через Мп [6] = ?И0 [О Вг — Д] 
обозначим множество всех голоморфных в С оператор-функций, все 
значения которых обратимы.

Теорема 4.1. Пусть оператор-функция Я (а)£А[(7]. Тогда

М (А (а); О= *Р  ( Д' (а) А֊1 (а) сГ/., (4.1)

Г

где Г — простой замкнутый контур, содержащийся в С и огра
ничивающий область, в которую попадают все особые точки А (а) 
из О.

Оператор, стоящий под знаком следа в правой части равенства 
(4.1), конечномерен. След этого оператора равен сумме всех его соб
ственных чисел (с учетом их кратностей).

Теорема 4.1 установлена в [4]. Она выводится из следующей 
теоремы. ՛.

Т е о р е м а 4.2. Пусть а0—нормальная точка оператор-фу нк- 
ции А (а), тогда

м (Д (>.о)) = (). - >.о) 5Р Е (Д' (л) Д-1 ().)).
Именно в такой формулировке для случая полиномиальных опе

раторных пучков "та теорема установлена М. В. Келдышем [1]. Для 
голоморфных оператор-функций она доказана А. С. Маркусом и Е. И. 
Сигалом [3].

В [4] теорема 4.2 доказана с помощью теоремы 1.1 о фактори
зации.

Как и в классической теории функций, теорема 4.1 допускает 
следующее обобщение, полученное в [4].

Теорема 4.3. Пусть А (՝а)£ И [О] и /(а)—аналитическая в О 
скалярная функция, тогда

зр Л [ / <'•)А' А՜՝ л = 2 м и 1 (М,
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где I1—такой же контур, как в теореме 4.1, а Х։, • • • > кк систе
ма всех особых точек А (X) из С.

Из теоремы 4.2 легко выводится
Т еорема 4.4. Если точка Хц является нормальной для опе

ратор-функций Ал (X) и А2 (X) £ Мр0], то она является нормальной 
и для их произведения А (X) = А։ ()■) А2 (X), причем

М (А (),)) = М (Л, (>„)) + М (А2 (Х„)).
Эта теорема для голоморфных оператор-функций установлена з 

[3, 11]. В общем случае она получена в [4].
С помощью теоремы 4.4 доказывается следующая теорема о вы

делении особенностей.
Теорема 4.5. Пусть А (X) £ ТУ [6] и Ч, X*  • • •, Х„—система всех 

особых точек А (X) в С. Тогда А (X) допускает следующие пред
ставления

* Оператор-функция А (X) называется конечномероморфной в области С, еслж 
она конечномероморфна во всех точках этой области.

А (X) = £(Х) (/+ Л-(Х)), А (Х)= (/+ R(X)) Г(Х), 
где Е(/ ) и Г (X) £ Мо [С], а К ().) и R (X)—рациональные в С опера- 
тор-функции вида 

п ’/ « «/
(Х-Х/)’ Кч, R (X) =2 2 (Х-Х;)’/?,/

с конечномерными коэффициентами /Су и R-,/.
2. Оператор-функцию Л(Х)£7У[С] назовем вполне нормальной, 

если А (X) допускает расширение по непрерывности на замыкание И 
и во всех граничных точках О оператор-функция Л։ (X) принимает об
ратимые значения.

Теорема 4.6. Пусть оператор-функция Аг (X) вполне нормаль
на в области С с границей Г. Если конечно меро морфная*  в С и 
непрерывная вплоть до Г оператор-функция А2 (X) удовлетворяет 
условию

Р (ЛГЧХ) л2 (X)) < 1 (Х£Г),

где р (С)—спектральный радиус оператора С, то оператор-функ
ция А (X) = А1 (X) 4՜ Л2 (X) вполне нормальна в О и

М (Л (X); б) = М(Л1(Х); С).
При дополнительных ограничениях эта теорема установлена в 

|2, 3]. Во всей общности она содержится в [4].

§ 5. Факторизация оператор-функций 
относительно контура

1. Пусть Г—линия в комплексной плоскости, состоящая из конеч
ного числа непересекающихся замкнутых спрямляемых жордановых 
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кривых. Предполагается, что контур Г разбивает расширенную плос
кость на два открытых множества G+ и О՜, причем каждая точка Г 
является граничной как для G+, так и для G՜. Кроме того, предпо
лагается, что бесконечно удаленная точка принадлежит G՜ и 0 £ G+.

В этом параграфе рассматривается случай Вг = В2—В.
В статье [12] было введено следующее определение факторизации 

оператор-функций. Пусть А (X) (Х£ Г) — непрерывная на Г оператор- 
функция в L—L (В-»В). Представление оператор-функции А (X) в виде

А (Х)=Л_ (л) D (X) А+ (X) (/.(Г) (5.1)
называется факторизацией, оператор-функций А (X) относительно кон
тура Г, если множители обладают следующими свойствами:

1) оператор-функция D (X) имеет вид
п

DQ-) «2 >.։/Р/ + Л, 
/-։

где операторы Р/(/=1, 2,-• •, п) являются взаимно ортогональными 
п

одномерными проекторами из L, Рп = 1—2 Р/ и — не-
>֊-։

которые целые числа, отличные от нуля;
2) оператор-функции Л_ (X), А+ (X) допускают продолжения, го

ломорфные внутри и непрерывные в множествах G~ur, G; U Г, при
чем все значения оператор-функций Л. (а) и их продолжения обратимы.

Если оператор-функция А (Х)(Х£Г) допускает факторизацию, то, 
как показано в [12], числа *i  > хЛ однозначно определяются
самой оператор-функцией А (X). Число Ind А ().), определяемое ра
венством

Л

Ind Л (X) = 2 X/( = Ind (Л (/-); Г))
/“1

назовем суммарным индексом оператор-функции Л (X).
Теорема 5.1. Пусть А (Х)(Х £ Г) — непрерывная оператор- 

функция со значениями из L, допускающая продолжение в Г U G+, 
являющееся вполне нормальной в G+ оператор-функцией.

Тогда оператор-функция А (X) допускает факторизацию (5.1) 
относительно контура Г (со свойствами 1) и 2)), причем множи
тель А- (X) может быть выбран так, чтобы он имел вид

Л_(Х) = /+2 2(Х-аг)/^у> (5.2)
г-11—пг

где ai, »2, • • •, а* (- G и операторы Krj конечномерны.
Эта теорема доказывается сведением к конечномерному случаю. 

Последнее возможно произвести в силу теоремы 4.5.
Т еорема 5.1 сохраняет силу, если в ее формулировке заменить 

G+ на G~, а формулу (5.2) заменить на соответствующую формулу 
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для А. ()). Эти две теоремы позволяют легко доказать следующее 
предложение.

Теорема 5.2. Оператор-функция А (/.)(>. £ Г ) с обратимыми зна
чениями допускает факторизацию относительно контура 1 в том 
и только том случае, когда она представима в виде. А Q.)=X (a) Y Q), 
где X Q.)—вполне нормальная оператор-функция в G՜՜, a Y ('/■) впол
не нормальна в G .

2. В следующем предложении указывается формула для вычисле
ния суммарного индекса.

Теорема 5.3. Для каждой вполне норлгальной в G оператор- 
функции А (а) имеет место равенство

Ind (Л (а); Г) = Л/(Л G); G ).
Если оператор-функция dA (i-j/di- Q£G ) допускает непрерывное про
должение на Г, то, кроме того, имеет лгесто равенство

Ind (А ().); Г) sp ( А՛ ()} А֊' (a) di֊.
2кг J г

Аналогичная теорема справедлива в случае, когда оператор-функция 
А (՛/■) вполне нормальна в G՜.

Из теоремы 5.3 легко выводится равенство

Ind (Л։ (а) А.л (>.)) = Ind (Л, (/.)) -4- Ind (Л2 (л))

для случая, когда А± (а) и А., (л) одновременно являются вполне нор
мальными в G' или G՜, а также в случае, когда Л (/.) вполне нор
мальна в G~, а Л2 (а) вполне нормальна в G .

Результаты этого параграфа получены совместно с Ю. Аайтере- 
ром. При более ограничительных условиях теорема 5.1 установлена в 
[121-

§ 6. Нулевые фактор-кратности оператор-функций

1. Пусть Л (а)£ М рх>] и пусть а0—характеристическое число А (а). 
Все собственные векторы бесконечного ранга Л(а) в точке '0 вместе 
с нулевым вектором образуют линейное множество. Его замыкание 
обозначим через U (А (>֊,,)). Фактор-пространство Кег Л (/ч)/6/(Л (л0)) 
называется фактор-ядром А (а) в точке >0 и обозначается через 
Кег Л (),).

Элементами фактор-ядра являются классы собственных векторов, 
ранги которых конечны и равны между собой. Эти классы называют
ся собственными фактор-векторами оператор-функции А (а) в точке 

\). Если Ф £ Кег Л (Aq), то рангом Ф называется ранг любого собствен
ного вектора класса Ф. Ранг Ф обозначается через Rang Ф.

Пусть а = dim Кег Л (л0) < со. Канонической системой собствен
ных фактор-векторов Л (а), отвечающей числу называется система 
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фактор-векторов Ф1։ Ф._.,••֊. Ф,, ранги которых обладают следующим 
свойством: Rang Ф։ является максимальным из рангов всех собствен
ные фактор-векторов, соответствующих Хо, a Rang Ф, (у = 2, 3,а) 
является максимальным из рангов всех собственных фактор-векторов 

из какого-нибудь прямого дополнения в Кег А к линейной оболоч
ке фактор-векторов Ф։, Ф։,•••, Ф/-ь

Пусть п] = Rang Ф/(у=1, 2,*--,  я). Легко видеть, что ранг лю
бого собственного фактор-вектора Ф, соответствующего числу всег
да равен одному из чисел л/. Следовательно, числа л/(у=1, 2,• • •, я) 
определяются оператор-функцией А (X) однозначно (сама каноническая 
система собственных фактор-векторов определяется, вообще говоря, 
неоднозначно). Числа nj называются частными нулевыми фактор- 

кратностями оператор-функции А (X) в точке 'iv, а набор л (А (Хо)) = 
= [л1։ л2,•• •, л,] —набором частных нулевых фактор-кратностей. Чис

ло N (А 0е)) = 2 п1 называется нулевой фактор-кратностъю опера- 
/-։

тор-функции А (Х)в точке ՝iv . Если Ker A ()■$) = U (Л (>-о)), то положим

N (А (Хо))=О и будем считать набор л (Л (Хо)) пустым.

Если dim Ker Л (>0) = оо, то положим N (Л (Хо)) = ею. Легко ви
деть, что если ранги всех собственных векторов Л (X), соответствую

щих конечны, то есть Кег Л (Xq) = Ker Л (Хо), то N (А (X,,)) = 

=N (Л ()„)) и л (А (Хо)) = л (Л ()„)).
Если оператор-функции А1 (X) и Л2 (X) £ М [Xj] эквивалентны в 

точке Хо, то л (Л։ 0^)) = л (Л։ (Х^) и, следовательно, N(Лт (XJ) =

Теорема 6.1. Пусть А (X) £ М [Хо]—конечномероморфная и 
фредгольмова в точке \ оператор-функция и равенство

А (X) = £(Х) D (X) F (X), 
п

где D (Х)= (X- Ху)‘/ QDP, + Q0DP0, является ее факторизацией в
/-1

точке Хо. Тогда имеют место равенства
Кег Л (/J -Im Г/ (I- Z Р/֊Л ) »

£/(Л(Х0))=1тГ-'(Х0//֊2 Р/ ), 2 Q)) >

<»+ (D (}֊о))= dim U (Л (/„)) и ш- (D(Xo)) = dim U {А^ (М).

Набор частных нулевых фактор-кратностей л (Л (Хо)) совпа
дает с системой чисел [Л/}*у>о  и
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//(л (),))= 2 к,.
*/ о

Конечномероморфная в области G оператор-функция называется фред
гольмовой в этой области, если она фредгольмова во всех точках 
С помощью теоремы 6.1 легко доказывается

Теорема 6.2. Пусть A (X)— конечномероморфная и фредголь
мова оператор-функция в области G. Тогда для всех точек i-^G 
число dim U (Л (^)) принимает одно и то же значение. Всюду за 
исключением, быть может, конечного или счетного множества то
чек с предельными на границе G, имеет место равенство Кег Л(Х) = 
= U (А ()•)); в упомянутых изолированных точках N (Л(Х))^>0 и 
Кег Л (Х)=> U (А (X)).

Теоремы 6.1 и 6.2 установлены в [4, 5]. Для голоморфных опера- 
тор-функций теорема 6.2 доказана в [13] в более общем случае.. Часть 
утверждений теоремы 6.2 установлена ранее для голоморфных опера- 
тор-функций в [14] и для некоторых классов конечномероморфных опе- 
ратор-функций в [15] и [16].

Точку Хд назовем особой точкой оператор-функции Л (X) £ М [' 0], 

если Хо является полюсом Л (X) или N (А (Х0))^>0.
Теорема 6.3. Пусть А (X) — конечномероморфная и՛ фредголь

мова оператор-функция в области G и пусть Ц, '֊2,•••>. X* —все осо~ 
бые точки А (X) в G. Тогда А (X) можно представить в виде

А (X) = А2 (Х)(/+ К (X)), Л (X) = (74- R (>•)) As (XX
где A1 (X) и А2 (X)—голоморфные и фредгольмовы в G оператор-функ
ции, для которых

U {А) (X)) = Кег А,- (X) (Х£ G; /=1, 2);
оператор-функции К (X) и R (X) имеют вид

К = 22 (>—>•/)*  
/-1 V- -П) 

и
з Ч)

/“1 •'—1>!
где Кj, и R/, конечномерные операторы. Кроме mow

n(I+К (X)) = „(7 4-/? (}.)) = "(Л (),)) (Х£ G)..

2. Теорему 4.4 о кратности произведения оператор-функций мож
но дополнить следующим предложением.

Теорема 6.4. Пусть Л։ (X) и А., (X) М [Хо] — две конечномеро
морфные и фредгольмовы в точке Хо onepamop-функции. Тогда для 
их произведения А (X) = Л։ (X) Л2 (X) имеют место соотношения
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N (A ()0))<jv (A, ()V))+N (А, Go)). Р (А ().„)) < Р (А, (Հ))+ Р (AJ,J) 

(6.1) 
и 

dim U (А Go))-С din։ U (Л։ (>-0))4- dim U (Л2 Go))-
Эта теорема по существу установлена в [7]. Из нее вытекает, 

что если ^/(Л1рч։))=£/(Л.(ко))= [0), то Ս (А (/■»)) = [0| и

Н (A Go)) < TV (Л։ Go)) 4- TV (А2 Go))- 
А,г.я формулировки одного уточнения теоремы 6.2 введем следующие 
обозначения.

ПуСть А (л) G М [>0], причем п (A Go))= («ւ> ՜ ՚ ՜» Л* I и p (A G֊o))=
= Числа л;(Л Оо)) и р/(Л ()֊0)) (у = 1, 2,-• •) определим
равенствами

П/(Л Go))= I .<5*  ; PJ(A Go)) = ( "’* .<5 S 
I 0; j _> к I 0; / > s .

T e о p e м a 6.5. При условиях теоремы 6.4 имеют место сле
дующие соотношения'. 

п\ т т
2Л>(Л(/.О)) ^ЗМЛ^-оП + Зп/ОММ) («=1,2,...) 
/-I /-I /-։

U 

т т т
Яр^А^КЪ Р1(АЛ\>-)) + ^ р;(Л2(М) (т=1,2,..). 
/=։ j-i 1-1

Эта теорема доказывается с помощью теоремы 6.4.
3. Рассмотрим еще изменение кратности оператор-функции при 

ее малых возмущениях, если не выполнены условия теоремы 4.6 о пол
ной нормальности невозмущенной оператор-функции.

Т е о р е м а 6.5. Пусть А1 (>•)—голоморфная и фредгольмова 
оператор-функция в замыкании области G, причем для всех X £ G, 
за исключением, быть может, конечного числа точек, dim Ker А (Х)=0. 
Пусть Г—граница области G. Тогда существует число 8>0 такое> 
что всякая оператор-функция Л2 (X), голоморфная в G, непрерыв
ная вплоть до Г и удовлетворяющая условию

max ЦЛ։ 0֊) ֊ Л2 М|<3, /•6 г
является фредгольмовой в GUV, причем 

Л<(Л3(а); OXTVMxG); 6), 
где через N (А ()֊); G) обозначена сумма нулевых кратностей A G ) 
во всех особых точках из G.
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Каким бы малым ни было число о, величина N (А2 (X); О) при 
соответствующем выборе А., (а) может принимать все значения от 
нуля до N (A (a); G).

Теорема 6.5 установлена в [17]. В |7] предложено другое дока
зательство этой теоремы и установлено последнее замечание.

§ 7. Факторизация оператор-функций в области 
ч и ее приложения

1. Пусть G—некоторая область комплексной плоскости. Через 
М [G] = M[G, обозначим множество оператор-функций 4 (X)
(Х£ G) со значениями из Z, (5,—»5»), каждая из которых голоморфна 
всюду в G, за исключением, быть может, конечного числа точек, в ко
торых она имеет полюсы.

Оператор-функцию D (X) £ М [6] назовем диагональной рациональ
ной в G, если она представима в виде

D (>.)= 2 гДЦ QjDPj, (7.1)
/-о

где гДХ) — рациональные функции, все нули и полюсы которых лежат 
в G, Pi(j=l, 2,'-, Л)—система взаимно ортогональных проекторов 
в пространстве Ви Q/ (/=0, I,---, к)—система взаимно ортогональ
ных проекторов в пространстве 52, a — В.,)—оператор, изо
морфно отображающий подпространство Im Р/ на подпространство 
Im Qi{j—^, 1,֊֊֊> к).

Легко видеть, что диагональная рациональная в G оператор- 
функция D (X) конечномероморфна и фредгольмова в G в том и только 
том случае, когда D (X) допускает представление (7.1) со следующи
ми дополнительными свойствами:

dim Qi = dim Р/ = 1 (/ = 1, 2, • • •, к), г0 (а)==1 (7.2)
и

dim (/— Ро) < оо, dim (/—Qo)< (7.3)

Обозначим через 5 [G] множество всех конечномероморфных и 
фредгольмовых в G диагональных и рациональных оператор-функций. 
При этом будем всегда предполагать, что они представлены в виде 
(7.1) и выполняются соотношения (7.2), (7.3).

Две оператор-функции Аг (а) и А2 (а) £ М [ G] назовем эквива
лентными в G, если Аг (/)=Е (а) А2 (а) Ё (а), где Е (к) ֊ Мо [G;
и Е՛ (к) M0[G- Bi — 5J. Если оператор-функция 4(a)£jW[G] эквива
лентна оператор-функции D (X) £ S[G], то равенство, устанавливающее 
эту эквивалентность, назовем факторизацией А (а) в области G.

Теорема 7.1. Для того чтобы оператор-функция 4(a)'.^A/[G] 
допускала факторизацию в области G, необходимо и достаточно, 
чтобы А (а) была конечно мера лгорф на и фредгольмова в G..
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Если оператор-функция /4(0 допускает факторизацию в С, 
то диагональный множитель в ней

£> (X) = 2 Г) (X) (?у ЕР) 4- (МУР. (1А) •
/«I

может быть выбран так, чтобы отношения П+г (*)/г у (Х)(/= 1,2,-.- 
•••, к—1) были полиномами.

Если оператор-функция А (а) нормальна в С и В:,—Вх, то равен
ство (7.4) может быть заменено равенством

£>('•) = 2 г։с>.) р,+рй.
/-։

Пусть оператор-функция А (X) нормальна в С и Х^Х,,• •Хя—все 
ее особые точки. Если А (а) эквивалентна в точке Ху степенной диаго
нальной оператор-функции Д (X), то в области 6 она эквивалентна 
произведению всех £>/(>•).

Теорема 7.1 доказана в [6]. В ее доказательстве используется одно 
предложение из статьи М. А. Шубина [18], доказанное топологичес
кими методами. В замкнутой части С теорема 7.1 может быть доказа
на без использования этого предложения.

2. Из теоремы 7.1 (см. [6]) непосредственно следует
Теорема 7.2. Пусть оператор-функция А ().),£ М[С] конечно- 

мероморфна и фредгольмова в области С и имеет в этой области 
не более конечного числа особых точек Х2, • • •, Хя. Тогда существуют 
оператор-функции Е (X) <^М0[&, Ву—* Д] и Е(к)£М0 [С; Д—Д] та
кие, что для всех ). б С, за исключением особых точек,
Кег А (X) = Г(Х) и 1т А (X) = £(Х) К (Х£0, Х=£Ху, /==1, 2,---,п), 
где V)—некоторое фиксированное подпространство В)(]=1, 2). В 
особых точках имеют место соотношения

Кег А (А/)э Р (Ху) иТт А (к/ )сЕ (Ху) И2 (/ = 1,. 2, ■ • •, и).
В случае отсутствия особых точек при более общих предположениях 
эта теорема установлена в [181.

3. Остановимся еще на одном приложении теоремы 7.1, изложен
ном в [6]. Пусть А М [Хо] и у^В2. Голоморфную в точке \ век
тор-функцию х (а) с х (>-о)=^=О назовем функциональным решением 
уравнения '

А(Х)х=г,, (7.5)

если вектор-функция А (X) х (а)—у голоморфна в точке и обращает
ся в этой точке в нуль. Вектор х0 == х (5^) называется решением урав
нения (7.5) в точке )ч. Порядок \ как нуля вектор-функции А ().)*('֊) —У 
называется кратностью функционального решения х (X). Рангом ре
шения х0 уравнения (7.2) называется максимальная из кратностей всех 
функциональных решений х (X) таких, что х(Х0)=х0, если эти кратно-- 
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сти ограничены в совокупности. Если же они неограничен։։!, то будем 
полагать ранг х0 равным бесконечности.

Обозначим через R (А ('֊о))1“ множество всех векторов у £ В2, для 
которых ранг решения уравнения (/.5) в точке Aq неограничен.

Теорема 7.3. Пусть A (f)£M [G] — конечномероморфная и 
фредгольмова в области G оператор-функция, 4՜ — множество всех 
особых точек Д(а) в G и Л = Для любого вектора у£В։
имеет место альтернатива: либо уравнение (7.5) разрешимо для 
всех а£Л, либо оно разрешимо только, быть может, для некоторо
го не более чем счетного множества точек i-^Л, предельные точки 
которого могут находиться лишь на границе G.

Множество R (А (/.)) одно и то же для всех l.£G. Первое ут
верждение альтернативы имеет место в том и только том слу
чае, когда y£R (А (>.)).

Отметим, что если ЧГ состоит из конечного числа точек и равен
ство А ().) = Е F (а), где D (л) :.меет вид (7.1), является фак
торизацией в G оператор-функции А (՛>■), то легко видеть, что R (А (а)) 
состоит из всех векторов у£Вп, для которых выполняется равенство

(П к
I֊3 (>•€*)•

J-0 '

Теорема 7.3 при некоторых дополнительных ограничениях уста
новлена в [19, 20].

I1. 8. ԴՈԽՕԵՐԳ. Վերջավոր-մերոմորֆ օպերատոր-ֆունկցիաների մի քանի ճարցերի մա
սին (ամփոփում)

Հոդվածը նվիրված է վերջավոր-մ երռմռրֆ օպերատոր-ֆունկցիաների սպեկսքրալ տեսության 
բնագավառում վերջերս կատարված որոշ հետազոտությունների շարադրմանը»

Որպես այդ աշխատանքների ելակետ հանդիսացան Մ, Վ, Կելդիշի հայտնի արդյունքները 
բազմանդամ ային օպերատորային խուրձերի սպեկտրալ հատկությունների մասին»

Մի շարք արդյունքներ տպագրվում են առաջին անգամ»

I. C. GOHBERG. On some topics of spectral^ theory of finite mehromorphlc 
operator-functions (summary)

This is a review of some recent developments in the spectral theory of finite 
mehromorphic operator-functions.

The research on this topic begins with the well known results of M. V. Keldysh
-on spectral properties of polinomial operator bundle.

Some of the results are being published for the first time.

В работах [19, 20] это множество называется ядром.
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