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РАВНОМЕРНЫЕ И КАСАТЕЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ГОЛОМОРФНЫХ В УГЛЕ ФУНКЦИЙ МЕРОМОРФНЫМИ 

С ОЦЕНКОЙ ИХ РОСТА

В настоящей работе рассматривается задача равномерного при
ближения голоморфных в угле функций мероморфными с оценками их 
роста. Вопросы аппроксимации в угле целыми функциями рассмотрены 
в работах М. В. Келдыша [1, 2]. В случае приближения в угле целы
ми функциями часто оказывается, что рост аппроксимирующей функ
ции намного больше роста аппроксимируемых функций и, в силу тео
рем типа Фрагмена-Линделефа, сильно зависит от раствора угла ап
проксимации. В случае же приближения мероморфными функциями их 
рост (в терминах роста характеристической функции) удается огра
ничить ростом голоморфной в угле функции, которую мы приближаем. 
Кроме того, оказывается, что в случае приближения мероморфными 
функциями задача касательного приближения сравнительно легко сво
дится к задаче равномерного приближения.

Результаты, полученные в настоящей работе, имеют применение 
в теории распределения значений мероморных функций (следствие 2).

Теорема 1. Пусть 0<а<ß<^2~ и f (z) — голоморфная функ
ция в угловой области А? = j z £С: |arg z| -С -у-|. Тогда для всяко- 

/ ß — а \
го s£(0, 1) и <?€( 1 4՜ sin ------ ) существует мероморфная функ-

\ 4 /
ция F (z), удовлетворяющая условиям

1- I/ (z) — jF (*)l < s для z^Aa, |z|>l;

2. [/*(z)|<s для z£ C\Aß;

3. Г(г, F)<Z Ц ln М W- dt + J 1П (<?f) dt + 

1 I l

4՜ 1п+ M (gz+1 r)+ In3 r 4-1 для r^-1,

где T(r, F)—неванлинновс кая характеристика F (z), M (r)=max |Հ(z)|> 
|г|<г

l — наименьшее целое, удовлетворяющее условию 1
Գ

1 —sin ----
4

а А не зависит от г.
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Доказательство. Сделаем следующие обозначения:

/*= JceC:arg:=^, g*<|C|
I 4 J

4= (сеС: argс= ֊<7*<|С|<д*+։) (к = ֊1,0,1,---),
• 4 J

Г*(=(сеС: |С|=д*, |arg С|< “ •
I 4 J

Пусть Z* ориентировано по убыванию модуля его точек, Гк — по возра
станию, а Г* —по возрастанию arg z (z£ Г*). Обозначим через — Z*, —-Z* 
и —Г* те же самые кривые, но имеющие противоположное направле
ние. Теперь обозначим

7 = Z-i U (—Г-i ) (J l'_u Ln= и Z*. Еп = J Гк, уп = LiU Еп» 

, в__ .
Vk=A3^C: \z—Сл|< q" sin ----- -I, гдеС*=о*е * , (£=0, l,--)

I 4 J
t«+3

\z — C'j<qk sin ~~h r4e C*'= Q*fe "* '

При С е Ik, z еИ* имеем следующее разложение для

1 (C-C*)' .
' “ /=о ~

Это разложение допустимо, так как имеем оценку

|C*+1—C*

Совершенно аналогично

9-1
. ?—а

sin 1-----
4

су?0(г֊ф^’ для ՝£z*-г £ и*-

В частности, эти разложения возможны для

с с z* с ем и 2:ед,и(с\д?).
Рассмотрим следующие последовательности функций:

Л* (c-ctyQHC, z)=-
(i=0, I,-- )

z)=-2
/=0 u֊c^+1
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в которых последовательность натуральных чисел {п*}Г-о пока не оп
ределена.

Теперь определим функцию <2 (С, г) следующим образом:

= / <2* (С, я) для С £
'1 (]„ (С, я) для С€4\С;+1-

Уь имеем оценку5
1

(*=0, V)

а<2 (С, я) <Сс1Пк, где С=
(1—</) зш Р

(1)

Аналогично получим
1

С — я
ОС. г) < С<Гк для г С И*« (Г)

Оценки (1) и (1՜) получаются непосредственно из определения функ

ции О (С, я) и разложений для — •

Рассмотрим функцию Гу—■ (?,. Для произвольных е^>0 и 
2~г 3 ч — я

т
7} > 0 существует рациональная'функция (я) с полюсами на 7 такая, 
что

1 2Ы. ^(я) | < для я £ С\7 (т)),
2~1 Л С— г | 3

7

где 7 (т;) это ^окрестность множества 7.
■>} возьмем настолько малым, чтобы выполнялись условия

7 (П)П(С\Д₽)=0, 7 (т)) П П (я£С: |я|>1) = 0.
Обозначим

Оп.т = |я£С: дЛ < |я| < <7"*, |агд я|< Я~/-| для п<т.\ 
I 4 I

Теперь рассмотрим последовательность функций (/?п опреде
ляемую следующим образом:

2~г .) 2-^1 л С— я
7Л гЛ+1

Покажем, что возможен такой выбор последовательности (п*)^=0, что
бы .последовательность {Рп равномерно сходилась на каждом 
компакте К с С. Пусть г^К. Тогда можно выбрать настолько большое 
п, чтобы выполнялись условия '

К п Оп, т — О для любого ггГ> п и К Л Vп = К п Ид= 0.

Теперь, учитывая, что
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_к Г /£1<л=о,
2гс/ 3 С —г

д°л+1.ли4 1
получим

( 1/(0113(0 *)֊֊' |л>.

Отсюда, применяя оценки (1) и (!')• получим

л* /Л Р
|ЛП, (г)- л (с)| < — 3 М (г) </ "* л-.

л-41+1 л 
ч"

Введя ступенчатую функцию п (г) = п, для г£[ст*. 9*1'*) = 0> 1>՜' ')»
получим

|ГЯ (г) - Г„ (г)| < — (՛ м (г) а՞ (г) <1г. 
к л

/уЛ + 1

Теперь уже выбор |л*|*1-о определится выбором функции п (г) для 

г > 1. п (г) определим как ступенчатую функцию, удовлетворяющую 
неравенству

для Г>1. (2)

р Л (И
Из (2) следует сходимость интеграла I АГ (г) с? с1г, причем

1

л (г) е

Для удовлетворения (2) выберем л (г) следующим образом:

для г £[<?*, <7*+’) (£=0, 1где квадратные скобки означают целую 
часть находящегося в них выражения.

Очевидно
1п | М (гд)

I
Л (г)<СхЧ-------------- з------------- для г>1, (2՜) 
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где С։—некоторая постоянная относительно г.
При указанном выборе п»/^=0 последовательность |/я рав՛

номерно сходится на каждом компакте А. с С. Из самого вида функ
ций Гп (г) (п=0, !,•••) следует, что предельная функция Г (г) яв
ляется мероморфной с полюсами порядка не выше п* в точках С», ։
а также имеющей общие полюсы с (я).

Докажем, что /’’(г) удовлетворяет всем условиям теоремы 1.
Пусть сначала |г|>1. Выберем п настолько большим, что

бы г^Оо.п и |/7(г) — Л л (г)| < —. Тогда, учитывая, 
О

,, к 1 г /(□ .что / (г) = •֊— 1 ------- Л, получим
2՜/ С — г

1

\Р (а)-/(а)|<-^- +|/„ С
3 2тсг Д с —г

00-1, л 4-1

9е 1 р 1<֊+ ֊
о 2.~ J (. —г

7" 
е» —• в

Ое С (* П (Г)
------- 1------ I М (г) <7 с/г^е. 

3----- к и
1

Итак, условие 1 для функции Г (г) выполнено.
Пусть теперь а£С\А^. Выберем и настолько большим, чтобы 

|/* (а)—Гп (а)|-< — . Так как г 6 2Э_1,я+ь имеем—— Г ^-^-Л=0.
3 2л/ J С--а

ао-1, п +1 ।

Учитывая это, получим

^(а)|<4֊4֊|Гя-(а)--^ С
, 3 2~г 3 С—а

й-а-1, Л+1 1

Итак, условие 2 для / (а) также выполнено.
Перейдем к оценке неванлинновской характеристики Т (г, Г) = 

= т (г, Г) + (г, Г) функции Г (а).
г

Сперва оценим № (г, Р) = п Л. Обозначим через Л^։

и 
число полюсов (а), получим для г >1

п(г, Г)=^+2 2 п*=Л'1+2 2 П*=^+2 2 пл.
КЛ|<г 1п_г

1п д

Применяя оценку (2'), получим
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1п 
п(г, /:)<М4-(С1+- 

1п

су
\ in г . 21п g / in г J\ in г ।

1 / ln q |n_L^ln7 /1п7

Ч d

4֊ ֊^֊ S ln M(qk+'). 
in — qk<r

d
Кроке того

Q*+i «*+։
ln M(qk")< f. lnM(gf)A< ֊*֊֊ f ֊֊^֊ Л.

ç*+l —çC J ç —1 J t
q* <7*

Отсюда имеем I

2 ln M(qk+l) < ֊^— f — M A4- -Я— ln M (qr).
<7֊1 J t 7-1

Теперь для n (r, F) получим оценку
Г

n(r, F)<------- ---------T ( Г-1E-W) dt 4- ln M (qr) ) + B։ ln2 r 4- M,
. (ч — 1) ln — Y * '

a

где Br не зависит от г.
Учитывая, что для #Ç[g-1, 1) n (t, F)-^.Nlt окончательно полу

чим оценку для N(r, F)

N(r, —2s—г(f ГЬМ^> rf.<a+
(?-1)1п4-У[1 ՝< J ‘

а

л +

4՜ В 1п։ г 4՜ 1п </,
где В не зависит от г >1.

2г
Перейдем теперь к оценке т (г, Р) =— С1п+ |Гге,(|)| Предпо- 

2к J
о

лохим, что г^-д2. Пусть А—то целое, для которого г6[дл, 9/<+1)- 
Тогда ясно, что А >2, и пусть /—наименьшее целое число, удовлетво
ряющее неравенству

> ------1____
4

Очевидно., что для такого I и г £ [дл, дл+։) имеем 

гел Ç Ий+zU И<+/.
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Возьмем теперь / настолько большим, чтобы выполнялось 

|Г (ге'4)- (ге“)Ку и /> А +1.

Тогда получим

|/'/(ге'8) —/'л+; (гел)|-С•
О

И далее
1п" |Г (ге'4)| < 1п+ |/А+/ (г?։)|+ 1п 2.

Учитывая, что при [?*, </'+1) имеем

0о-։,л-1 | 
получим 1^1-3 (ге|4)К е.

Эта оценка возможна, потому что ге16 £ ИА-2 К Ил-2. Отсюда 
1п+ |Г(ге/8)|< 1п+ |ГА+, (ге'4) - /А_։ (ге'8)|+2 1п 2.

Имеем
։/=■„,, (ге*)- Гп-2 (ге‘։)|< | -^ [ / (С) <2 (С, ге'4) ^|+

2«։ и
тл+։\тл-2

+ Л [|/<:>1 7֊Цг и + -5֊ С 1/(41 тЧ К
J г, — ге'“ 2^ 3 С — ге'в 

гл-1 гл+;+1
Далее

[ 1/(41

ГЛ + ^+1

1
|С-ге«|

М(д1‘+1^)
^Л+^+1 __ ^,1+1

д/։+1+1 «2К
д1-1

(4)
11/(41|^Т1Л1< 

гА-1

1
2п дн — д'1՜1 <7~1

М(г). (5)

Оценим 2-/ ]

тл+։\7л-2

X 

2тг и 
тл+։\тл-2

„ ге'8) Л
л+/

, ге'»)| |Л|.
*_Л-1 •>,

'*и'А

При имеем
пк |Г _ 5 I/

1(2 (С, ге"-)| = 1(2* (С, ге'8)|<2 -у,-֊- г-о1՝7 --  ( . / ■
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|re'û—

а при С С Z* имеем

ICt и 
Ire'’-!

Введем функцию 8 (ге/0) следующим образом:
3 (ге'°) = min { min {|re'e—С*|}; min (|re'։—С*|} |. 

Л-1 h h+l /<-1-k lui

Отсюда для С £ lk (j l'k получим 

(n* \ 1W,.„ )•

Здесь мы использовали тот факт, что для Æ Ç [Л — 1, h + l) и rÇ|çA, 
9л+1) имеем

!c»+i֊c*i = ic;+1-c;i<9'-r.

Учитывая то, что для CÇïa+/\7a-2 и г£[?л, 9л+1)
I/ (С)| <М (?"+'+1 ) < М (?'+* г),

j |Л|<29'г, когда ££[А—1, h 4՜ fl, 

. ^гк
получим

Г I/ (Ql IQ (С, ге'“)| |Л|<29'(пл+1) W+I г)1 Г + я"՝к (֊+Y ‘ I .
J . IV (ге/в) /

'*и'*
А так как п* возрастает с возрастанием к, то

1 Г /(Q Q к, „»>Л| сd х
2^z J те

ТЛ+/Х7Л-2

X Г г + о/Пл+//___£_\пл+1+1 I.
I \ з (ге'°) / I

Отсюда получим следующую оценку:
ln+ f /(Q QG-ге/')Л‘<Ь+Л/(ç։+։ r)-(֊ 1п+пл+։+1п г 4- 

ïft+Z\TA-2

+ пл+z l ln «? 4- (пл+z+l) ln+ ——- 4֊ ln+ 2 jn2։
8 (rei0 ) it

Учитывая (4) и (5), получим

ln+ |/'’re,8)|<31n+Л/(9,и r)4֊nft+z (^Zln ? 4֊ln+—-------- нЙ֊Нп r4֊
\ о (rert) /
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4֊1п* —4- + 1п? + In*+ln* ֊L֊ + 21n2+in3.
о(re") и ф—1 9—1

(6)

По определению т, i = п (9г г) для г£ [9Л, 9*՜1), а используя (2'), по
лучим

1п ՝М(9'+։ г) - 9 r -I

пл+/<С14----------------------3------- ---------при г^[ч'։, ÇA+1)-
1п — 

d
2-

При интегрировании (6) от 0 до 2« будет фигурировать I 1п+ ——— с№.
J 5(ге")о

Однако такой интеграл оценивается независимо от г(см. [3]).
2х

— Г1п+----֊ < 2 1п 2 (/+2) + — ■
2-J 5(ге'°) 2

/ О

Теперь с учетом вышесказанного из (6) получим

т (Г> А) = 1֊ ÇIn+ |F (re'°)| dû < A" (ln+ М г)4֊ 1п г 4֊1) для г > 92, 
2՜ J

0
где А" не зависит от г. ,

Отсюда следует окончательная оценка для т (г, F) при г >1;

т (г, F)-C А' (ln+ М (çI+1 г) 4֊ 1п г 4- 1), (7)
где А' не зависит от г.

Из (3) и (7) получим искомую оценку для T (г, F)

hWO + Г 1пМ (?0 г) _|_ 1пз г+1 \
■d J t J

i 1 1

для г>1, где А не зависит от г.
Из теоремы 1 можно вывести интересное следствие о приближе

нии голоморфной в угле функции мероморфной с касанием в бесконеч
ности, с оценкой роста этой мероморфной функции.

Следствие 1. Пусть 0<a<^^<^2z и / (z) — голоморфная 
/ тс \ 

функция в угловой области Тогда для всякого рС(О, — ), е£ 
\ а /

/ В д *
£ (0,1) и 9 £ ( 1, 1 4֊ sin ------- ) существует мероморфная функция

F (z), удовлетворяющая условиям:

1. |/ (z)— F (z)| -С £е~ ՝2՝р для z^A։, |z|^-l;
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2. Т (г, Г)<А (Уу <ЛЛ + у + 1п+ М(^1 г) + г₽)

। I 1

для г^1, где А не зависит от г, а Т (г, Р), М (г), I имеют тот же 
смысл, что и в теореме 1.

Доказательство. Рассмотрим функцию еК^г , где К-,>0 пока 
1произвольная константа. Эта функция голоморфна в некотором угле 
Дт, где 0<С?,\7<^2к> и максимум модуля ее не превышает еК* для 
ж|< г. Тогда по теореме 1 существует мероморфная функция о> (ж), 
удовлетворяющая условиям:

1. |о> (ж) — для ж£Др, |ж|>1;
2. Т (г, ։»)-С Д'г? для г>1, 
где А' не зависит от г.

Теперь рассмотрим функцию <р (ж) = / (ж) <՛> (ж). Эта функция голо
морфна в угле Ар и имеет в нем максимум модуля, не превышающий 
М (г) (еЛРг?+ а), где М (г)—максимум модуля / (ж) в области АрП[ж£ 
£С: |ж|-<г}. Вновь применяя теорему 1, получим, что существует ме
роморфная функция С (ж), удовлетворяющая условиям:
1. |<р (ж) — С (ж)| < в ДЛя ж^Л„, |ж|>1;

2. т(г, о<А" (уу 1пЛ^?т)+ у л/(?'+1 г)+г?\

11 I '

дляг>1, где 9 и I определяются, как и в теореме 1, а А" не зависит от г.
Докажем, что искомой мероморфной функцией будет функция 

^ (*) =—7-7. Для ж£Дв, |ж|>1 имеем
® (г)

I/ («) ~ Г (*)К 6 |а) (ж)!՜1 .
Кроме того, из свойств ш (г) получим

Лр СО» (|-р )|։|Р

I® (г)1>е — е для ж£Аа, |ж|>1.

Теперь выберем настолько большим, чтобы удовлетворялось 
неравенство

а'рсо։ (|-р)гр

е — е> е’-' для г>1.

Отсюда

|«> (ж)|>е|г|(> для ж^Аа, |ж|>1.
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Окончательно получим

I/ («)— F (г)| < ее՜ для z £ А», |z|>l.
Условие 2 также выполняется в силу того, что

Т (г, F) < Т {г, G) + Т (г, ш) + const.
Отсюда

T(r,F)<. dt dt+ j + ln+ М (9<+1 г)+г? )

1 Г ։

для г>1, где А не зависит от г, и следствие 1 доказано.
Замечание 1. Условие 2 теоремы 1 дает возможность обоб

щить эту теорему на случай нескольких непересекающахся углов вида

z^C: |argz 1, 2,- • л), если в больших непере-

секающихся углах Др/ заданы голоморфные функции // (г) (у = 1, 2, • • • 
л). Рассмотрев для каждого из этих углов мероморфную функцию 

Г) (г), удовлетворяющую условию теоремы 1, где вместо в берется 
6 "

—, за искомую функцию можно взять Р (г) = ^\Р)(г).
п 7=1

Учитывая это замечание и повторяя рассуждения, приведенные в 
доказательстве следствия 1 с некоторыми изменениями, получим сле
дующую теорему:

Теорема 2. Пусть 0 • 0Я < 2к, Да^ = < z£C: |arg z —

-0/К ֊). ^,= ЦС: |argz֊6y|<^ 
) I Z J

причем Аву с Д^/։ где

П (0)= 0, и fj(z) — голоморфные функции в Ар, (j =1. 2, • • •, л). 
/-։

(IC \
0, — ) (j = 1, 2, • • • , л), 

aJ /
s£ (0,1) и q £ (1, 1 + sin —\ где о = min ----- —l существует ме-

\ 2 / I 2 J
роморфная функция F (z), удовлетворяющая условиям՝.

1- \f) (z) — ^(z)l<гe-'։|p> для z^^aj, |z|>l (/=1, 2,-• n),

2. T (r, F X a(^ J [*ln dt dt+ J dt ln+ M (qi+1 r) -|_ rp 
1 1 I

для г >1,։де I — наименьшее целое, удовлетворяющее неравенству
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9'՜1 >------ - ---- —, M(r) = max \М (г, //)}, р = max (р/),
1 .° Kin к/^п1 — sin —

2
а А не зависит от г.

Замечание 2. Для доказательства теоремы 2 достаточно в 
доказательстве следствия 1 взять за w (г) мероморфную функцию, ко
торая в углах Дг zj Д,зу равномерно приближает функции fj (z) = 
= exp z^j (у = 1,2,---, п). Такая функция «<(z) существует, в
силу замечания 1. Аналогично, за G (z) берем мероморфную функцию, 
равномерно приближающую в Да/ функцию w (z) fj (z) (/ =1, 2, • • -, n).

Теперь применим теорему 2 к доказательству одной известной 
теоремы из теории распределения значений, которую мы сформули
руем как

Следствие 2. Пусть заданы произвольные конечные комплекс
ные числа аи а2, - • •, ап. Тогда для всякого 0< р <^со существует 
мероморфная функция F (z) конечного порядка р и нормального ти
па, имеющая числа а1։ а։, • • •, ап своими дефектными значениями.

Доказательство. Для всякого конечного р^>0 существует а 
для которого выполняются условия:

\ 0<па<2к. 
\ а /

По теореме 2 существует мероморфная функция F(z), удовлетворяю
щая условиям:

1- 1^ (*) — aj |< е е~1։|р для z £ Д1у, |z| > 1, е£(0, 1);

2. Т (г, F) ^. Аг9 для г>1,

где Д։. = z£C: |arg z ֊ 8У| < Л|։ " д \{O}=0, а А не зависит 
2 I 7=1

от г. Функция F (z) будет искомой.
Покажем сперва, что значения а1։ а2, • • • ,ап являются для нее 

дефектными.
Действительно

2' ’/+ Г
m(r, at)= ֊ [ 1п+-------- ----------— Г 1 +______ -_____ jo

2«J tF(rel9)֊aj\ 2гг J 1п |Г(ге«)֊ау|
п п

Отсюда и из свойства 1. F (z) для получим
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Отсюда и из свойства 2. F (z) имеем для г^1

'г*+ 1п — )
г(В,)-Ит-^Г>11»

г— Т (г, F) г-- Аг- 2т:А

То, что порядок F (z) —ри тип нормален, вытекает из неравенства

Т(г, /)= T(r. а,)+ О (1) > m (г, а7)+О(1)>^-гР+О(1).
Л Ï*

Отсюда

А' г* <,Т (г, F) < Л г₽,
где А' и А не зависят от г.

Из этого неравенства получим

U„ log Tir, f) _ ₽
г-~ log r

О А' -С Нт —(֊՝~֊С А < ос',
г₽

Итак, следствие 2 доказано.
В заключение считаю своим приятным долгом выразить благо

дарность моему научному руководителю Н. У. Аракеляну за поста
новку задачи и оказанную помощь при ее решении.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 15.ХП.1970

Լ. Ա. ՏԵՐ-ԻՍՐԱՅԵԼՑԱՆ. Անկյան մեջ նոլոմորֆ ֆունկցիաներին նաւէասարաշափ և շոշափող 
մոտարկումը մերոմորֆ ֆունկցիաներով և նրանց անի ցնանասւականը (ամփոփում) ։

Հողվածոլմ ցույց է տրված, որ հավասարաչափ մ ոտ ար կումը անկյան մեջ մերոմորֆ ֆունկ
ցիաներով կարելի է կատարել այնպես, որ մոտարկող ֆունկցիաների կարգը և տիպը հավասար 
են մոտարկվող ֆունկցիաների կարգին և տիպին։ Այնոլհետև դիտարկվում է մերոմորֆ ֆունկ
ցիաներով շոշափող մոտարկման խնդիրը, որը բերվում է հավասարաչափ մոտարկման խնդրին։ 
Հոդվածի վերջում տրվում է արժեքների բաշխ մ ան տեսության մի հայտնի թեորեմի նոր ապա- 
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L. A. TER-ISRAJEL1AN. Uniform and tangent approximation of holomorphic in 
an angle functions by meromorphic functions and estimation of their growth 

(summary)

It is shown in the paper that the uniform approximation in an angle by mero
morphic functions may be carried out in such a way, that the order and the type of 
approximating functions coincide with those for the functions being approximated. The 
problem of tangent approximation by meromorphic functions is also considered by re
duction to the problem of uniform approximation. A new proof of a known theorem from 
theory of distribution of tbe values is given.
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