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И. 3. КОВАЛИШИНА

АДДИТИВНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ 
РЕАКТИВНОЙ МАТРИЦЫ -ФУНКЦИИ

Обсуждаемые здесь вопросы тесным образом связаны с одним 
из основных фактов, установленных в статье [1] В. П. Потапова (тео
рема 4). Там рассматривается рациональная матрица-функция ш (X), 
разложение которой на элементарные дроби имеет следующий вид:

™ (>■) = /+ 3 (’* = Яе X*).
*-1 ' А*

Для того чтобы матрица-функция то (X) была /-несжимающей в правой 
полуплоскости и /-унитарной на мнимой оси, то есть

(1) то* (X) /то (X) — />0 (Яе X > 0),

• (2) то* (Ւ.) /то (й)֊/=0, 

необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты а* удовлетворяли не
равенству

(А) 
2д* 2<у
Х*+ Ху

(к=1, 2,- •, т; у =1, 2,• •т)

и равенствам

(В) 2’/А = 3 ֊^^/ау (у = 1, 2,•••-,/п).

'Здесь /— произвольная эрмитова матрица такая, что У2 = I.
Для краткости рациональную матрицу-функцию то (X), удовлетво

ряющую условиям (1), (2), назовем элементарным множителем.
Тем самым установлены необходимые и достаточные условия 

элементарности множителя для того случая, когда все полюсы то (X) 
являются простыми.

Естественно возникает вопрос об описании структуры элементар
ного множителя в общем случае без каких-либо ограничений, наклады
ваемых на кратность полюсов.

Первым этапом решения этой задачи, по-видимому, должно быть 
исследование элементарного множителя, обладающего одним полюсом 
произвольной кратности

».(>■)=/+ 2 - п (՛+ рг> = р’- 2°°р1-/><>-

л=1 V՝ ’о) ,=п \ А Ао '

Сопоставляя его с элементарным множителем
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с различными полюсами и теми же проекторами, мы видим, что ш V-}՜* 
-г- ш0 (X) при ку-» )ч>. Так как связь между коэффициентами мультипли
кативных и аддитивных представлений а՛ (>•) и ю0 (>•) очевидна

-) = |/+*£ 2^+...+
\ л*—лл / I л—1 /.*—К

2а1’ ‘ '2сг*֊1 А- • • А-1 I р ( у, у -------- 1_
(х*—х^ • • • (хА—хл_։) ( I ^^Хд-Хр

И

। 2°*4 1 • • • %>.. 'Рк + 1 * • ' А]

(>֊*֊ >.*+.!)•■•(>■*֊)„ Г

«1-1, 2,--,
«|+2,---. Я—(Л—2).

яА=лА-1+։< “Л-1+2.---, П

то можно рассчитывать на получение необходимых и достаточных ус
ловий, которым должны удовлетворять коэффициенты ^4Т, путем пре
дельного перехода в условиях (А) и (В) для ш (>.)•

Заметим однако, что, несмотря на простоту ситуации, решение 
задачи связано с довольно сложными выкладками.

После этого уже нетрудно установить аналог условий (Л) и (В) 
для общего случая произвольного элементарного множителя с любым 
набором кратных полюсов.

Наконец, соответствующие условия могут быть записаны и для 
произвольного реактивного элементарного множителя, то есть множи
теля, удовлетворяющего дополнительно условиям вещественности и 
симплектичности.

Полученные здесь сведения могут оказаться полезными для ре
шения проблемы, поставленной еще В. Кауэром [2] о построении ре
активной цепи по заданной передаточной функции с минимальным ко
личеством сосредоточенных элементов и об описании всех таких цепей.

§ 1. Вспомогательные предложения

1°. Нам понадобятся несколько очевидных следствий из интер
поляционной формулы Лагранжа
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Здесь Е (>■)—заданная функция, узлы интерполяции, ■?(/)=('/.—)п) X 
Х(л—/։) ••• (>■—1-п), а Р О) —полином степени не выше „п—1“, значения 
которого в узлах интерполяции совпадают со значениями функции Е (к).

1) При /г(к)=1 получим

Дф'(>-/) >—>֊/ (1)

2) Если Е (к) — полином степени меньшей „п—1“, то

у ГМ 
/Дф' (ку) 0. (2)

3) Если Е (к)—полином степени „п—1“:

то
Г 0֊) = ао'п~г + о։)Л՜2 Н-------- 1- ая-1,

" Г (ку) _ ар
Дф'(ку) 1 (3)

4) Вообще, если Е (к)—произвольная функция, то

з МН (4)
У-! Ф Оу) 

где £)Л-1 [Г (к)]) — разностное отношение „п—1“ порядка:

Ми (')1— , , ’ , } 11
[Г(к)] .-=Ь-Ьк___ ,• • ■.

к»
Из последней формулы в частности вытекает, что

Иш 2
^(ку)
ф'(ку)

____
(т—1)1 (Д'՞՜1

Ь (>о).

2°. Основную роль в дальнейшем будет играть обобщение по
следней формулы на случай функции двух переменных.

Пусть функция двух переменных Е (р, к) аналитична в некоторой 
точке Мо (р0, к0) и точки

Р1՝ 1ла»‘' '> 11р> \>՛ ■•՛> к<г

выбраны в окрестностях точек р0, к0 соответственно. Положим

(р) = (Р — !Ь)(Р — Ра) • ■ • (Р — Ря); Ф? 0 ) = (к — Ч)(к — у • • ■
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и покажем, что при

Р1, Р* "» Рд—Ро>

—* >-о 
функционал

£(£) = У V Г^’,Л/)--------- >---------1---------------— Г(ь„ >,).

Для вычисления функционала £ (/) разложим функцию г (р, '■) в ок
рестности точки Мо (ц01 /.0) в степенной ряд 

/7(р,>)=^(ро,М+111-(/-/(Ро, М(Р֊Ро)+ / Г(Р„, *0)(К-\>4 + 
1! (сф о/- )

1 ( д2 д2
+ ■^Г1ГТ7г^<» '֊о)(р—Ро)2+2 — ЛРо, '֊о)(р—Ро)(к—'֊о) + 

2! 1с?!«.2 д'^о/-

д2 ) 1 < ль
+ ^(Ро, ММ* +• • • + ֊ ~ Г(р0, У(Р- Ро)‘ +

+ ;ЛР»Л)(Р-Ро)‘ ։0-\>)+- • -+С* £-Г(р» /0)(>֊-и*|+- •

Функционал Ь на любом члене ряда имеет вид

/ _ 1 Гл ^И+ЛГ
"■я՜ де+Л)|Сл*',^7 /"(Ро, М 2 2

։>=1 /■=!

(р,—Ро)Л<(<-<—\|)'У
<?ДрЛ 0՝1)

1
(М+Ы)\ +л/ <?/'

^(Ро,М 2֊Ц֊^ 

(Р^)

Возможными являются следующие три случая:

1) М<р или №<^Ч'՛ тогда в силу (3) £и л =0;
2) М = р—1, 7У = 7֊ 1; в силу (4)

Ьм. Л' = 1^0 — 1. а -1 = -------------------Р 4 (М4-Л7)! С н+Л^!х И д).Л' ^(Рв, )-о) =

1 дР+ч֊2 „ ։
(р-1)! (<7-1)1 <?!«₽-։ <?л?-։ КГо’ <в);

3) М> р, д.
В этом случае можно дать оценку для Дн.л' через Л = тах (|р^ — Ро|), 

к. = тах (Рч —>֊о1), а именно

^.и+.у 

д)Р
^(Рп, >֊о)

С1л^ £ Л (н-Ро^Оч-Хр)* | 
(М + Л7)! " фр (р.^) ?'ч (}.։)

1 ^.И + Л’

М1М д\кЛ1д)Р
•ЛРо.М С5Г1 л”-р+1 сх՜՜1 ^-’+։
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Применяя функционал Ь к /?(р, >.), получим

„ , др+ч-1+с?«-'£^=?'гь.их 
ар^ол’ 1

4, ’ (н-ро), 
Й1 1-1 ?Р (М ?« (М

„ Лр+ч—1
+ Ср+ <7—1 ^(Ро» Ло) X

ОуР~'())Ч

4, 4, (Рл-РоУ՜1 (\-\»)? , 
?ч<м

др+ч-1

д՝1Р+ч-1

р ч
Г (Ро> '-о) 2 5 

5=1 6=1

1 дР+ч-21
■ =----------- ---------------------------- ^(Ро, и 4-/?.

(р—1)!(д—1)! <?р₽-։ <?).»֊։

Оценим остаток ряда

|я|-<
1^+?-! /!
[др*’ д).’՜1!

С^-1 СГ։Л+ ^֊^1 С’р+?֊1 6?-Ч) +1
(р+?—1)1

4------- --—|
(И֊?)! 1

1 др+ч р С^С^}Л«4- дР+ч Р Счр+9 СГ^СЧ,՜1 к +|др*’+1 д՝1-ч~г дрР д'/.ч

-I-----д^ч_р_ с,+1 Ср_1 сч 1 ^,1 + ... =------ 1--------- I1^+? 1 А_|_
Р Р | (р—1)1 (д-1)Ц|<?Р^Л«-։

0я+« р 

дуР~х д)-9+1

4-
^р+ч-1 р 

д\>Р-'д1ч

к | 4------------ - -----------!
) (р-1)1(д֊1)1 2! 1

дР+ч р 

д\1р+1 д)-9՜1
А»4-2

дР+ч'р 

д\>-р д)-9
кк+

& и-....

Сопоставим мажорирующий ряд с разложением в ряд производной
дР+Ч-2 

ду-р~}д՝1.ч~г
Г(р, ).)֊

дР+ч-2 1 [ дР+ч֊' с
------------------- р (р<ъ ^о)= -----{ ---------------- Р
<?Р₽֊^).’-1 1! |др/’<?>.?-։

(Ро> М (Р—Ро) +

<?р (р^)?? (М

Ар+а— 1 1 1 ( Г1Р+Ч+ (Х - } + 21 г^-^'+

др+ч дР+ч . /I
+ 2 , оА а ^^0’ я .0-1 л'о+1 ^0։ МО--Ло) р

д^Р д/.ч Ор₽ 1 0)-Ч 1 )

и, так как производный ряд будет абсолютно сходящимся в окрестно
сти точки Мо (р0, )0), то ряд

1! I

^р+<7-1 р 

д\>Р д՝!-4՜1
I |Р — Р01 +

^Р+ч-\р 

дрР~1д).ч
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становится как угодно малым при р—♦ Рх>, >■ —* *֊о- ДАЯ остатка ряда |7? 
это означает, что |/?| < в при |р-л — 11о1<^*» !'•'— *»К?' (« = 1, 2,'"> р! 

< = 1,2,..., 9).
Таким образом, показано, что

р яИт 2 2 =1—г (*>, >,) 
?; (м ?; (>֊/) (р-1)1(<7-1)1

(5)

3°. К вспомогательному материалу относится и следующее мат
ричное соотношение:
пусть даны п точек \, л2, • • •, Х„. 'Рассмотрим функции

фл ().) = (к-А^А-Л,)..

?«֊։ (>՝) = (>• ֊ >֊,)•• • (X — Х„) = ,
'п

<Рз (X) = (>. ֊ ХЛ_։)(Х - Хл) = ֊^֊ . 
X—ля_2

<р1(Х)=Х֊ХЛ = -?^-. 
л.—лЛ_։

Их производные в точках /1։ X,,• -•, Хл будут 

<рл (Ху)= (X/—X։). • -(Ху — Ху_։)(ку — Х/+1)- • -(X/ — Х„), 

*֊» (X/) = (ху - ?.,)... ()7_ ху.оа, ֊ ху+1)... (ху ֊ хл) 
и т. д.

Рассмотрим матрицу 

1 1 1 
?л (Х1) ?л (*ч) ®л (Хл)

Т= О -Д----- ... —-----
?л-1 (>-г) Фл-1 (Хл)

О 0 • • • —Д-----
?л(Хл) 

и покажем, что обратной матрицей будет

?л-1(?ч) ?л-2(>ч).. ф։ (4) 1

0 ?л-2(Х2).- -фх (Х8) 1
1 о о .■..%(/,) 1 

О о • ••■ О 1 .

В самом деле, пусть Т- Тг= (Ьц).

Тогда при /=Л Ьь> = <?„->։ (Х4). —■.—-—— =1; 
фл-*+1 (X*) 

(6)
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при у < к, очевидно, 6*, = 0;
и, наконец, при / > к-\-1 в силу [2]

- • 1 ~ =0,
Л-* ?л֊*+։(л։)

так как подсчет степеней дает

(п ֊ Л 4-1) - (п —/) = / +1 — Л >2.

§ 2. Необходимые и достаточные условия элементарности

Теорема. Для того чтобы матрица-функция (л) = 7 •+֊ 
, (2а0)*Л„_* ,

+ >, —;------;—— была элементарным множителем необходимо и до-
»-1 <л —\>)

ста точно, чтобы коэффициенты Д7 удовлетворяли неравенству

(А)

/к = 1, 2,-,п \ 
\у = 1, )

и равенствам

(В) 7Л-,= 2 ^(֊!)•« <а+Р(-2>| А\_,)Ар... (р=1, 2,..., Л).
«=13-1 (а—1)1 (р—1)1

Доказательство. Необходимость. Пусть ш0 (X) = 7 +

+2(^.‘=п(/+^
V* '֊о) /=]\

то есть удовлетворяет условиям

Ши (X)/ш0 (X) —/> о (1?еХ>0),

ги0 (К) /ш0 (։■։) — /= 0.

Из теоремы 4 [1] вытекает следующее выражение для /-формы эле
ментарного множителя

является элементарным множителем,

4-57
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Сейчас целесообразно переписать ее так

№* (X) /то(Х)-/ = (Х -ГА)

хЛ-*2°' д;/а/ )т՝֊1-7’

2 2 2а»2°Ра։ ]а? ?Л-» (Х։) _ ---  ?л-/ (Х₽).
3-1 «=1 Хв-|-Лр

\ Х*4-Х/ /

х-*з

/ 
Х-Хл

где матрица Т имеет вид (6).
Дело в том, что при Ху —<■ \

I
X—\

2——֊ 
Й?л(Х/) X—X,

I '

<Рп (X)
1

X—).3 =
2-т1------------'֊
)-1 ФЛ-1(Х;) X—X/ =

/
?л-1(Х)

I 1 1 I
Х֊хл 1 ?1(ХЛ) X—Хл ?1 (М

I
О-ЧУ 

I 
(х-М"֊։

I 
Х-Хо

и мы получим нужное обрамление матрицы /-формы для то» (X). Зада
ча сводится тогда к отысканию предела матрицы

о 0... о 2^2^ > , _ 2^Сп_ ; ,
<ря_2(М/фЛ-2(М/о... 1У^ х1 + хЛ ։Уя

<Р1 (Ч) I ?’ (Хз) I <Р?(Ха)7- • 0 Д ?3"2зкс; /а .. ^а”2а"

I 1 I ••• Г ЧХя+>а >֊л+Хл
О֊п ]ап

X
\ о

?«-/ (ч) I- 
о

• ?! (Хз) / Г 
?!<М/ /

О I

=ы.

Р ассмотрим произвольный элемент этой матрицы

= [?«-* (Хх) ().А) Д 0, • • •, 0] X

?л-> (Ч) /

?л-/(Ху) I 
0

0
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Если в этой сумме заменить а и а? их выражениями

то 6«/ представится в виде суммы произведений проекторов 

А)

со скалярными коэффициентами.
Выберем какое-либо из таких произведений и выделим из этой 

суммы сумму слагаемых указанного вида. Так как произведение 
Р,, • Р-ь, • • ■ Рчр войдет в состав а» тогда и только тогда, когда среди 
его множителей присутствует Р», то при суммировании следует учи
тывать лишь значения а, равные с^, а։, •••, »4, где а4+1>&.

То же относится и к суммированию по индексу р.
Таким образом, выделенная сумма имеет вид

«У / " М X
2ов1-• -20։рр;-• р;։/Рз,• • • Рз.-гзз, • • х

1 ?«-/ (х?-)
Х- —------- Г7ГТ՜’ • <*>Фа (ХрЭ

где (X) = (X - М • ■ • (X ֊ ф? (X) = (X -Х?1) - - - (X - Х3Д
Однако в ней суммирование можно продолжить до р и ц, так 

как в точках Х„р таких, что а₽ > к, ®я-л (Х«'р)=0, и вычисление преде
ла выражения (*) сведется к отысканию

Ит У У ?я~*(Лдр) _ 1 . ,
Ы>,₽) Ч+Ч

Воспользуемся формулой (4, § 1)

' Р(^, м 1
пт >; >. —;-------------- -— —---------------------------------------Р(Нп. Хп).

(р֊1)!(д-1)1^֊։^֊1
*г- 

рассматривая в качестве

Р(Н Х)|= <ря_* (р.) ■ —-фя_у(Х). 
р4-л

Несложные вычисления частной производной приводят к равенству
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Ilm V у *-> <Ч> 1 Т-/(Ч) _ <- р'*””'-"-‘
£ fe().f) 1-,+Ч ♦; (Х»։) (2а.)'*””'՜” ՛ '

z __ (д 4- g + £ ч- / — 2n —2)!
(р + к — п—1)!</ -г/— п —1)1

Таким образом, скалярный коэффициент при произведении проек
торов

после перехода к пределу имеет вид

/2з)Р+9 (-1Х+^*+/-й>֊2 (р + д+к + ] — 2п —2)1
(2,0)₽ш»+/-2л-1 (р_|_Л_п-1)! (д4-/-л-1)!

то есть зависит лишь от р и д, но не зависит от частных значений 
индексов.
Это позволяет сгруппировать всевозможные произведения проекторов

с одинаковыми с и д, то есть выделить в предельном значении сумму

(2ас)2՞ + 1~ (* +/). (—1 )р+?4* । )-2п-2 (р + Ч + к + j— 2п —2)1 х 
(р+к—п— 1)! (</ + j—n —1)!

X 2 (/v--ä,)*/2 (^.••■Pß9)=(2’o)2n+։-(*+y)-(-1)<’+’+*+/՜2՞՜2 х 
а,-1,2, - .П-(Р-1), 8.-1.2 .... »-(»-«

а ։-а,+1.--, Л-(р_-2). Л=") + >-" "

«Р-’р-1 + ։.—. л Э?_3С_1 + 1,...,Ч

Здесь уже
Легко

у \к֊г </ -т-к-гу — лп — др .•
х\ -------------------------------------- г+п — р /а*(р+к-п-1)\ (?+/—л—1)! 7

Ап-р, А„-,,— коэффициенты аддитивного разложения о>0(Х). 
видеть, что 11т 6*/ представляет собой сумму таких вы- 

Лв -*■ А։
ражений

О п п
Ьк. = lim 6*/= 2 2 (2а0)2я+։-(*+/> . (—1)/>+?+*+/-2л֊2^

у + 9 + J — — 2)!
(р + к— п—1)! (g+j—п—1)1 

Вводя новые индексы суммирования

An—р JAn—

р + к — п = а,

Ч + J — л = ß.
где а=1, 2,•••, к", ß= 1, 2,•••, j,^окончательно получим 
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и, следовательно, после предельного перехода неравенство (А) для 
и» (X) преобразуется в неравенство

(Л) 1 «֊<•*■» 2 2 (-!)•*>. -°
!; "։"։ (а—1)1(3—I)! II

(к — 1, 2,- • •, п; У==1, 2,- • •, л) для ш0 (X).
Преобразуем далее условия (В) для ы (X)

п q_ п
Ък]ак = 2 £ Jak (к =1, 2, • - •, л) (7)

в соответствующие условия для w0(X).
Перепишем систему (7) в матричном виде

[2®i Ja.!, 2^3Ja3, • • •, 2^nJa.n\ = [/,/,•••, /| X

. 4з։5г • , 4огяя - , у/ 1_а, Jai... Я1 jan «
I 'ч “Г'Т *Т + /։л 1

X ...................................................................... I
\ 4аясх • . 4з3ал • . f
\=—-֊ вя/вх---=— а'’/“п /

ллТ S. 1'П-Г^-П
или
[2^ Jal,---,2^Jan]T֊^\[I,■■■,![ Т*-Т֊'№^- ак]<1Дт֊' .

Предел матрицы

V*+>./ /

при условии X*, Ху \ известен и, так как

[1,1, ■■■,!] /]х

—------ и • - •
ФлРч)

I 1
?л’Р֊а) <Рл’-1(М

О

О

1 1_____________1_
?л'(ХЛ) «п*_։ (Хя) <р։’ (Х„)

у -4----- ^_1=[0,0,...,0,Л,

то остается найти
lim Poj/aj,-• 2ол/ал] Г՜1 =

= lim [2а, Ja,,- 
Ар Aj,- • кп *• Ао

-,2ал /ал]

фл-1 (XJ I ?n-2 (Xj) /•••<₽! (X!) / Г 
0 ₽л-2(Х5)/--- ?1(XS)Z Z

О
О

О • • •?! (Хл-1)//
0 0 7/
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2 л— I
= Нт [2а! /а։ ?л_1 (X,), ^՝2о,/а, ул_о 0֊»), — > Ч 2 3» / <*« ?1 О*)»

Х„ X*.--, Х„-► X, ։_;

22»«/ая]. 
а=1

к
Рассмотрим Нт "V 2а,/а, <рл-* (X,). Если в сумме заменить 

х„ к,,-...хл-» х,

а, его выражением

■ -|>+У^ | .. ,2у--2».-.-Л - Л-,1л(л у ?215- +
I (£{,ч> (*•։----—/֊а-1) ] I ₽^^+1

। । 2°Ч-1 ՛ ‘ ՛ 2°л ' Р»4-1' ' ' Рл]

(Ха Х,+։) ։ ֊ ։ (X« — ։՝п) ) 

то она представится в виде суммы произведений проекторов • • • 
• • - Рчр со скалярными коэффициентами.

Выберем какое-либо из таких произведений и выделим из рас
сматриваемой суммы сумму слагаемых указанного вида.

Так как произведение Р,, • • • Р, войдет в состав а, тогда и толь
ко тогда, когда среди его множителей присутствует Р», то при сум
мировании следует учитывать лишь значения а, равные *։, •••,«*, 
где о-з ^к, а3+1^>к.

Выбранная сумма имеет вид

2<Ч • • -2а.,/Ра, ■ • • Р,Л

^1 фр<4)
где (X) = (X — Ха,) ■ •

Заметим, что

если ар^>£ и

2?л-Л (Хл )   5—, ֊рл—* (X, ) /1 \ П
' = 2 ֊н-г-’так как 9"-‘(А։р)=0’

р—։ Ф₽(Ч) р՜1 ?р՝А-։р'

А фл-* (ХЯр)
& Ф,(Ч)

О, если п — к<^р—1г 
1, если п — к = р —1,

х,р -х,. (р —4)! с0.р-։
= 0, если п—к^р,

в силу формул (2), (3), (4) § 1. 
к

Таким образом, в сумме у, 2аа ]а^п-к (/֊ар) после перехода к
а=1

пределу остается лишь сумма произведений проекторов, содержащих 
точно р = п—&+1 множителей Р,, • • РяЛ_>+1 с одинаковыми коэффи
циентами (2а0)л_*+։, и, следовательно
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Пт 2в, /а,ф„_Л (>.,) = (2а0)«֊*+> / 2 (Р
«*'*,.1 а»—1,2,”

= (2а0)я-*+։ /А- (Я - * +։) = (2а0)"֊* +» /Д*_։.

Итак, условия (В) для ш0(л) запишутся так:

((2=о)л/А.---> 2’о/А-։]= [0,-• •, 0, |2я+։_(4+/)у (_1)։+₽х

,։=1

. = Ь»"-'2 2<֊1)՛” х
(а + р-2)! !

Х (а-!)!(?—1)1Ап՜^ ' ₽|

ИЛИ

(2ао)-^։/Л-1=(2°о)л+։^ 2 2 Н)‘+^£=^7

а-13-1 Vх---1)՛ (Р 1)1
X Ал-а (р = 1, 2, ■ • •, п).

то есть
Л р 

]АР^\ = 2 2 । 

«-1 ₽—1
(а-1)Ц₽-1)! Ап-л]Ар՜* (Р -

Необходимость доказана. Достаточность. 
Пусть выполнены условия

(Л) ֊»2 2 (֊ 1).+»л 
,=1^1 (а-1)!(р-1)

>0 (Л=1,2,--, л; /=1,2, • л)
и

(В)/лр_,= 2 2(֊1Г>,/^,„ 2).|.,л;../л,-, (р=1,2,---,»).(а 1)цр 1)’
Составим /-форму для ш0 (>֊)=/ +2 ~ - -^л~р 

р=1 ~ Юр

< 0֊) 0.) -/=(/+ 2 / (/+ 2 ֊ /=
= у (2=о2‘г , у у (2д .р+9 Ап-д]Ап-р у (2ао)₽/д п-

А, °; £֊М’(Х-Хо)'+ Р'
Заменим в средней сумме дробь -=—=——-----------  суммой дробей



56 И. В. Ковалншина

_ 1 (Х+>.)_(-1)‘+<» С.%з _
(А “ £ £ (2аи)«+<>+։ (А֊ \>У-Я (>֊ ֊

У (֊1)^ С^-, , .
£ (2°о)’+р (>֊->-0)₽-? ' £ (2’о)"+։0- М’-’

Последнее равенство получается из очевидного тождества

1 _______Х4֊Х______________ 1__________
(Г-Х0)Р 2о0 (/Г— Х> (X _ >„)₽ 2®о ('• -М’՜1 (х - '^р

х (р + ? + <-+;-2п-2)! 
(<?+^—п—1)1 (р+/—п— I)1

■_____________ 1____________
2=0 £֊ли С'-м₽-։

Тогда

(^£Л'-У-+%
0=1 Л0Г о=1 р=1

<-1)р+а_с^г-1 ■ у У сн-~о(-1)а+?с^ _
I £ (2=о)₽+а (>• - Ч)ч~л -Г £ £ (2а0)’+3+1>:(А- Хо)?՜ • (X-»,) ’

/у1 (-Р^СД,-, ) 4 (2з0)р /А _Р
£(20о)^(х-^-э/ + £

= 323 (-1),+р с£|
0=1 £ £ £ (2=о)‘+₽+1 (А -7^֊’ (/.֊

у у ?у(2=оХ^д;-о/л

(2=о)-°+а
п-р (—1р,+а Ср+я—1

+ [ у " «, ^(2а0)Р^ Д;_9/Лд_р (- р»+3 СД₽_!
Ь-1 ^֊К)р ££з£ (2а0)»+3 (А-/^

Рассмотрим отдельно каждое слагаемое последней суммы:

Р 3 2 3 2(Х+7)(2а0)Р+»-(’+₽+О ■(-!)«+? с9а+?-^А2.-я ^Ап-р____
0=1 Р=1 ։=0 з=о (л—

л п п п

-22՝ 2 2
*=։/—< о-«—*+1/>—л-у+1

(А + А) (гоо)2"-*- ■- (* Ч- л 
0՝-7о)Л-*+10—

(---1)Р+0 + *+1-2л-2
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где введены новые индексы

д — 1 — п —к +1, р — 3= п. — у4-1, к = 1, 2, • • •, л; у = 1, 2,- • л;

£ =п —к 4՜ 1, • • •, п; р = п —]' 4՜ 1, • • •» п.

Полагая
л — д = к — з, п — р = у — I, 

получим

(з +1 -2)!

(з-1)! (#-1)!

ПЧ V1 (2°о)Р ]Ап 
£ (^֊М"

К1 Ап-д ]АП-Р
£АЙ> (2’о)’+?(>֊>о)₽-р (-1)’+’ОД_,=

р — ? =5

у (2°о)р ]Ап-р V С^ао)!։Ап—д]Ап—^-1 ,_ п»+з (?~1-Р 1)!
Й (к֊мр (>—>о)-’ ?!(д-1)!

* . ₽=х-1

(2го)РУ-<4«-р I -^1 (2°о)Д Ап-д /Лл—с+1-л

А ААА X

X (-1)’+*-։
(7 + ^-2)! ,,0 

(=֊!)! (9-1)!

на основании условий (В). 
Итак, окончательно

< (>•) }ги0 (К) - у = (к 4֊ X) Г-Ц-? 

I —'о/

к—кр
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откуда в силу неравенства (Л) следует, что 
«»о (*) Р') — У >0 (Ие Х> 0),

«о (>֊)>о (>■)֊/ =0 (Яе).=О), 

что и требовалось доказать.
После доказанной теоремы доказательство аналогичного факта 

для произвольного элементарного множителя с любым набором крат
ных полюсов уже не представляет принципиальных трудностей. Точ
ную формулировку условий (А) и (В) мы опускаем из-за громоздкой 
записи их.

Тем самым можно считать решенным вопрос о структуре произ
вольной рациональной матрицы-функции /-несжимающей в правой 
полуплоскости и /-унитарной на мнимой оси.

§ 3. Реактивный множитель

Принципиальным для синтеза электрических цепей является воп
рос об аддитивной структуре произвольной реактивной матрицы- 
функции.

И здесь для простоты ограничимся формулировкой результата 
для того частного случая, когда реактивная матрица-функция имеет 
полюсы п-го порядка только в четырех точках

\>> '-о, —
Нормируя ее условием ги (со) =/, запишем ее разложение на простей
шие дроби

ш ().) = Я- + у(-2°о)2Д,-* у(֊23о)*Сл-»
~ 0—>о)‘ Й 0֊+лоГ £(М)‘

! у(֊2^о)* а֊*

где

5т = /Л /• =А1։ Р1=/А1 ]= ) .

Имеет место
Теорема. Для тою чтобы матрица-функция

т Ш = 74- У(.2эо)* Ап-к , у(~ 2°о)*Ял-* , V4 (2з0) * Сл-* , 
ЙО-М* Й (>■+>»)• + +

, у (~2з0)< Рп-" 
£։ (>֊ + М* ’

где В1 — ]А1], Сч=А1г Р1 = ]А1] была ]-нес хи мающей в правой 
полуплоскости и ./-унитарной на мнимой оси необходимо и доста-
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точно, чтобы коэффициенты А1։ Въ Ст, удовлетворяли нера
венству

1де

Он

«12 =

а,,=

(Л) Ж =

Оц 

О« 

ам 

а41

аи

а22

а32

“п 

агз 

°эз
аа а4з

Ом 
оМ 
оа1 
о«

>0,

+пу V ( 1)14-3 (Я + Е—2)! л.
(а-1)1(3-1)! *

(4=1, 2,-• л; 1 = 1, 2,- •, л);

(-1)«֊' (2в(Г-н-<*+') Л;+/_„_։ /+ 2 А'п_р ]АЛ-. + 
р <-7-2л4-1-(*4-1).
р-п—։+!,-••. л

и (2°о)л֊*+д(2=0)л֊‘+|*

4=1,- • л
1=1, • • •, л,

(а + р-2)!
(а-1)КР-1)1

(4 = 1, 2,-••, п; 1=1, 2,-., п

А^С^

“м=
V (2«о)л֊*+а(-2до)л-<+р

•>-1 3-1

(Л=1, 2,

(__1)»+5> ^а~^~ 2)1 д»
(а-!)! (3-1)1 *

л; 1 = 1, 2, • ■ •, п);

а-
(*+0 у у (—1)4-3 (а+Р__ 2)Е В‘

(а-1)!(?-1)! *՜’7 -'Ч

(*=1, 2, -

= [у у (-2%)»-*^(2о0)"-^Р 
(->х>+м։+₽-։

л; 1 = 1, 2,-

(а + Р-2)!
(а—1)| (?—!)!

(4=1, 2, -•, л; 1=1, 2,- -, л);

+*(֊2°о)л-,+р/ П1+₽ (“+Р-2)1 д. /л |

(4=1, 2, л; 1=1, 2, • • •, л);

(а+Р-2)! г. ]Г || 
(а-1)|(₽-1)! Ск~а] ,Ч> |

1, 2, • и);(4=1, 2

аи= |(2’о)2л+1-(*+/)2 3(-1)'+?- 
1-13-1

р + ?=2л+1-(*+1).
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+ 2(2=о)1+'-л-։с;_։
Cts₽l

;6(ч-'-"-1) (Ц J |[ 
(а + i—п—1)! îi!

/к=1, 2,--, «Л
\։=1, 2, • • - , п /

.«=|(-2=.)”«֊«*'> s S <֊ °‘-Уа՜’ I

(Л=1,2,- -, п; ։ = 1, 2,- -, п);

( так как 2R > 0, то
аг1 = aja, ап= а'3, aK= а'^, ап= а՝и, а„= а24, а„= аи)

и равенствам

(В)

Здесь

S B՝n_tJAn-։ = 0 (m = л+1,--;, 2п),
4-3—m

2 су*’Ч.,Л~+ S [BU/4">W+
;+3-m տ։_____

’ (м յ JAn֊b ւ=°՜
(m = l, 2,- -, ո)

w (ճ) = V + ь (/.)

b (X)= /+ 2
*-1

(֊2aoyB„-k

(4֊V
(2а0)*Сп. 

(>—>х»)*

ձ(-2օ0)*^
à օ֊+м*

является аналитической матрицей-функцией в окрестности точки и 
потому разлагается в этой окрестности в ряд Тейлора.

Одесский технологический институт 
пищевой и холодильной промышленности Поступило 21 .X. 1969

I՝. Վ. ԿՈՎԱԼԻՇԻնԱ. Կամայական ոեակտիվ մատրիցա-ֆունկցիայի աղիտիվ վերլռւծո։— 
յյյՈլնը (ամփոփում)։

Հոդվածում դիտարկվում է կամայական ռացիոնալ ոեակտիվ մ ատրից ա-ֆունկցիայի ադի- 
ւոիվ ստրուկտուրայի հարցը։ Ստացված են ռեակտիվ մատրիցա-ֆունկցիայի ադիտիվ վերլու

ծության գործակիցների էլեմենտարության անհրամեշտ և բավարար պայմանները։

V- KOVALISHINA. Additive decomposition of an arbitrary reactive matrix— 
function (summary)

The additive structure of an arbitrary rational reactive matrix-function is con
sidered. The necessary and sufficient conditions of elementarity in forms of the coef
ficient of additive decomposition of a rational reactive matrix-function are obtained.
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