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ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ ХИЛЛЕ И ТАМАРКИНА

Рассмотрим интегральное уравнение

и (х) = /(х) 4- -2- (' (х - <)«֊> « (0 Л. (0, 1), (1)
г («) л о

в котором а > 0 и X — произвольный комплексный параметр.
Через ЕР(г; р) будем обозначать функцию типа Миттаг-Леф- 

флера

Ер (г; Р)=2 _ п (р>0), (2)
Г (1*+Лр

являющуюся, как известно, целой функцией порядка р при произволь
ном значении параметра р [2].

Хилле и Тамаркиным [1] было установлено, что если / (х) сум
мируема на (0, 1), то интегральное уравнение (1) при любом значении 
параметра X имеет в классе Ь (0, 1) единственное решение, предста
вимое в виде*

и (х) = / (х)4-Х С (х - <)«֊։ Ех_ (X (х- <)“; а) / (О Л, х£ (0,1). (3)

о
Обозначим

С.(х,0 = (х-Ов-։, 0<£<х<1, а>0. (4)
Нам удобно будет записать решение (3) с помощью той же 

функции типа Миттаг-Леффлера в следующей символической форме:
.Г

и (х) = / (х) 4- ПЁ։_(х; а) 1 а (х, /) / (<) Л, х£(0,1), (5)
<7 I 
(I

полагая

Е1 (х; а) = х£^ (х; а); б,* (х, #)=е։А, к=0, 1, 2,•••. (6)
а а

В дальнейшем используем оператор, действующий из пространства 
£ (0, 1)Х£ (0,1) в £ (0, 1).

Пусть £ (х), Л (х)££ (0, 1). Обозначим

Другие доказательстве этой формулы приводятся в [2] и [3].
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# (х) * Л(х) = (# * Л)(х) = [ ? ( — ) Л (и)—, х£ (0, 1), (7)
Л \ и / «X

Пользуясь теоремой Фубини, легко показать коммутативность и ас
социативность введенной операции.

В настоящей статье рассматриваются интегральные уравнения 
вида

и (х) =/ (х) + ———— С .. ...... .. (х, {) и (() &, х£ (0, 1) (8)
Пг(֊К

с положительными параметрами а; рх, • • •, Рп и произвольным комплекс
ным параметром?֊, в которых функция (л^ ри-:-.рп (•*> О имеет вид

{я 1
П(1—лу* ' (О«Х<1). (9)

Отметим, что уравнение (1) является частным случаем уравнения 
(8) при п =1 и дополнительно р1 =1. Как показывает доказываемая 
ниже теорема, решение уравнения (8) представляется формулой вида 
(5) с помощью обобщенной функции типа Миттаг-Леффлера

Д..-. ря (*; Ра,- • ֊, Р») = 2 -л------г՝----------- (р*>0), (Ю)

П г (н* + 5р>-

/1 1являющейся целой функцией порядка (------ I- • • • 4՜ — ) . Положим по
X?։ Р» /

аналогии с (6).

£р..-.ря (*; Р1.։ • ■> Рл) = г£Р1.р„ (х; Р1,- • Рл); в^р,. ...Рп (х, С=е’*, 
к=0, 1, 2,.... (1Р

Теорема. Если функция / (х) суммируема с квадратом на 
(0 1) , то уравнение (8) имеет единственное решение, которое при 
условии (11) представимо в виде

Х/и)Л, хС(0, 1), (12)

п
Символом [~1 обозначена п —1 раз примененная операция ♦ (7).

А-1
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причем

и (0, 1), если 0, — > (13)
2 I

В частности, при п = р։ = 1 мы получаем формулу (5) (теорему Хил
ле —Тамаркина).

Доказательству теоремы предпошлем несколько лемм.
Лемма 1. Положим

/ , \ п
Ф»! Р,.--,РП ( ) = X1՜“ |՜] —. Оа; р„- -,рп (х, £) = (15)

' х ' *-1 Г ( — )
\рк)

։ (0<7<х<1; 0<а; />«<+°о). (16)

Функции ^^;р։. --,рп (") 0<а< +со) при значениях параметра л: с^, 
а2 и + °1 связаны тождеством

(ъ,-,р,. -.рп * ^.Р,. -.РП ) Ь) = Ф*. +«*я. :Рп (т) (0<т<1). (17)

Доказательство. В самом деле, при п=1, Р1=р тождество 
(17) проверяется непосредственно. Имеем

и, переходя к переменной интегрирования
ир — хР 

V =----------  >
1 — -.р

получим, что
“1221-1

(<?«,;₽ * (’)= —. . (1֊ ^р) ₽ X
грЛгрЛ

\ р / \ р /
I
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1 ?•_։ а<+°« _[
X ('г|Р (1—и)Г <Л>= —7—------ г (1— ~р) = ?»|+<ч; р (х)֊

3 Г / а1 + а= ]

\ Р /
Предполагая далее, что тождество (17) имеет место для некото

рого л>1, и замечая, что
<?о;а.-.ря+1 (х) = (<?«;₽..•• :р„ * <?«; ря+1)(х) (0<«<+°°). (I8)

а также
Ф«;р., -.рл+1 (х) = (х₽ 9«;ря+։) (х) (0<«, Р< +00)» <18')

в силу предположения индукции имеем

Ф“|+'ч; ₽!.•••>ря+1 (") = (?<■,+«»•/>„ ••.рп * ?®!+<ч:ря+1) ~

= Ъ,;р,.:ря* (®»,;ря+։ * х*'?<ч:ря+։) (х) =

= (я?«.: Ри---,РЯ * Ф«։1 Ря+1)-_* (х’1 сР<Ч;Ри---, Рп * '1<Ч+1) ~

= . ..... ,Р„+1 * ?ч р„..., рп+1) (*).

Таким образом, тождество (17) справедливо и для л + 1.
Лемма доказана.
Лемма 2. Для функции ®«;а,- -.ря (х) (16) имеет место асимп

тотическая формула
------- 1

<Р«:р..-.ря(’)= О((1-т)Рп )>х_>1-0, (19)
в которой

/1 1 \~։Ря = (—+ ••• + —) • (20)
\Р1 Рп/

Доказательство. Имеем рекуррентное соотношение

— -1
Ччрь-.р,, (^=֊7^ Л; ри -. Рп-г Ь) * (1-^Л =

Г('~)
\ря/

~ г(—) У (1—а*“)₽я (21)

Предполагая, что

'?чри -.Ря-1(')= О((1-т)т), Т>1 (х-^1—0), (22)

с помощью соотношения (21) находим

Ф«:Ри ”,Ря(т) = О^у(и—т)т (1— и)Рп с!и^, (т->1—0)

1—и 
или, после подстановки V = :------

1—с
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Ь)=о(у1-~.) Рп(1-г>У\-ъРп 1^ = О((1-т/+ря) 

о
(Т-1-0). (23)

Учитывая теперь, что

?.;/>,(•։) = О ((1

после последовательного применения соотношений (21) —(23) (п >2), 
получим формулу (19) леммы.

Лемма 3. Интегральный оператор

Со; р„ (х, I) / (О Л (24)
о

_ /- / р« при условии л , действует в классе Ьа (0, 1);

2°. если а , то он действует из класса (0,1) в класс

4 (0, 1)*.
Доказательство. Вначале заметим, что если функция / (х)

непрерывна на (0,1) и имеет логарифмическую особенность вида 
О (1п? х), 7 }>0 в точке х =0, то, как нетрудно видеть, такими же

р 
свойствами обладает функция / (х) » (1—хр) (0<^а, р<4-°°), имея 
в точке х=0 особенность вида О(1пТ+։х).

Отсюда следует, что функция ?я;р„--.рп (т) (16) имеет в точке т=0 
особенность логарифмического характера, в промежутке (0, 1) она не
прерывна, наконец, в точке т=1 ее поведение определяется формулой 
(19) леммы 2.

П \ РЯ л.В частности, при а — функция
2

п
рп (х, £) = х“՜1 ]՜] 

»=1

^^..•••^(4) (0«х<1)

Р» 4 х /
(15')

суммируема с квадратом в области 0<^£<^х<^1:

В случае п=1 даже из Ьг (0, 1) в Ьг (0, 1).
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(и) с/гс <+ 00 (25)

и, следовательно, для любой функции / (х) (0,1)

Рп /(х)|«с/х = Л | 

о о

.;д,...,Рл(х,/)Г(/)с// Гс/х<

С»; РП (*• О <*«*<+ то> 

0</<Х<1

т. е. С,; рп / (х) £ Ь2 (0, 1).

Пусть теперь 0 а -С — 1 / (х)СД> (0, 1). В этом случае

11кЛ։; р.» -- »Рп
о

1 ?«, Ри Рп 
о

, с/х
ъ-.Ри-.Рп (*)—:

о

1

1

о

о

X1 ?а;р։, рп
О

(26)

Легко видеть, что Р..-■. Рп (*) ТТГ՜ ограничена

на [0, 1] при любом 8>0. Однако 8>0 можно выбрать так, чтобы 

-- ££х(0,1). Таким образом, из (26) вытекает, что ба;р„..,ря/(х)£

(0,1).
Лемма доказана полностью.
Доказательство теоремы получим теперь непосредственным при

менением теории интегральных уравнений Вольтерра [4]. »
В самом деле, если то поскольку имеет место условие

(25), для резольвенты уравнения (8) имеем сходящийся при любом 
значении параметра X ряд

/г(х, сх) = 2 )ла:։+։(х,/) (0<г<х<1), (27)

члены которого определяются посредством рекуррентных соотношений

(х. t) (^:Ри ■■■.Рп (х, /) =



Об одном обобщении теоремы Хилле н Тамаркине 41

= —-------?я;р..-,рл (֊), 0</<х<1։ (28)
Рг'Рп \х/

Ах+1 (х, 0= Кх(х, и) (и, /) с/и = 
г

1

= х К/(х, их) Кг (их, I) Ни, 0<7<\х<1; 5=1, 2,• • •• (29)
Цх

Покажем, что из (28), (29) следует, что

К5(х, 0 = |Пр*1Г (~)1 Ои;Р„...,Рп(х,() =
1.*_1 \Р* / 1

--  -----------—■ рп( \ 0<^/<^х<1; $=1, 2, ՛ • •. (30) 
(Р1-‘РпУ \Х/

Действительно, при 5=1 формула (30) совпадает с (28). Предполагая 
далее, что формула (30) имеет место для некоторого з>1, с помощью 
тождества (17) леммы 1 и соотношения (29) находим

• 1
„ . ,, С х“֊։ . . х’-’и-։ /</х\
л։+1 (х, <)֊х - рп (ц)- --------------- '^я;Ри--:Р„ ( --- ) X

О (Р1‘-- РпУ Р1 ' ' ' Рп \и/Цх
х« <։+։)-։

х Ни— - —— {?7,р„---.рп (") * (** <ры;А,..., Рп (т))т_£ =
(₽!-•• РпГ+' Х

+։)-!

(РГ • • РпУ+1
?а(5+П;р„ ...,рЛ(----- ), 0<£-<Х<1.

Таким образом, формула (30) доказана для любого ։>1 и, сле
довательно, решение уравнения (8) представимо равномерно сходящим
ся рядом Неймана

О«и+1);р,.-.рд(х, 0 / (г)

П г/»(з+1)\

*=1 \ Р* /

хС(0,1).

(31)

Из (31), (10) и (11), очевидно, следует формула (12) теоремы.
Отметим, что для всех достаточно больших 5:

. 1 .
«> —тах (1, рп)

с помощью неравенства Буняковского легко получим, что

У ^Ри' -.Рп (*, 0/(0л| <С«:А,...,рЛ<-Ь со, 

0 ) 

(32)

(0,1),
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где Са-,р„...,рп — постоянная, зависящая лишь от параметров.
Следовательно, на характер функции и (х) (31) оказывает влия

ние лишь конечное число первых членов ряда Неймана, которые со
гласно лемме 3 принадлежат либо классу (0, 1) ^при аз^> ли®° 

классу (0,1) ^при ֊^. Отсюда следуют утверждения теоре

мы (13).
РостовскиП-на-Дону 
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Վ. Ա. ԱհՐԱՄՕՎԻՑ. Խիլլեի և Տամարկինի թեորեմի ընդհանրացումը (ամփոփոլմ)։

Աշխատանքում ստացվել է հիլլեի և Տամարկինի հայտնի թեորեմի [7] ընդհանրացումը Վոլ- 
տերայի տիպի ինտեգրալ հավասարումների մի գասի համար։

V. S. ABRAMOVICH. A generalisation of the Hille-Tamarkin theorem 
(summary)

In the present paper a generalization of Hille-Tamarkin theorem for a class of 
Volterre type integral equations is obtained.
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