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СИСТЕМАМ

§ 1. Вспомогательные утверждения

Пусть 
Т=к*11 <1Л)

—линейный регулярный метод суммирования, то есть матрица (1.1) 
удовлетворяет условиям

2 |а»ил|.<//, где Н не зависит от т, (1.2)

Пт ат*=Р для каждого к =1, 2,- •, (1.3)
т оо

Нт У ат*=1. (1.4)
1г=1

Пусть далее

2 ип (х) (1.5)
п=1

есть ряд почти везде конечных измеримых функций, определенных на 
отрезке [а, 6] и

(х) = 2 и* (х) (1.6)

— его частные суммы.
Определение 1. Измеримая функция Г(х), определенная по­

чти всюду на [а, 6], называется верхним пределом по мере Г-средних 
ряда (1.5), определяемых матрицей (1.1), если ряды

2 ая*5*(х), т = 1, 2,-.. (1.7)

сходятся по мере на отрезке [а, 6] к почти всюду конечным функциям, 
и их суммы ,

Ат (х, Т) = 2 ать 5>, (х), т = 1, 2, • • • (1.8)
*-։

удовлетворяют условиям:
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a''. lim mes {Е\Ат'(х, Т) (х)] П E I? (*)  > F (х)]} = О 
/П-*

* Метод суммирования Т называется методом с конечными строчками, если 
матрица (1.1), определяющая этот метод, удовлетворяет условию

amk= 0 (k^>n (m), m = 1, 2,- • •), 
где п (m)— натуральные числа, вообще зависящие от m.

для любой измеримой функции ® (х), определенной почти всюду на 
[а, *];

б'. lim mes IE[Am (х, T) > х (х)j П E [F (х) > х (х)] ) >0 
т — ->

для любой измеримой функции х (.г), определенной почти всюду на 
[а, 6] и такой, что mes E[F (х) ^>х (х)]^>0.

Определение 2. Измеримая функция G(x), определенная 
почти всюду на [а, 6], называется нижним пределом по мере 7-сред­
них ряда (1.5), определяемых матрицей (1.1), если ряды

V. От*  5*  (х), Л1=1,2, --

сходятся по мере на отрезке [а, 6] к почти всюду конечным функциям 
и их суммы

ОО

Ат (х, Г)= (х), л1=1, 2,-• •

удовлетворяют условиям:

а°. lim mes {E [Ат (х, Т’Хip (х)] П £[® (х)< G (х)]] =0 
т-*  •»

для любой измеримой функции ® (х), определенной почти всюду на
[а, 6]: ՛

Р°. Tta mes (£ [Ат (х, Т) < х (х)] П E [G (х)< х (х)] ) >0 
m-*  ■»

для любой измеримой функции х (х), определенной почти всюду на 
[а, 6] и такой, что mes E[G (х) <^х (х)] ^>0.

Д. Меньшовым в работах [1] и [3] была установлена
Теорема 1. Пусть задан произвольный регулярный метод сум­

мирования Т с конечными строчками*,  определяемый матрицей (1.1). 
Тогда для любых двух измеримых функций F(x) и G (х), удовлетво­
ряющих неравенству

G(x)<F(x), 
почти всюду на сегменте [—я, я] можно определить тригонометричес­
кий ряд 

ео

-у + 2 (on cos пх-j-bn sin их), (1.9)
2 л-1

обладающий следующими свойствами:
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1) Если
Ат(х, Т) (тп =0, 1, 2, --) (1.10)

являются Т-средними ряда (1.9), определяемыми матрицей (1.1), то 
верхний предел по мере на [—к, тс] последовательности (1.10) равен 
Г(х), а нижний предел по мере на [—к, тс] той же последовательно­
сти равен С (х);

2) Нт ап = 0, Нт 6Л = 0. (1.11)
Л-*оо  Л-**

В настоящей работе, применяя две леммы, доказанные А. А. Та- 
лаляном в работе [2] и метод, несколько отличный от метода 
Д. Меньшова, устанавливается следующая

Теорема 2. Пусть заданы произвольный регулярный метод 
суммирования Т, определяемый матрицей (1.1) и полная ортонор- 
мированная система функций [?я (х)), определенных на [а, 6]. Тог­
да для любых двух измеримых функций Р (х) и С (х), удовлетво­
ряющих условию

С(х)<Г(х), (1.12)
почти всюду на сегменте [а, 6] существует ряд

£с*Ф*(х),  (1.13)
*-|

обладающий следующими свойствами:
1) Верхний предел по мере на [а, 6] последовательности 

Ат (х, Г), т=1, 2,••• Т-средних ряда (1.13) равен В(х), а нижний 
предел по мере на [а, 6] той же последовательности равен С (х);

2) Какова бы ни была измеримая функция { (х), определенная 
на [а, 6] и почти всюду на этом сегменте удовлетворяющая 
условию

С(х)</(х)<Г(х), 

существует последовательность натуральных чисел т1<^тг<^ • • ■ 
такая, что

Нт Дт/(х, 7) =/(х)1-+-оо
почти всюду на [а, 6];

3) Нт с  = 0.*

В основе доказательства теоремы 2 лежат следующие леммы 
(СМ. [2]).

Лемма 1. Пусть {<р*  (х)}|—полная ортонормированная систе­
ма функций, определенных на [а, 6] и / (х)— произвольная почти 
везде конечная измеримая функция, определенная на том же от­
резке.

Для любого е^>0 и целого положительного п можно определить 
множество еос (а, 6] и действительные числа ап+1, ап+2,---, ат та­
кие, что выполняются следующие условия՝.
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1) mes е0 < е;

2) |a*l<Cs

где е — произвольное измеримое подмножество множества се0 = 
=[а, 6]-е0*.

* Обозначаем

Лемма 2. Пусть F (х) и G (х) — две измеримые функции, оп­
ределенные на некотором множестве Ео положительной меры и 
удовлетворяющие неравенству

G(x)<F(x)

почти всюду на Ео.
Тогда существует последовательность \fn (х) ) почти везде 

конечных измеримых функций, определенных почти всюду на мно­
жестве Ео и обладающих следующими свойствами:

1°. С(х)</я(х)<Г(х)

почти всюду на множестве Ео;
2°. Для любой измеримой функции / (х), удовлетворяющей 

неравенству
G(x)</(x)<F(x)

почти всюду на Ео существует последовательность n-i<Z п^<^ • • • 
<С л*  <1 • • • такая, что

lim f„k (х) = /(х)
k-t- 30

почти всюду на множестве Ей;
3°. Для любого о>0 имеет место равенство

lim mes Е (х) — f„ (х)| > о] = 0.

§ 2. Доказательство теоремы 2

Обозначим
Е1 = {х: G(x)<F(x)),
Е, = [х: G(x) = F (х)=#= ± оо}, 
Е,= {х: G(x) = F(x) = ±œ).

(2.1)
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Очевидно, что множества Е1։ Е2 и Е3 не пересекаются и Ег U Е2 U 
U£3= |х: х£ [а, 6], G(x)<F(x)|.

Пусть {fn (х)|—последовательность почти везде конечных изме­
римых функций, определенных почти всюду на множестве Е^, для ко­
торых выполняются все условия леммы 2.

На множестве Е3 определим последовательность функций |/Л (x)j 
следующим образом:

/„ (х) = sign (F (х)- 5 у- * 
k-l к

Положим
fn (х) при

Qn(x) = Е(х) при х^Е,

fn(x) при
(2.2)

Пусть последовательность непрерывных функций {фЛ (х)}, опре­
деленных на [а, 6], удовлетворяет условию

lim mes Е [|Q„ (х) ֊ -]>Л (х)| > =]= 0, (2.3)
Л-*«

где а — произвольное положительное число.
Легко видеть, что последовательность непрерывных функций 

[фл (х)( обладает следующими свойствами.
Для любой измеримой функции / (х), удовлетворяющей неравен­

ству
С(х)</(х)</(х)

лочти всюду на [а, 6] существует последовательность ^<7^ 
< п*  < • ■ • такая, что

Пт фЛ4 (х) = / (х) (2.4)

лочти всюду на [а, 6].
Для любого с^>0 имеет место равенство

Пт тез £’[|фл+1 (х) — фЛ (х)| > а] =0, (2.5)
/Л—»ос

в верхний и нижний пределы по мере последовательности [фЛ (х)} на 
[а, 6] равны, соответственно, Г (х) и С (х).

Пусть {ел|—последовательность положительных чисел, для ко­
торой

ОО

(2.6)
Л=1

Применяя лемму 1, где положено /(х) = фх(х), 6=^, п=1, опре­
делим множество е3 и действительные числа с։, с։, • • •, сЛ| так, что

1) тез е2 <4;

2) Iе/  <81. 1 < к < П1;*
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<Ь + 2^(х)и 1 < з < л1։

где е—произвольное измеримое подмножество множества с^^а, 6]—
Пользуясь условиями (1.2), (1.3) и (1.4), натуральные числа 4 и 

п (4) > п։ выберем настолько большими, чтобы выполнялись нера­
венства

при I 42 |ау|<-------- Ь_;-----------
у-««.) е։+2|-Ь։(х)—с*ф*  (х)Ь,б)

. 4=1 
Полагая

(2.7)

(2.8)

(2.9)

с» =0 при (4), (2.10)
легко видеть, что полином

л(М
2 С*։р*  (х), 

»=։

удовлетворяет условиям 2), 3) и'4), где 1<^з^л(4).
Предположим, что определены множества е,, числа 4, л(4) и ковф- 

фициенты с1։- ••, сл (/,),•• •, сл и^.^+1, • ■ - , сп_,- с„
л (*,)

В формулировке леммы 1 положим / (х) = ф,+։ (х) — 2 с*  ?*(*)>  
к—1

6 = 8,4-1, л = л(4()4-1 и определим множество 6,4.1 и действительные 
числа сп (/.) 4-1,-• Слт+։ так, чтобы выполнялись условия

1°. тез 6,4-1 < 6,4.1;
2°. |с*|  < 6,4.1. п (4) < к < п,4-1;
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где п (!-.) <^5-С л-с+1, а е—произвольное измеримое подмножество множе­
ства С&:+1.

Учитывая условия (1.2), (1-3) и (1.4), выберем натуральные числа 
Д+։^>/т .и п (։'г+։) > Пг+1 настолько большими, чтобы имели место не­
равенства

легко видеть, что полином 
" ('•։+։) 

2 с*<р*  (х) 
*-л(/х)+1

удовлетворяет условиям 2°, 3° и 4°, где л (ъ) + 1<л<:л (г,+1).
Продолжая вышеуказанный процесс бесконечно, мы определим 

ряд 
эо
2 с*<р*(х)  (2.15)
*-!

и натуральные числа Л ‘ ‘' 5 П1 < • • • л-<^ • • • 5
л (4)<С п (г։)*С  ‘п ) <С'' ‘, удовлетворяющие условиям 1°, 2й, 3°, 
4°, (2.11), (2.12), (2.13) и (2.14).

Докажем, что ряд (2.15) удовлетворяет всем требованиям теоре­
мы 2.

Сначала покажем, что ряд

2а/У5у(х), 1=1, 2,-.., (2.16)
/-։ 

!
где 5у(х) = 2 с*<р*(х)  сходится по мере.

*=։
Пусть г — некоторое число. Выберем число т так, чтобы 1х^г<^ 

<^Л+1 (предполагаем г0=1). Пусть далее т > л (ь+1)—произволь­
ные натуральные числа. Определим г и I следующими неравенствами:
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« <֊‘р+2>

"(0+1)

Далее получаем

с*?*
*=" ('/>+!>+։

с*?«(х)
а=" (*/)+։

г-2 " (0>+։)

п (О)

« <'р+2)

Ь-п (1г)+1

что ։' ц.
։г+1 и из (2.17) следует,

Отсюда, в силу 4°, (2.13) и (2.14), получаем

"(О)

- 2 С4<р*
А =1 ;|ф։+1(х)֊2^т (х) |1вб։)
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Таким образом, имеем
р-‘

Отсюда, учитывая (2.17), получим

ам5/(х)| _ <22^+։. 

’ П"д ГТ—1 I Л- 1 **
(2.18)

С другой стороны, согласно 1° имеем

?-։+։ 2] 
9=1+1

и следовательно ряд (2.16) сходится по мере.
Теперь установим, что разность -<4/(х, Т)—фх(х) (г-<^. ։<^/,+։) 

сходится на [а, 6] к нулю по мере при -—»ос.
Учитывая (2.14), представим ряд (2.16), где АС ։ А+։, •։=!, 2, • • •

•••, в следующем виде:

- <4 ” / / V
2 <ЧГ$) (х)=£ау5)(х)+ 2 ац ( 5„, (х) + 2 с*<р(,(х))  =
/=։ у=: /=лх+1 ՝ а=л-+|1 /

Л- оо со . у

= 2а/>5/(х) 4՜ 5Я_ (х) 2 а/;+ 2 ац( 2 с*®*(х)]  =
/=1 /-/ц+1 /-л(Ц+1 \*=л(/т)+1 /

п- - »(^+1) / / х
= 2 О1/3}- (х)+ 5лх (х) 2 а//+ 2 2 с*?*  («))+

>-։ /-лт+։ /-л(у+։ *=л (/,)+! '

°° / / V
+ 2 аи\ 2 с*ф*(х)).  (2.19)

]=п 0х+1)+1 'А-л (<г)+1 /
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Из (2.11) следует, что 
|л- ■ л п- ч 1/2 Л-

2 «։13, Ы <(2 °» ) • 2 прй i>։ ’ <2-20>
а из (2.12) и 3° имеем

Ji5,x(x) 3 aij— фх(х) | =|5я.(х)- 3 aij— Мх)+Л\(х)—
I! /=л-+1 И ’ I J—/ц+1

—5„.(х)| < | Sn.(x) 3 atj— S„.(x) +js„.(x)— ф-(х)| <

Il - И л=лт+р И • Il 11"-։

се- <2в- при i>i-.

(2.21)
Учитывая (2.5), для любых двух чисел 8^>0 и г^>0 определим т0 

настолько большое, чтобы при '։>'։0 выполнялось
|i-+i (х) — 'Ь-(х)[|£. <^е, где Е- с[а, 6], mes Æx^>6 —а — 8. (2.22)

Обозначая се- П £^ П свт+i = F-., из 1° и (2.22) имеем
(2.23)

Из 4°, (2.14), 3°, (1.2) и (2.22) получим

3 с* Т*  (*)  

л-я (4_)+1 1
" С*х  )

Фх+։(х)— ck <р*  (х)+

֊2 с*<?*  (х)
*-1

" Ot+j)

3 М<
(2.24)

при '3>'о и
Учитывая (2.14), можем написать

avS/(x) =
/■

J-П «т+։)+1

Отсюда, в силу (2.13) и (2.18), где положено Z=t+1 итп = n(Zx+i)4- 1, 
имеем
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+ |5л_(х)՛ 3 ач | <Հ22 ерчг+^+ւ<2 2 ери։- (2.25)

где ։•,<։<&+։.
Из (2.19), (2.20), (2.21), (2-24) и (2.25) получим

к (х, Т)-^ (х) I . < |շ ач 5л(х) I +

’«.• п се, йу_1 » 

+ к(х). շ аУ֊'Мх)| +1 2 <Վ 2 ст(х))1֊Н

+ 1 2 «/ 2 с*<р*(х))|  . <ех+2^+2Н(е..+

“>=л('г+1)+։ Ч*-»(М+։  /|! Ո е*'Я--.+1

+ 8է+ւ + տ) + շշ е₽и, где ' > ч и Լ < г < ։,+։. (2.26)
р-'

С другой стороны, согласно 1°, имеем

тез/7\-Ո се?)>6— а — 3 — — 8է+ւ— 28^’^-'է։ (2.27)

и следовательно, согласно (2.6) и ^произвольности о и в, разность 
Л/(х, Г) —ф-(х) (Л Ь-н) сходится на [а, 6] к нулю по мере при 
Т —♦ ОО.

Справедливость требований 1) и 2) теоремы 2 вытекает из (2.4) 
и из того, что верхний и нижний пределы по мере на [а, 6] последо­
вательности {фл (х)} равны соответственно Ր (х) и С(х) и последова­
тельность Л/ (х, Т) — фт (х), где 1-. <1/<ПА+1, сходится по мере к нулю 
на [а, 6].

Требование 3) теоремы 2 вытекает из 2° и (2.6). Тем самым тео­
рема 2 доказана.'.

В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну за поста­
новку задачи и за оказанную помощь при ее решении.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 25.\Л1970

Ն. Հ. ՍԻՆԱՆՅԱՆ. 7՜-միյինների ըստ շափի անորոշության սաճմանԱրբ լրիվ օրթոնորմալ 
սիստեմներով շարքերի ճամար (ամփոփում)

I
Ամեն մի ւմշգոլլյար գումարման մեթոդի համար, ըստ կամայական լրիվ օրթոնորմալ սիս­

տեմի կառուցվում է շարք, որի միջինների վերին և ստորին սահմանները ըստ չափի հանդիսա­
նում են նախօրոք տրված ֆունկցիաները։
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N. H. SYNAXIAN. The uncertainty bounds for mean value։ of series by com­
plete orthonormal systems (summary)

For any regular method of summation and any complete orthonormal system a se­
ries is constructed, such that the upper and lower limits of mean values of the series 
coincide with prescribed functions.
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