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ЦЕЛЫЕ И АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ОГРАНИЧЕННОГО РОСТА С БЕСКОНЕЧНЫМ МНОЖЕСТВОМ ДЕФЕКТНЫХЗНАЧЕНИЙВ настоящей статье приводится подробное изложение установлен­ной автором в работе [1] теоремы о множестве дефектных значений целых функций конечного порядка. Попутно доказывается аналогичная теорема для функций, голоморфных в единичном круге.Как показали Неванлинна [2] и Альфорс [3], каждое конечное мно­жество комплексных чисел является множеством дефектных значений некоторой мероморфной функции. Долгое время оставался открытым вопрос о существовании мероморфных функций с бесконечным мно­жеством дефектных значений. Полный ответ на этот вопрос дал А. А. Гольдберг [4], [5] (см. также [6]), построив мероморфные функции про­извольного положительного порядка с наперед заданным конечным или счетным множеством дефектных значений. Аналогичный пример целых функций бесконечного порядка построили В. Фукс и Хейман [6].Для целых функций конечного порядка р вопрос о количестве дефектных значений усложнялся тем обстоятельством, что число ко­нечных асимптотических значений таких функций, в силу теоремы Дан жуа-Карлемана-Альфорса, не превосходит [2р]. Неванлинна же считал, что дефектное значение, наподобие пикаровского исключительного значения, всегда является асимптотическим. Это было одной из причин для предположения [7], [8], что целая функция конечного порядка р име­ет лишь конечное (и даже не более [2 р] + 1) число дефектных значе­ний. В дальнейшем выяснилось [9], что дефектное значение, вообще говоря, не обязано быть асимптотическим, но с другой стороны, для случая Р < ~֊ гипотеза Неванлинны подтвердилась. Из одного резуль- 
л/тата Эдрея и В. Фукса следует [6], что целая функция порядка р֊С՜՜ не может иметь конечных дефектных значений.Оказалось, однако, что в случае р — гипотеза Неванлинны не­верна [1]. Следующая теорема вместе с результатом Эдрея и В. Фук­са решает, в частности, вопрос о количестве дефектных значений це­лых функций конечного порядка (параболический случай).
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Теорема 1. Для любого р> 1— и для произвольной последо­

вательности комплексных чисел (а/)Г существует целая функция 
порядка р и нормального типа, для которой числа а/, /=1, 2,-• • 
являются дефектными.В гиперболическом случае имеет местоТеорема 2. Для любого у2>0 и для произвольной последова­
тельности комплексных чисел (а^)~ существует аналитическая в 
единичном круге функция порядка у и нормального типа, для ко­
торой числа а,, у =1, 2,••• являются дефектными.Несколько слов о методе доказательства теоремы 1. Основное отличие в построении целых функций конечного порядка с бесконеч­ным множеством дефектных значений от случая мероморфных функций обусловлено тем обстоятельством, что в силу сказанного выше, числа а/ должны быть, вообще говоря, неасимптотическими дефектными значениями. Для преодоления этой трудности привлекаются методы теории приближений. Оказывается, что задачу построения требуемой целой функции можно свести к задаче касательного приближения це­лыми функциями на множествах, состоящих из бесконечного числа „островов“, сгущающихся к бесконечности, с оценкой роста аппрокси­мирующих функций. В наших построениях существенно используются результаты М. В. Келдыша о приближении целыми и рациональными функциями с ограниченным ростом (см. леммы 3 и 4 параграфа 1).

§ 1. Аппроксимационные леммыНачнем с двух простых лемм. Ниже б (А, В) означает расстояние между множествами А и В из конечной комплексной плоскости С, т. е.
б (А, В)=1п1 |а —6|. а ЕЛ Ь£ВКроме того, для области 2 с С и точки С £ С обозначим*(С) = </([С), <?2).Лемма 1. Пусть 2 — область в С, Со£2, функция <р голо­

морфна в 2, ф (Со) = 0 и |ф(С)|<^1 для всех С £2. Тогда справедли­
ва оценка 1 +1? (С)11-1ф(С)| -С ехр для С € 2, (I)(2 Г №1 ) 

1

где интегрирование можно произвести по любой спрямляемой кри­
вой, лежащей в 2 и соединяющей точки Со и С.Доказательство. Для фиксированной точки < 2 функция ф/, определяемая формулой

ф<(2)= ,?(*)֊?(<)
!֊?«)?« г — I



488 Н. У. Аракелянаналитична в круге {г£С:|г — /|<СЛ’(О1 и в нем Полагая, в частности, г = ^, получим оценку
I?' (01

1-1? (01* Л(0
ДЛЯ (2)

Пусть теперь С £2, ?(С)=/=0, а = С учетом (2) имеем I? (41
1ог 1 + 1?(:)1=г1ога±г£) 

г 1-1? (01 а-? (С)
У Л 

а1 — ?’ (0
<2 с." I?' (01 

1—1? (01*
с.Лемма доказана.Лемма 2. Пусть 2—односвязная область в С, имеющая- 

более одной граничной точки, Со 6 2, функция ? конфоомно и одно­
листно отображает 2 на единичный *круг, ^причем ? (Со)=О. Тогда 
имеют место оценки? (01X32)֊’ при к-01 = ֊<Мч), (3)& (0>(32)-1 (1-1? (01)’а (Со) АЛЯ ^С. (4)Для доказательства рассмотрим следующий вариант известной теоремы Кебе о покрытии: если функция / регулярна и однолистна'з круге (я£С : |г —£0|< г} и не принимает там значения с,, то1/'(г0)|< — |/и0)-с|. , (5)

ГДокажем теперь оценку (3). На границе области 2 возьмем точ­ку с так, что |с — Со1 = </□ (Со). Обратная к <р функция Ф, Ф (0)= Со ре­гулярна и однолистна в единичном круге и не принимает там значе­ния с, поэтому в силу оценки (5) имеем1Ф' (0)1 < 4* (Со), т. е. I?- (Со)| > —1— . (6)4о2 (С։)Далее, при г = — с/а (Со) функция ? регулярна и однолистна в круге ^€С:|г֊Со|<г) и не принимает там значения с = ? (/), если |/—Со|= г Согласно (5) и (6) имеемI? (01 > ֊ I?' (Со)| > 4 16 (/о (Со)

1

с

что доказывает оценку (3). Для доказательства оценки (4) для любой точки { £ 2 возьмем соответствующую точку с £ <Э2 так, что |# — с| =



Цельные и аналитические функции 489= с/а (/). Полагая ?(<)=го> заметим, что функция ՛֊*, обратная к <?, ре­гулярна и однолистна в круге \г £ С: \г — 1—|я01), поэтому в силу(5) имеем «Ь (0 > 4 (1—Ы) I/ (^р)1- (7)4Для оценки снизу величины ]<[»' (z0)l заметим, что функция ~йоГпринадлежит известному классу 5, поэтому, в силу теоремы искаже­ния Бибербаха [10],|У (z0)| > I/ (0)1 -4֊֊- > 4 (0)| (1 - W)- (■1 “г l^oU оОтсюда и из (7) следует требуемая оценка (4), с учетом того, что, в силу (2)
I? (С<>)1 Лемма доказана.Мы приступаем к формулировке и доказательству леммы, наибо­лее важной при доказательстве наших теорем.Эта лемма сходна с леммой М. В. Келдыша [11] об аппроксима­ции ядра Коши рациональными функциями (кстати, *тоже [[вполне до­статочной для наших целей). Лемма М. В. Келдыша доказывается ме­тодом Рунге последовательного вывода полюсов., Здесь, по существу, предлагается другой способ доказательства подобных лемм.Лемма 3. Пусть 2—односвязная область в С, имеющая бо­

лее одной, граничной точки, С, Со£2, спрямляемая кривая Г лежит 
в 2 и соединяет точки С и Со. Тогда [для любого е £ (0, 1) суще­
ствует рациональная функция R: с единственным полюсом в точ- 
ке Со такая, что

для z£C/2, (8)|Л;(z)| <exp (40 Г 14-log4՜ 1 -- I ехР [ 4 f В’IL е da (Со) J L J d.i (t) Jкогда |z— Сй1>Л (Co). (9)Доказательство. Пусть функция ? конформно и однолистно отображает 2 на единичный круг, причем <р (Со) = 0. Возьмем пока произвольное натуральное число п, и искомую функцию Кг определим формулой/?:(z)= 1 f f(t) . Г?(О 1" ? (0
2-i j t—z ' L ф (0 J ?(0—?G) |i-y-rгде 0 < r < min [|C — Co|, |z — Co], </2 (QJ- Здесь интеграл, в силу анали­тичности /, не зависит от г при указанном выборе г и определяет 



490 Н. У. Аракелянфункцию, аналитическую в области С/(С0|. Кроме того, полагая 
r0 = min ||С— Col. А (Со)], по формуле Коши имеем

R- (z) = f(z)- — С dt при \z - Col < r0, 
2ni J t—z

H-C.I-r.откуда lim (z - Co)՞ Rr\z} = - I
«■♦с» I ? (4i/Jтак что R: — рациональная функция с единственным полюсом порядка 

п в точке Со.Возьмем теперь число R, |® (С)|<^/? <1. и обозначим через £/? линию уровня, на которой |р (#)| = R- Замкнутая кривая £/? охватывает точку С, поэтому по теореме о вычетах для z £ С/- имеем
Rc{z)= ֊ С —zОтсюда, заметив, что

_J_ Г2кг J t — z 
It—Col—г

I?'(01 |Л| = *.

и учитывая оценку (4), получим
Р?с(4 32Æ 1? (01л (Q а-*)’(*֊!? (01) \ R

для z£C/2. (Ю)
Положим в частности ; 1+1? (01 и пусть

Z=2CJ^L.
J<M0 
гТогда, с учетом оценки (1), имеем

1?(01 
R

= 1 _ 1 I? (01 < ехр (- e֊z),1+1? (01
____________ R____________= 4 1 + 1? (ц»)1 < (1-/г)։(/?֊|?(С)|)______ (1_|<р (с)])»՝- •Из втих оценок и из (10) легко следует, что для выполнения (8) до­статочно выбрать число п так, чтобып<С I 31+6+ 1о£+ —/ ■•1е/Сп+1. (11)I (Со) ]Оценим теперь рост функции R!.. С этой целью рассмотрим аналити­ческую в 2 функцию
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? (О = fl Г?(С)1Я| ?'(ОI I? (О J J ф(О —ч>(С)С учетом (2) для всех 7£2 имеем оценку<01 < -гтйг С1 +1* <$|+ • • • +1* (01я՜1) 1? (01

1-1т«)1 Л (ООтсюда, полагая а = -֊- <7а (Со)» согласно (3), имеем
I'? (01 < — (32)Л, когда k— Col = »• аОднако легко видеть, что7?; (z) = -i- С ** dt, когда |z—С0|^2а, 2՜/ J t—z

U-C.H«так что 2 Г 11|/?C (z)l < max I'i (01 < -- (32)՞ < exp 4n+2+ log+ —֊ ■1/-У-« a L erfo (Co) JОтсюда и из (11), учитывая оценку max (7, 1X+Z, имеем|7?: (z)| < exp ( I127 +26+5 log՜1՜ — 1 e'IL ^2 (Co) J J•C exp /40 Г 1+ log+ ---- ------ ] e2/| •
I L ел (Co) J JОценка (9), а с ней и лемма доказаны.Следствие. Пусть в условиях леммы 3 дополнительно дано, 

что

do (0 > d для /£Г.
Тогда для функции Неудовлетворяющей условию (8), имеем оценку I|/?:(г)|<ехр (+) Г1+1о%+1ехр 4 ДЛ՜ 1 , когда |г— С0|>е7а (Со). (12) II ад I dЛемма 4. Пусть р >0, 0 а < 7<^ 2я, функция Г аналитична

в угле |argz|<-—| и |F(z)|<^exp (const (|z|+l)p}. Тогда 
любого е^>0 существует целая функция G, удовлетворяющая для

не­
равенствам |F(z)— G(z)|<-^- при |argz|<-£->



492 Н. У. Аракелян|G(z)|<^exp (const (|z|-|-l)’ ДЛЯ z^C,
где > = тах ----------- , р •[ 2я — 7 )Эта лемма является частным случаем теоремы 3.5 М. В. Келды­ша [12] о приближении голоморфных функций целыми функциями с ог­раниченным ростом в случае угла._1 2 а

аналитична в угле и |/(z)|<^exp (constXХ(|г]+1)<>}. Тогда для любого з>0 существует целая функция 
порядка р и нормального типа, удовлетворяющая неравенствуI/ (z) — Gt (z)l <S exp (—|z[p) при |afgz|< — •Доказательство. Возьмем число X так, что (13)

Т<0о =Хорошо известно [13], что при 0< р <^1 бесконечное произведение Вейерштрасса
р ппредставляет собой целую функцию порядка р и нормального типа такую, что при г = геи, 0 < 0 < 2« lim log I Ир (rert)l rp sin.upпричем стремление к пределу равномерно С 2я — Ъ, ’J > 0. Положим теперь

cos р (6 — к)։в любом интервале т( (14)
-2г е_1 

Р

при
, 2

Р = 1,
) при 2где р и 9 — достаточно большие натуральные числа.Из (14) при тд= Т. следует, что функция ша, имеющая поря­док р и нормальный тип, удовлетворяет неравенству

2 (15)
В силу (15) и условий леммы 5, для функции F выполняются ус- ШР



Цельные и аналитические функции 493'ловил леммы 4. Обозначив получим функцию, удовлетво­ряющую, с учетом (15), неравенству (13). Рост функции С? определяет­ся числом V = тах [------- , р ]. В данном случае * = р, так как
2п—7 2’ - е0 2р2р + 1 Р-Если порядок или тип функции Ср ниже требуемого, то вместо нее мыможем рассматривать функцию «»₽•

§ 2. Доказательство теорем 1 и 2Доказательство теорем 1 и 2 состоит из нескольких пунктов- Ниже все построения мы проводим, нацеливаясь на теорему 1, а тео­рему 2 получаем попутно. Заметим с самого начала, что при доказа­тельстве теоремы 1 достаточно ограничиться случаем, когда —<^р -^1- 2В самом деле, если р^>1, то возьмем натуральное число М так, чтоР N <2р. Построив целую функцию G порядка —, множество де-
Я Nфектных значений которой содержит множество (а;)”, мы затем мо­жем рассматривать целую функцию 6Р: (г) = 6Р (тл') порядка р с

лтеми же дефектами.1°—2°. Предварительные построения. 1°. Возьмем теперь про- / 1 \извольное число а, 0<^а<—(р------- ) и последовательность (®л)1“Р \ 2 /такую, что 6_* = — 6*, 9» J -у при к Т -р со. Далее пусть 0<е <1 0<С8<^-^-, к—произвольное целое число, а* = min (9*+j—9*, —®*-1);ап — произвольное натуральное число. Введем обозначения
д* (е) = (z^C: iarg z— 9*{ < ед*),(s) = (z £ С: (1 — 8) 2՞ < 1г| < (Ц- 8) 2«+»), 

£*, п (в, о) = д* (е) П °л (6).Очевидно, что множества £*, „ (е, 8) не пересекаются для разных пар 
(к, п) и монотонно расширяются при увеличении е и 8.Пусть теперь (п*)^“ — некоторая последовательность четных на­туральных чисел, п*^4-со при к I +со. Полагая п_* = п*+1, рас­смотрим замкнутые в С множества

£ (е, 6) = и и Ек, пк +2и (в, 8).
А»- ее т — 0

*10



494 Н. У. АракелянОтметим следующее важное свойство множеств Е (з, о). Пусть г оз­начает пересечение окружности [а£С: |а|==г| с △* (Е)- Тогда для лю- 6 ого натурального у и любого г > 2՞^ пересечение множества Е (з, о) с окружностью (*£С: |а| = г) содержит дугу 7/,/■ длины (2еау ) г, сов­падающую либо с I/, г, либо с Х_у, г. Положим далее
Ек,п = Ек, „ (зр, 8р), ЕР = Е (?Р,где вр = ? , Зр = —, а р принимает только три значения р=0,1, 2.4 8Тогда имеем £*, лс-£*, л> Ео с Е1 с Е2.Множества Ер зависят также от последовательности (л*), Для нало­жения нужных нам ограничений на последовательность (л*) и для даль­нейшего изложения полезно ввести две аналитические на множестве 

Е. функции ф и Ф, полагаяФ (а) = а|*|, ф (а) = ехр (— н* ^), когда а£ Д* (з-)> Л=±1, ±2, • • •,/ 2И\где (1* = ехр (-------1, так что р-* = Н*.\ «*/Так как равномерно на Д* (е2) Сф (£)—»• О при С—>«=, а функция ф ограничена на Д* (в։), то мы можем взять последовательность (л*) на­столько быстро растущую, что выполняется условиешах (|С|, |ф (С)|) < |ф (01֊1 для С С £։- (16)При этом момо также считать, что лх> 4 и| К-’Л|<1. (17)
2°. Обозначим теперь через /*, л (р = 1, 2; к = +1, ±2,- ■ ■; л = л* -}-2т; т — 0, 1, 2, • • •) дугу окружности [а £ С: |а| = (1 + 8р) 2"+1), лежащую в полуплоскости (а£С: (—1)՞* 1т а >■()} и соединяющую точ­ку (1+ М 2П+1 е/։*££*. Л сточкой—(1+Зр) 2"+1. В силу определения множеств Ер имеем, что я не пересекаются с Ер-1 и, более того

({дЕк, я II й, я}, Ер-\) — (1 (Е£, п, Ер-1) > (1— Зр) 2" б1п а* (зр—ер_։)> 3 _ а*> — 2՞ з1п 4֊ > а* 2«-4. (18)4 4Пусть теперь Ч£дЕр, р =1, 2. Определим кривую Г< и односвяз. 
ную область 2? следующим образом: если <£дЕ£, п, то через Г; обоз­начим объединение кривой Ц, „ с меньшей дугой границы дЕ£, я, сое­диняющей точку С с точкой (1+Зр; 2я՜1՜1 е'6* , и положим2? = (« £ С: с( (а, Гс X а* 2я֊4].Теперь к области 2С и кривой применим лемму 3, полагая еще ^°~ ~ (1+ ®р) 2Я+1» 8 = |ф (С)|7. Рассмотрим функцию Ор-. (^р (С, а) = 



Цельные и аналитические функции 495= 7?: (я) для ж) £ дЕр У. |։и£С: Ке ы > — 1), удовлетворяющую, в силу (8), неравенствуОр (С, *)֊ ֊ < 1Ф (01’ для С С дЕр, ж С/О?, (19).где
ОР=ОР, „ = (я£С: <1 (я, дЫ. я и Й,. ) < «* 2я-4}при г,^дЕк. я, так что Ц-’а/Х’. Рост функции Ор ограничивается не­равенством 

_ 300
IQ,MKM)I

(20)для (С, ж) £ [дЕр П А* (Ер)] X {№ £ С: 1т — I), к = ± 1, ±2, • • •. Это неравенство следует из (12), поскольку в нашем случае имеем4дл.Г?^ 4-2»+< 1 г<лсрехр —— Сир при Сгде / 2“\
d = а* • 2я-1 > 2U ехр ( - — ) 2я՜4 = н* 2я +7 > 4 и* ДО.\ «* /Отсюда и из оценкиR* ДО > log |ф (0|-’> log |С| > log 2я-֊’ >1, вытекающей из (16), в свою очередь следует1+ log+ — <1+ log+ е֊’|ф (0|֊7= log |<|> (0|֊7. адЗамечание 1. Напомним, что 0₽ (С, г) аналитична по ж (и даже рациональна) при Еея^-—1 для любой фиксированной точки 

1£дЕр.Замечание 2. Из определения областей О? следует, что если С' и С" принадлежат одной и той же компоненте границы дЕРг то 
Ос’—Ос՛. Учитывая это, а также тот факт, что компоненты дЕр ком­пактны и что правые части неравенств (19) и (20) не зависят от я и непрерывны по С, мы заключаем, что Ор (С, я) можно считать кусочно постоянной по С, равномерно относительно я.Замечание 3. Неравенство (18) означает, что Ер-\<=.С,1Ос, так что оценка (19) выполняется для всех ж£Ер-г. Кроме того, легко ви­деть, что Ос с «СС:Н>-^-|С|1 так что при С £ дЕр неравенство I 4 )(19) выполняется также для всех я таких, что Иея >—1 и |я|-С— |С|.4Замечание 4. Из определения областей Ор п легко получить, что Ор՛ „ П Ор,' п, = 0 для допустимых пар (к, п) и (к՛՛, п') таких, что или и #= п' или п = п’, но кк'<.0.



496 Н. У. Аракепян3°. Две основные леммы. Настоящий пункт является цент, ральным звеном в цепи доказательств теорем 1 и 2.Лемма 6. Существует аналитическая в полуплоскости (z£C: Re г — 1) функция ы, |«> (z)| < 2 exp (|я|р) такая, что

u>(z) 
ф(я)

< 2 для Z £ Еу. (21)Доказательство. Здесь и ниже при доказательстве леммы 7 мы предполагаем, что граница дЕр (р = 1, 2) стандартным образом ориентирована, так что при обходе каждой ее компоненты &Е% п 
(к = ±1, ±2,---; п=пк + 2т; т = 0, 1, 2,---) внутренность соответ­ствующей компоненты £*, п множества Ер остается слева.Определим теперь аналитическую в полуплоскости {г £ С: Ее я > >—1) функцию о»*, я формулой (см. замечания 1 и 2)я (я)= 1 + -iy С2кг J (22)
Полагая еще ф(я) для zZEUdE* 1 для я£С/£^я,с учетом формулы Коши получим<4 П (г) - ф*. я (я) = -L С[ф (О - 1] I Qs (С, *)- — ] Л 2rcz _ — 9. I

для z^CjdE^ п.1 3Отсюда, поскольку |ф (С) —1« — + 1 < —, имеем учетом (19), (16) и (17)
— шах
4 ^4 гR, ас’

<4՜ m?x l+W для *€c/£*.
4 ^9El.nНо если С, z^E^ n, то тогдаcos (р arg Q> cos —■ ар > cos — /р— 2 2 \

(23)
1C

COS ------ 14ReCp>2 >> 2 2|֊£₽
так что |ф(9|’<\ф(я)|. Это вместе с (23) дает нам оценку

2 5



Цельные и аналитические функция 497
4 < < 4для (м)4 6 (г) 4Кроме того, с учетом (16) имеем также—<4-л ДЛЯ (25)4 4 ։!.|эСочетая ату оценку с (23), имеемI®*, п И -Ц < 4- для ^С/(П^ „ и £?, „). (26)Из этой оценки следует, что двойной ряд2 2 [®*. Я*+2Я» (г) — 1]

/{О —ее т =0Л-/-0сходится равномерно и абсолютно на любом компакте из полуплоско­сти |х|£С: Ее г > — 1). Для этого достаточно заметить, что ряд2 2 4-*֊’"
Л-"—ос т==0 
ЛтОочевидно сходится и что любой круг пересекается лишь с конечным числом множеств вида п И Еь, п, п > и».Теперь искомую функцию <» определим формулой

ш^) = — 2 3 “*."*+»«(*)• (27)
4 *--« т—0*-0В силу сказажого выше, формула (27) определяет функцию, аналити­ческую по крайней мере, в полуплоскости {х£С: Еех^> — 1}. В дей­ствительности ш является мероморфной в С функцией с полюсами, лежащими на отрицательной вещественной полуоси, однако в дальней­шем этот факт нам не понадобится.Докажем сначала оценку (21). Пусть -^Е^ Тогда существует целое число Л/=И=О и натуральное число п/=1л*' + 2т, тп^О’такое, что Неравенство (26) будет выполняться для всех пар (I՛, п)=/= 

=/= (к', п), так как всегда Е1<= С/£>£ я (см. замечание 3). Поэтому при 
(к, п) 4= (к', я') имеем֊ шах (Ь, „ (х)|, К я (к)|-։) < 1 + |м*' " &1—л(а) —1|
Отсюда, полагая и, = — ш [о»*/ „• (г)]՜1 , учитывая оценку1 + х е* 1 +3х при 0 < х



498 Н. У. Аракеляна также тот факт, что л_» = п* Н֊1 для к^>0, получим

<1+֊2‘1'|' = 1 + ^4_”'ч։<Н' (28)так как П։> 4. Оценка (21) следует теперь из (28) и (24), где(&, л)= 
= (к', п').Для завершения доказательства леммы остается оценить рост функции ш. С этой целью заметим, что, в силу (23) и (25)1°։*. п (ж)|<14-4~Л для я6С/£>*, л, (29)так как |ф*, „ (г)| <1.Возьмем теперь произвольную точку г, Ее г — 1. Если

ОО со
х С. и и Лд+2/Л э 

< Д- -
*+0то тогда из (29), вполне аналогично неравенству (28), получим, что |ш(я)|<^2. Если же

и У £>*,«*+2«. 
к---- <, т=0
*+0то существует такая пара (к', п), что Я’, причем л'=л*'-|- 2/ли, скажем, &^>0. Согласно замечанию 4, неравенство (29) будет вы­полняться, по крайней мере, для таких пар (к, л), что или к<^0, или 

п^=т՛. Поэтому на этот раз мы имеем оценку
л*-£лг1ш(г)|<2 ПКл'(*)1- 
*>։

(30)Оценка величины |со*, Л’ (z)| сверху следует из (22), (20), (16) и (17) .К Л- (z)i<i+ 4 max (1Ф (QI՜2 IQ> (Q *)l f К-2л| < 2 _3021 + ~ max |-i (C)| max
2 C6d4 л- «*4Отсюда, учитывая, что |C|<4 |г| при «’ и z£Dl, п՛, а также оцен­ку <С 2՜10 а*> имеем1Ш*. п- (z)| < exp а* /г/ \ •



Цельные и аналитические функции 499Наконец, из этой оценки и из (30) окончательно получим |о> (z)| <2 exp |г]р 2 аЛ < 2 exp (|z|?), так как
2 («».-։»)=•!<-к*-։ *-i z zЛемма 6 полностью доказана.Лемма 7. Существует аналитическая в угле 1я£С: |агдг|-С— л 2

функция |/(х)| <^ехр (8 |хр) при |х| 2я՛ такая, чтоI? (*) —/(г)| <֊у |<|» (г)|| для г^Еа. 
£Доказательство. Заметим сначала, что для построенной в пункте 2° функции имеет место оценка

101(С,д)֊.—К
I С — z

HQ2 
с

при С £ Ео, (31)
справедливая для г£Е0, а также при |г|<^ — |С|, Ие —1. Это следует4из (19), (16) и замечания 3. Рост функции ограничивается, в силу (20), неравенством|Qx<C, *)l<exp(4 1ф) \ О / для Re z >—1, (32)так как Г'7* <2՜10 а* < 2՜10.Обозначим теперь 

пц+3т<п ։
Рл — и лд +2п։ ДЛЯ 71 П^,

(*. т)так что Гл состоит из конечного числа замкнутых контуров и
дЕх = и Г„.

л«л։Рассмотрим последовательность (77Л) аналитических в полуплоскости 
\г £С: Не я >- — 1} функций, определенных формулой

И. <г’=т^ Г °֊ <■՛ ։>(33) 
2^1 J ш (С)гягде си — построенная в лемме 6 функция (см. также замечания 1 и 2).Возьмем натуральное число и пусть |з|-С2л', т~^> -\-2.Тогда г лежит вне тех компонент множества Е1, которые ограничены контуром Гт/Гл. Поэтому по теореме Коши



500 Н. У. Аракелян1 С ? (0 л 2кг 3 4К֊* г«/гятак как подынтегральная функция аналитична по С на Ег. Отсюда, учи­тывая (33) и считая дополнительно, что 1, имеем
Нт(г)֊Нп(г)=^ Г —2кг ,) <« (Ч I <• — г 3

Гт/ГЛИз этой формулы, учитывая оценку|г|<2л'<2Л-2<— |С| для СеГт/Гп, 4в силу неравенств (31), (21), (16) и (17), получим
\Нт (*) - Нп (г)| < — | |С֊2 Л1 -0 при С 6 Гт/ГЛ. (34) ад./глОтсюда следует, что последовательность (Нп) сходится (равномерно на любом компакте) к некоторой функции Н, аналитической в полу­плоскости (г^С: Кея>—1).Вполне аналогично, учитывая формулудАя г^Е0, н<2я,« (г) 2кг' 3 ш (С) С — г ГЛдля произвольной точки zÇÆq имеем оценку

Оценим теперь рост функции Н. Возьмем произвольную точку z с условием, что Rez> —1 и |г[ > 2я՛. Пусть 7,N~X < |z|<2 v. Полагая в (34) n = N 4-2 и устремляя т к бесконечности, имеем
|Н(2)|<|Ялг+г(я)| + А. Г

ô£jrv+j
. I Г2 to (Г) I ) 1 г г<=”“։{^Ч-<3‘<с’г)!/2-7 Ук-'л1+ j (35՜)

r.V+2 ôf>/rW+2Однако в силу (21) и (16)՛■(c)i՜4 <ехр (4(i длягде н=тах (р*).



Целые и аналитические функции 501С учетом этого неравенства и (32) из (35') следует
\Н (z)|< max (exp [ ^4р - № 1 !֊ f Г֊2 Л|.:erjv+21 I \ о / 11 я J

ЭЕ,Отсюда, учитывая (17) и заметив, чтоо|С|<֊±2лчз <18:г|
О

для С £ r.v+2,окончательно получаем (поскольку р<^2“н)|H(z)|<֊exp [(4-18 n+6)|z|p]<J-exp (7 |z|p).
jLПолагая наконец

f (z) = H (z) w (z), если Re z —1, мы видим, что, согласно лемме 6 и неравенствам (35), (21) функция / удовлетворяет всем условиям леммы 7.4°. Завершение доказательства теоремы

(36>
и (36)1 и за-мечания. Применим лемму 5 к построенной в лемме 7 функции /, полагая при этом е = Р = я. Мы получаем целую функцию Ср по­рядка р и нормального типа, удовлетворяющую неравенству|СР (*)— ? (■г)1 < |Ф (*)1 <«АЯ г € Зг (37)Функция Ср является искомой целой функцией, множество де? фектных значений которой содержит последовательность (а/)". В са'мом- деле, в силу определения множества Ео и функции © для любого 

Г =1, 2, • • • при г >2՞-'՜ существует дуга 7;, г <= Ео П [г£С: |х| = г| (см.а .пункт 1°) такая, что дл. 7/,’г = — г и ф (г) = а/ при г^7/, г. Кроме 2того, так как |а^ г| < — при г £ Ео, то имеем
Re zp > |z|p cos (p arg z) > jz|p cos —- p©^> |z|p для г££0.Таким образом, из (37) получим|GP (z)— a> |< exp (— pyRe z₽)< exp f----- rp для (38)Отсюда в общепринятых неванлинновских обозначениях имеем

2к

т (г, а/) = — log2я J о 8я
|GP(re18)—a/j — inf log ——--------

4-^^rj, г |Gp(z)—а/Гр^> Р/ гр при г>2'1-' • (39)
1

4-419



502 н. У. АракелянТеперь заметим, что существует такое число о, 0<^а<^-|-оо, что характеристика Т (г) функции Gf удовлетворяет неравенствуТ(г)<’гр при г >1.Учитывая это, в силу (39), для величины дефекта 8 (aj) получим •оценку 8(«,) = Ilm
Т(г) о 7Теорема 1 полностью доказана.Замечание 5. Анализ построенного выше примера дает неко­торые основания предполагать, что величины дефекта о (а) = о (а, G) для произвольной целой функции G конечного порядка удовлетворяют условию < + °°- а€С I 8 (о. G) J•Это условие дальше усилить нельзя, поскольку в нашем примереflog---- ------ I >const-ay^>0,8 (а, G) ]где от чисел а; фактически требуется лишь, чтобы ряд а; схо- 

/-։дился.Замечание 6. Для того чтобы получить целую функцию С 
бесконечного порядка, множество дефектных значений которой со­держит последовательность (а/)Г, достаточно положить

С (г) = 6р(е*), С,где Ср—построенная нами в теореме 1 целая функция порядка Р^>՜^՜՛. Замечание?. Известно [6], что для произвольной трансцен­дентной целой функции С имеет место „обобщенное“ соотношение де­фектов 2 8 (а, 6)<1,где сумма берется по всем различным многочленам а. В связи с этим интересно отметить, что теорема 1 остается в силе и в том случае, когда числа а; заменены произвольными многочленами. Доказательство ■сохраняет силу без всяких изменений.5°. Доказательство теоремы 2. Пусть натуральное число А удовлетворяет неравенствам7 +1 <7У<2 (7 + 1). Полагая Имеем что —<Г 2 р -С 1. Пусть Gf — целая функция,



Целые и аналитические функции 503построенная в пункте 4’ для числа р и последовательности (ау)". Мы докажем, что условиям теоремы 2 удовлетворяет функция= (7, о (40)где ?՜ =/г1 при (1 —г)"В дальнейшем мы воспользуемся обозначениями пунктов Iе и 2° (в особенности — определением множества Ео и функций ® н ф). Кро­ме того, аналогично введенным там обозначениям, положимД*= агд(1— г)-\- -У < ,( | 47\/)
!_ п + 1 _ п ■]я£С:2 Л'<|я-1|<2 л/,Ео = и и Е*, лд+2т , где Ел, л = А* П °л- 

к=—т «0 
*+0Множество Ео лежит в единичном круге. Легко видеть ’ также, что X (Ео) = Ео. Пользуясь этим, на множестве Ео определим функции<р и ф, полагая <р=<роХ։ ф = бол. Тогда из (37) и (40) имеем|/гт(*)-5(*)1<1Ф(*)1 для г^Ед. (41)Возьмем теперь произвольное натуральное число / и пусть г£(0,1). Положим еу, г = Ео Л (Ау II А -у) Л {«£С: |я| = г}, 

Ь.г = А; Л {г С С: |я| = г).Нам сначала надо оценить снизу длину еу, г при г-+1. Заметим, что множество е/, г состоит из конечного числа круговых дуг, число ко­торых может быть больше единицы даже при г сколь угодно близких к 1. Тем не менее выполняется условиедл. еу, г= дл. 1}, г при г£[гу, 1), (42)где число гу£ (0, 1) определяется из условия, что при гу < \г\ 1 и
. л у+1г£Ау выполняется неравенство \г—1|-С2 ы •Равенство (42) является следствием следующего „зеркального“ свойства множества Ео: при зеркальном (относительно вещественной оси) отображении внутренность образа множества Е՜ — Ео Л {я£С: 1т а< ■<0} лежит в дополнении к множеству Е+=Е0Л 1т Приэтом объединение зеркального образа множества Е՜ Л А_у с множеством _ пу+1Е+ЛАу заполняет круговой сектор Ду П(я^С: \г—1] <2 2 }. Такимобразом, вопрос сводится к оценке длины круговой дуги /у, г. С этой



504 Н. У. Аракепявцелью возьмем б £ /о, —и пусть sin 6 г^1. Определим число ß\ 2 // тс \^ ?»(»■)€ Г 0, из условия
re1» С l*€C: arg(l-z)=-6|.Из треугольника с вершинами 0, 1, ге® можно усмотреть, чтоsin 8 = г sin (ß + 6), или ----- - sin 6 = 2 sin ֊■ cos (8-j- »

г 2 \ 2 /откуда iimàW=tg0.
г-1 1—ГЕсли стороны Ду образуют с полуосью (— оо, 1) острые углы б2 и 6։, 81<^82> то тогда, с учетом (42), имеемiim =цт _L_ [ß6։ (r) _ ß։, (г)] = tg es- tg e։ = c/ ». (43)r-1 1 — r r-11—ГДалее, легко доказать оценкур. (z)|H= |1- я|-т-* > 2-Т-» (1- |z|)-t֊։тспри (z—1] <Z — и |arg (1 — z)|֊C — (в частности, при z £ Ео). С учетом 

*4 4этой оценки, согласно определению функций ç и 'Ь’из неравенства (41), аналогично (38) имеем|FT(z) — ау| < exp [— ру2-f՜2(1—r)-T-։ ] для z £ еу. Отсюда и из (43) для неванлинновской функции приближения т полу­чаем оценку
2хm (г, а/, FT)= — С log+ 1 ------ -  с/б> И/2-т-։ (1֊г)-т-։ >2~J lrT(re<ö)—а/[ 2г.г

• о -^(12-у)? для - С44)где ту и Rj не зависят от г, ^^>0, RfÇ.(rj, 1).Нам надо еще оценить характеристику T (г, F-,). Поскольку Ft = Gp ° X, где Gf — целая функция порядка р и нормального типа, существует константа а») такая, что1Л (г)1<ехр {а Ц1—z|-t-։+1]| при |z|<l.Отсюда для rÇ[O, 1) имеем
'2к к

Т<г’Л)= 57 f1ой+ |г'(ге‘։)| л < ’ + - ,Б-, •J к J |1 — ге(8|т+1



Целые и аналитические функции 505Однако при бС[0,г] и г^Г—, I՝) | 4 /0 /20 \S 1 / 0 \ifl—rert|s=(l—r)։-f-4rsin։— >(1—r)։-(-r(—) > —(1—r-{----- j,2 \ ~ / 2 \ ~ /так что к
T (г, F, )<= + (2т+։о) ֊1 f -------- --------------<а-|- — 2Т+։ ------1------7 -J (1-г4֊--’б)т+1 7 (1—г)тООтсюда и из (44) окончательно получаем8 (aj, F-t) = lira - а* > —I------ -у>0.J 7 Г-1 T(r, FT) 2t+jc JТеорема 2 полностью доказана. 
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Ն. 2. ԱՌԱՔԵԼՑԱՆ. Օս^մանափակ шБ ունեցող ամբողջ և անալիտիկ ֆունկցիաներ, որոնց 
դեֆեկտային արժեքների բազմությունը անվերջ է (ամփոփում)

Ներկա հոդվածում բերվում կ մանրամասն շարադրանքը [7] աշխատանքում հեդինակի ստա­

ցած այն թեորեմայի, որ ցանկացած р^> _1— թվի համար գոյություն ունի կկարգի և նորմայ տիպի 
2

ամբողջ ֆունկցիա, որի դեֆեկտային արժեքների բազմությունը պարունակում է կամայական 
նախօրոք տված հաշվելիից ոչ ավելի բազմություն։ Զուգընթաց ապացուցվում է նման թեորեմա 
շրջանում անալիտիկ ֆունկցիաների համար։

N. Ս. ARAKELIAN. Entire and analytical functions of limited growth with 
Infinite number of defective values (summary)

Complete proof of th* theorem announced earlier"’in [1] is presented. The theorem 
states that for each p> 1/2 there exists an entire function of order p and of normal type 
the set of defective values of which contains any given countable set 'of complex num 
bers. An analogous theorem for functions golomorphic in the unit circle is also proved
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