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1°. Основная теорема алгебры о разложении на линейные множи­тели полиномов посредством их нулей была распространена на целые функции Вейерштрассом и Адамаром. Вместо конечных произведений основной теоремы алгебры, в случае целых функций, ими строились бесконечные произведения со специальными множителями, обеспечиваю­щими их сходимость во всей конечной плоскости.Эти ставшие классическими результаты для целых функций ко­нечного роста имеют особенно простые и законченные формулировки (см., напр., [1], гл. VII).Дальнейшее продвижение в атом направлении было достигнуто в работе Р. * Неванлинны [2, 3], где была установлена теорема о факторизации для мероморфных на всей конечной плоскости функций с характеристикой конечного порядка роста.Для любого натурального qC>0 определим первичные множители Вейерштрасса Е (z; q), положив
Е (z; 0)֊= 1— z, Е(z; q) =(1— z) exp /2 —I • (1)V-։ J JТогда указанная теорема заключается в следующем.Теорем^а А*. Пусть F(z) мероморфна в конечной, плоскости, 

с отличными от z=0 нулями {аи} и полюсами (6,}. Предположим, 
что при некотором натуральном q^-О выполняется одно из сле­
дующих двух условий՝. lira sup Р = 0 (2)>?-+- н /??+1

или lim inf 
Ջ-+-

T(R՝,E) 0 
/?’+։

(3)
Тогда функция F (z) может быть представлена в виде

П е(—՝, (ЛF(z) = z*eP’W lim 0<lV<f? --- Ճ (Jz|<oo),
П

0<|*,(<Я \6, /

(4)
См. также [4], теорему 1.9.



454 М- м- Джрбашян________где |Х|— порядок нуля (при Х>1) или полюса (при 1) для Г (г) 
в точке г =0, Рч (г) — некоторый, полином степени У, а предел в (4) берется по всем R—»-|-оо в случае (2) и по некоторой последо­
вательности значений в случае (3).Эта теорема доказывается методом, восходящим к Р. Неванлин- на [5], и заключается в том, что в условиях теоремы представляется возможным совершить предельный переход при R —* 4՜ 00» а затем <7-|-1-кратное интегрирование в формуле, которая получается путем д 4-1-кратного дифференцирования формулы Иенсена-Неванлинны, за­писанной для произвольного круга |я|<^ R.Ввиду этого метод этот, очевидно, неприменим к мероморфным функциям бесконечного порядка роста, т. е. к функциям, для которых 
Т (R; R) ни при каком натуральном д 0 не удовлетворяет условиям вида (2) или (3).2°. Для функций, аналитических вне данного множества Е ее осо­бых точек, в частности, для функций, аналитических в круге конеч­ного радиуса, некоторые аналоги построений Вейерштрасса и Адама- ра встречаются в работах Е. Пикара [6] и В. Голубева [7]. Но не­сколько позже в этом направлении наиболее глубокий и полный ре­зультат относительно факторизации мероморфных в круге |я|<О функ­ций был установлен Р. Неванлинной.Как хорошо известно, определив с помощью характеристической функции Т (г; R) класс Л как множество мероморфных в круге 1я[<1 функций Г (г), для которыхэир ( 7*(к;/*)} < 4՜ °°, (5)

0<г<1Р. Неванлинна установил свою фундаментальную теорему факториза­ции класса /V (см. [3], гл. VII).3°. В давних работах автора [8, 9], по-видимому, была сделана. первая попытка факторизации мероморфных в круге |г| <^1 функций 
Е (г), для которых характеристика Т (г; R) подчинена условию вида

1 (1 —г)’՜1 Т (г; Е)бг<^ 4՜ 00 (0<а<+оо). (6)
оЗначительно позже автор возвратился к этой проблеме в более общей постановке (см. [10], гл. IX) и, пользуясь аппаратом дробных интегро дифференциальных операторов в смысле Римана-Лиувилля (—1<<Са<С+ °°), построил теорию классов 1Уа (—1< а < 4֊ оо), мероморф­ных в круге |я|<1 функций и установил общую теорему их факториза­ции в духе теоремы Р. Неванлинны, содержащую в себе эту теорему в качестве специального случая, когда параметр а=,0.Наконец, метод и идея, лежащие в основе теории классов ЛГ«,. получили дальнейшее развитие и завершение в недавнем исследовании автора [11], где удалось построить полную теорию факторизации функций, мероморфных в круге, путем систематического применения
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аппарата обобщенных операторов типа Римана-Лиувилля введен­ных и изученных им предварительно в работе [12].4°. Настоящая работа посвящена проблеме факторизации функ­ций, мероморфиых во всей конечной плоскости, и, как по своей идее, так и по методу, она является дальнейшим приложением и расшире­нием идеи и метода указанного выше исследования автора. По этой причине нам необходимо привести здесь беглый обзор и формулировки некоторых основных результатов работ [11, 12], на которые нам при­дется существенно опираться при изложении данной статьи.Обобщенный оператор типа Римана-Лиувилля ассоциируется с произвольной функцией ш (х) класса 2, определяемой условиями1) ю (х) положительна и непрерывна на [0, 1), причем ш (0)=1,2) Пт зир {|ы (х)—1|-х-։) + оо,

I3) у и (х) с/х 4֊ оо.
ОНа соответствующих классах допустимых функций ф (г), г£(0, 1) опе­ратор {с (г)} определяется следующим образом:

, I£(«-){<? (Г)]=- у ? (г-с) Ир (т)|, (0, 1), (7)огде непрерывная на [0, 1) функция р ('/имеет вид
1

р (0)=1, р (т)=X С ах> (0,1]. (8)
и х

В предположении, что о»' (х) £ к (0, 1) в классе кусочно непрерыв­ных на [0, 1) функций ф (г), оператор £(ю} допускает простое представ­ление
1{ф (г)} = О) (1).ф (г)- у ф (г-т) ш' (т) Л, < (0, 1). (9)оПрименение оператора к функции вида гх (X >0) приводит к формулам £<•> [гЧ = А (X) гх (Х>0), (10)

■где
Iл (0) = 1, Д (X) =X у <о (х) Xх՜1 с/х (0 < Х'< + оо). (11) оПоследовательность положительных чиселА* = А(*) (* = 0,1,2,.-.) (12>



456 М. М. Джрбашянпозволяет определить аналитическую в круге И<^1 функцию
5 (я; о»;

А*
(13)

Наряду с ней вводятся также функцииК, (ге1^; С) = £<“) <[1ог 1- Г-^- (14)
г- о) К (е'в; С) =

— С* Ш(х)х-*-* бх 1^֊ (|я|<1, «|Ч<1)> 
к1 -֊) ехр {֊ 1Гш(г; С)} (Н<1, 0<К|<1).

(15)
(16)

Эти функции позволяют установить целый класс формул типа Иенсена- Неванлинны, ассоциированных с произвольной функцией е(х)(2.Справедлива следующая теорема, специальный случай которой, когда ш(х) = 1, приводит нас к классической формуле Иенсена-Не- ванлинны.Теорема Б. Пусть Г (г) мероморфна 
ности г =0 имеет разложение вида

в круге |я|<1, в окрест-

и имеет нули {ар.} и полюсы {6?}, отличные

(сх #=0) 
от г =0.

Тогда для любой функции ш(х)£2 и для любого ?(0<^р<^1) 
справедлива формула

0<|Ор.|<Р \ р р / 0 <|ЬД<р \ р |+■ •*(֊; “ {1о? (ре'в )|) М (Ы<Р),
О

(17)
гле

Лх. (18)

2^ V 
0

1«1

^֊2 К֊» I
*“։1 й

Р

1

о



Факторизация функций 457Как в теории Р. Неваялинны, так и здесь общая формула (17) при z=0 естественным образом приводит к определению функции
Т9 (г; F) = m„ (г; F) + (г; /), (19)названной нами ^-характеристикой, где 2с/п. (г; F) s А (*/#) {log IF (re'’) |) 4% = max {L™ , 0}, (20)

S

X, (r; F)=J n(*; °°)y n.(°> u> (1^ dt + n (0; co) {log r - fc,), (21) 
0a n (/; co) — числовая функция полюсов F (z).Наконец, с каждой функцией ш(х)£2 ассоциируется класс N [ш) как множества мероморфных в круге |я1<{1 функций F (z), для которых sup {Тт (г; F)} < + со. ~ (22)

о< г <1Важное семейство функций класса N (ш) дается в следующей теореме.Теорема В. Пусть ш (х) 6 - и (г*’ Г (0 < I «*K|z*+i«l} — произ­
вольная последовательность комплексных чисел.1". Для сходимости бесконечного произведения

Вы (z; zk) = В„ (z) = J՜] Ат (z; zk) (23)
Л-1 

необходимо и достаточно, чтобы 
1 ОО п 2 I w(x)dx<4-oo. (24)

I'*12°. Для любого сходящегося произведения В> (я) имеем

B„(z)£N {со) и В՜1 (г)£ЛГ{ш). (25)Наконец, наиболее важные утверждения теории факторизации функций, мероморфных в круге, можно сформулировать в следующей теореме.Теорема Г. 1°. Класс N {ш} совпадает с множеством функ­
ций, допускающих в круге |я|<^1 представление вида

2zГ(г)=е'^я’֊4-֊Г֊ exp Ufs(e֊«z? ш) </ф (6)1, (26)
JLJo, \Zj Ov) I л/К J J

0 
где 

i i3 fw (x) dx<^+<x>, 3 Cco (x) rfx<-|-co, (27)
M J (») J .

Iflpj '6,1
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ф (б) — произвольная вещественная функция с конечным полным из­
менением на [0, 2<], X >0— любое целое, -(—любое вещественное число.2°. Для любой мероморфной в круге |я|<С1 функции Р (х) суще­
ствует некоторая <и^(х)£2 такая, что Р {z)^N {“/"}.Утверждение 1° этой теоремы в специальном случае, когда со (х)=1, совпадает с основной теоремой Р. Неванлинны о факториза­ции класса М5°. Как указывалось уже выше, в настоящей работе путем даль­нейшего расширения и обобщения метода нашего исследования [11] приводится принципиально новый способ решения проблемы фактори­зации функций, мероморфных во всей конечной плоскости, и, в част­ности, целых функций.С этой целью в § 1 определяется класс 2«, как множество функ­ций ш (х), подчиненных условиям:1) «> (х) положительна и не возрастает на полуоси [0, +оо), при­чем <» (0)=1,2) Вт зир {|о1 (х) —1( х՜ } +<»,1

х- +о
з) 7^>л<+в. 

1Далее, для любого R (0</?<֊+-оо) с каждой функцией ш (х)£2„ ас­социируется оператор {ф (г)) в классах допустимых функций, опре­деленных на интервале (0, R).Посредством оператора устанавливаются аналоги формул Ко­ши, Шварца и Пуассона для круга |х| < R (теоремы 1 и 2) и приво­дится обобщение теоремы Б на случай функций, мероморфных в ко­нечной плоскости (теорема 3). На этом пути вводятся функции С\>(х; (»), (г; “), (х; С) и (х; С), переходящие в соответствующие вы­шеупомянутые функции С (г; ш), 5 (х; <») и (х; С) и Аа (х; С) ~ при 
R =1.В § 2 для мероморфной в конечной плоскости функции /• (х) при водится определение функций (R; Г), (R; Г) и Т,„ (R; ^—анало­гов тех же упомянутых выше функций, введенных для круга. Далее приводятся некоторые важные свойства и оценки для функции Т,., (R; Г), которую мы вновь называем (»-характеристикой (теоремы 4, 5 и б).Наконец, в § 3 приводится определение класса [ш} мероморф­ных в конечной плоскости функций, аналогичное определению класса „¥{«>}. А именно: /'(х)£/У,» [ш}, если

зир {Го, (г; Г))< + оо. (28)
0<г<+~В лемме 1 указывается необходимое условие для нулей [а.»} и полюсов {Ь,}, если Р {(»}. Эти условия должны сыграть важную роль при исследовании бесконечных произведений вида
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П А(~} (г; а.,), П (ж; 6,). (29)

В настоящей статье этого вопроса мы касаться не будем.В заключение параграфа доказывается основная теорема 7 о факторизации функций классов ЛС {<•->} и теорема 8 о факторизации произвольных мероморфных в конечной плоскости функций. Отметим, что теорема 7, будучи по своей формулировке близкой к теореме А Р. Неванлинны, одновременно является хотя и не полным, но до­вольно близким аналогом общей теоремы Г о факторизации функций, мероморфных в круге.
§ 1. Формула типа Иенсена-Неванлинны1. 1. (а) Обозначим через 2- множество функций о» (х), непрерыв­ных на полуоси [О, Ч֊03) и подчиненных следующим условиям:1) и (х) положительна и не возрастает на полуоси [0, + °°), причем ш (0)=1,2) Пт вир {|ш (х)-1|х-’) <+оо, (1.1)

г - +о3) [^^<4-00. (1.2)
и * 
1Для любого Л(0</?<^+ оо) определим последовательность по­ложительных чисел [Дп (7?))^°, положив

/?М*)=1. М*) = пр(х).х'’֊14х (п=1, 2,--.). (1-3)
оЗаметим, что поскольку ш (х) -С ш (0) “1 (О-С**С 1՜ °°)> при п^-1 «>(/?)•/?'’<△„ (/?)<£", будем иметь 11” (1-4)

Я■*•4* ооИз (1.4) следует, что степенной ряд
(к5)

определяет функцию С R (г; ш), аналитическую в круге |я| <7?.б) Пусть функция <р (г) непрерывна на полуоси [0, + со) и обла­дает кусочно непрерывной производной <р' (г), суммируемой на любом отрезке [0, 7?] (О < R + оо). Тогда для любой функции ш(х)(2. и при любом R (0<7?<^4-со) на промежутке 0<><С1 можно определить оператор
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?== <р (0)4-г у?' (г-т)о) (х) с/х. (1.6)

ОФункция Фм (г; 7?) непрерывна на промежутке 0<^ги поэтому ее значение при г=1 ,»„(/?> Т(<.)(1; /?)^
Rэ? (0) + У ф' (т) <" О (1.7)

онепрерывна на полуоси 4֊ оо.Легко проверить, что справедливы формулыф |г") = Д„ (/?) г« (п = 0, 1, 2, - • •)■ (1.8)Отметим далее, что как невозрастающая функция, ш (х) почти всюду на [0, 4֊ оо) обладает производной о/ (х), суммируемой на лю­бом отрезке [0, /?] (0< R <3+ <»). Поэтому после интегрирования по частям формулы (1.6) и (1.7) могут быть записаны также в виде4М) (? (г)> = « № ? (*') -
R— У ® (г՜) (т)//х (0 < г < 1), (1.6')

оФ* (R) = ££> {ф (г)}|,_։ = ш (R) ? (R) -

R— У Ф (х) о/ (х) с/х (0 < R < + со). (1.7')
оОтметим, наконец, что еще одно представление оператора 

{? (г)} можно получить, вводя в рассмотрение функцию
Rрд(0)=1, р/?(х)=ху11И-б/х (0<х<Л). (1.8')

Заметив, с одной стороны, что справедливо тождествоР/? М ~ хРр ^) = и> (т) (0 < т < R),из (1.6) мы имеем при 0<г<Л
Rr£(“) {ф (Г)} = <₽ (0) + у / (0 Ш л = о= Ф (0) + р₽' (0 I ря )—— р'к л=
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(1.9)

ввиду того, что рк (R) =0.С другой стороны, интегрированием по частям получим
R R

— гФ (т г) <1рк (т) = ф (0) г + Гг у ф' (г-т) рл (т) а- = 
0 ' о

Кг=Ф(О)г-г-г|ф,(ОР/?(֊)^ (0<г<1).(<Отсюда и из (1.9) мы приходим к третьему представлению оператора (ф (г)} и функции ф(ю) (R), а именно
к4“>(ф(г))=-^-]г[,ф(гт)^/?(т)| (0<г<1), (1.6")аг I и 1 г=10 . •

R ■ • ,?(-) (Я) = — I г С ф (гт) ф* (ф) I . (1.7*)1 V ) г-1
о1.2. (а) Одно из первых приложений оператора — это уста­новление аналогов классических формул Коши, Шварца и Пуассона.Теорема 1. Пусть функция

/(г) = 2аял" (1.10)
л—0

аналитична в круге |г|<Я<) (0<7^ <+֊со). Тогда для любого R(0<i < Л < R')) имеем:1°. Функция 4ш,(/(ге^)}^/н.(ге'^ R) =

= 2 аяДя (7?Хге'0я (1.11)п=0 
аналитична в круге |г|-<1.2“. Справедливы интегральные формулы типа Коши и Шварца. 1^Г !/ (г) = С* (е~/в г; ш) (ел; R) ()2|< R), (1Д2)о /(д) = Лт/(0)+- "+ — С 5я(е֊* г; <о) Ые (/„ (е'»; /?)} (|д|< R), (1.13)

и
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где функция Ся(г; о։) определяется из (1.5), а функция5Н*; «>) = 2С«(г;о>)֊1 =1+22 . <1Л4)л-1 М*)Доказательство- 1°. Так как функция /(я) аналитична в круге |г|<^ Ло, то, по теореме Коши-Адамара, при любом (0, /?«) имеем р «г-г-4- 1 1Д.т։«р/|а,| <^<Т'Поэтому, в силу (1.4) зиР Г-+ (/?) |а„| <г> л-»- + оооткуда следует, что функция, определяемая степенным рядом (1.11), аналитична по крайней мере в замкнутом единичном круге |я| ^1.Наконец, ввиду определения (1.6) оператора и равномерной сходимости разложения / •/' (ге,’>) = 2 пап г"՜1 е'Л?, [О, 2я]л—1 ' , . ■на отрезке 0<ХЯ, в силу (1.8), мы получим при |ге/?| < 1

4“’ 1/ ('е'’)) = «о + 3 «яДя (*) =Л=1= 2 алДл (/?)(г^)"=/0,(г+; R), л—От. е. формулу (1.11).2°. Отметим, что разложенияш)=2^^- (И</?), 
а /ш(е'»; Л) = 2 а*Д* (/?)«֊'»

*=0

(115)

равномерно сходятся относительно переменной О (0^8^ 2«), а также что
2։8(Л; п)= — С </8 = 2« Л 1 к — п

0 к^=п
ск; п = 0, 1, 2,■ • •).

Тогда при |я| < R будем иметь
2х1 С2« ] о С>?(е-1#я; ш)/Де'»; R) <& =
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2—/«. 

л=С*-0 п 'К) а=0т. е. формулу (1.12).Из тех ֊же разложений (1.15) следует далее
[ Ск (е֊18 г; ш) /Де'8; R) = 2к и

о= 2 2а*гт£ г(*; ~^^ = а.= /(0) (Н</?).. 
л-0*-0Итак, вместе с (1.12) справедлива также формула 

2г.
Ш = £֊ (’ Ск(е-‘» г; ш)/Де'8; R)(|а|<Я). (1.12')2^ и

оСложением (1.12) и (1.12') получим/ (г) + Ре / (0) — 11ш / (0) = 
2г.= — С (е֊'8к; ш) Ие (Д (е'8; R} с1Ь, (1.16)2к J

ооткуда при г =0 следует также, что
2хИе /(0) = ֊֊| Ые {/(ю) (е'8; /?)) </&. (1.16'}оНаконец, из (1.16) и (1.16') получим / (а) — ։1т } (0)=

= — С(2 Си (е-'9 а; ш) ֊ 1) Ре {/ш (е'в; R} 2^3 -от. е. формулу (1.13) теоремы.(б) Введем в рассмотрение функциюР₽(&, г; <и)= Ие 5Дге/9; ш) =
= 1 + 2 У —-— соб кЬ, ' (1.17)А Дд (/?) .. . -гармоническую в круге |г| R.Из теоремы 1 непосредственно следуетТеорема 2. Пусть и (г) — гармоническая функция в круге |к|<^/?0 (0<Р0-^ + со)* Тогда для любого R (O<^R<Z Ro) функция и(ш)(ге'’; /?)='4")1ИИ ' (1,18) 
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гармонична в замкнутом круге |z|<l и справедлива формула

г; П-1’)’2* J о (0<г <R, 0<<р<2«).Доказательство. Пусть v (z)—сопряженная с u(z) гармо­ническая в круге [z|</?0 функция. Тогда функция/ (z) = и (z) 4- iv (z)аналитична в круге |z| < Ro, а при любом R£_ (О, /?0) функция/(и) («'’; /?) = ф {/(re“)| = Ltf (а0^)1 +4՜ iLff (v (re'’))s u(M) (re'’; R) 4֊։ «(<a) (re'F; R)аналитична в замкнутом круге |z}<1.Следовательно, согласно формуле (1.13) теоремы 1, имеет место представление 2-
f (z) = iv (0) + f SR (е֊й z; ш) а,и) (е'й; R) (|z| <R).2« J0Приравнивая вещественные части в этой формуле и имея в виду опре­деление (1.17) функции PR(b, г; <и), мы приходим к представлению (1.19) теоремы.1.3. (а) Пусть F (z) мероморфна на всей z плоскости, (ор.) и (6»} суть соответственно последовательности ее нулей и полюсов, отличных от z=0 и пронумерованных в порядке неубывания их мо­дулей

0 < 1«։1 < |«։| < • • • < Ы<՜ • ’0<IMI<IMI< •••<1М<--- (1-20)с условием, что каждый нуль или полюс записывается столько раз, 
какова его кратность.Отметим при этом, что если множество (ал) или {6,) счетно, то, очевидно, соответственно будем иметьlira |аи| = + оо и lim |6,| = 4֊ оо, (1.21)И—+“ Л-. + «.Пусть, далее, в окрестности точки z = 0 функция F (z) имеет разложение в ряд Лорана вида

F(z) = c).zx4-ci+։zz+14---- (с>#0) (1.22)и, таким образом, при )֊ =£0 число |).| равно кратности нуля (если >֊^1) или полюса (если >< — 1) в точке z =0.Установим формулу, позволяющую представить функцию F (z) в любом круге |z|</? (0</?<4֊оо).С этой целью введем в рассмотрение функцию
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(1.23)
где, как и выше

к лД*(/?) = к Jw(x) х*՜1 dx (Л=1, 2,- • •)• оЛегко видеть, что при любом фиксированном С (0<^|С| R) степенной ряд (1.23) сходится в круге \г\ < R, определяя функцию (г; С), аналитическую в том же круге.Определив функции
A™ (z; Q ;=^1 - ֊jexp (z; ,

Log(o։)(|F(/?e“>)|} (log '|F (re»)|Hr-i =
R

= 0» (R) log |f (Ke«>)| - j log |F«’)| ш' (t) dx ои постоянную
R ^<Ш) = о докажем теорему.Теорема 3. Ххя любом, функции ш (х)£2оо и 

R (0<^ R + оо) справедлива формула

(1.24)
(1.25)
(1.26)

для любого

Log F (z) = г Arg С\ + Му? (w) + log +
+ S log А(z; в|х)— 2 log Л«> (z; 6,)+

z; o>)Log(n>){|/W‘)|} db (|z|</?), (1.27)
5x'(z; ш)=1+2 zft

Доказательство. Заметим, что для любого R^>0 функция
Е мероморфна в круге |г| -С 1 » имеет, там лишь конечное число
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нулей (|аи|-С/?) и полюсов R). Пьэтому, если запи­сать формулу (17) теоремы Б для функции / (■/?«), ассоциируя ее с функцией (х)= ш (/?х), то для любого р (0<С Р <О) будем иметьЬо£ Е (Яг) = I Сх -\-'№ («»/?) 4՜ 2- 1°8Г ~

-г 2 1о£ Ашя
10)11 (R

е՜28—; РоОтметим, во-первых, что здесь 
. ։ R

) |1ог |Г(/?ре'?)|}</» (И<Р)- (1.28)
1 - <о (7?-х) с/х = кя («),. (1.29)

о и

I* I ш (Кх) хк 1 с1х

(1.30)
согласно определению (1.14) функции Зя (г; и>)^Во-вторых, согласно формулам (15) и (16) введения имеем также 
где 1--^)ехр (-^(х; С)}.^шя —

-(С Л) 1 (^)*
I Д* (7?)



Факторизация функций 467Следовательно, в силу определений (1.23) и (1.24) функций IFW (z; С) и (г; С) справедливы тождества
(l31)\/\ /\ /4)(1-32)

\ IX IX /при любых z (Jz[ <Z R} и С (0 |С| R).Наконец, в-третьих, нам нужно найти явное выражение для опе­ратора [log \F(Fpe'°)|}, стоящего под интегральным членом тож­дества (1.28).Как было отмечено во введении, оператор допускает пред­ставление (9). Поэтому будем иметь
1

L(nfi> (т (?>}=“« (1) <р (р) — J <р (р') W р € [о. 1)- 0 - • • ։ •Но поскольку Wfl (х)= <u (Rx), то отсюда мы получимF"'R> [log |F(Fpe,ft )|) = w (R) log |F(Fpe'®)|—
1 ‘ '— Jlog |F (PRe‘b x)| F<»' (Ft) d-. = о

— ш (F) log |F (pFez8)|— J log |F(pe'# t)[ w' (t) rft, (1.33) о•откуда следует, чтоZM{log IF (Fe'b)|| = L(a& [log |F(pFe'e)|||P-i =
R

= ш (F) log |F (Fe‘8 )| — f log |F(e'e t)| w' (t) dz = 
Jо • »4 '; Wrijf/ )-^Log(ш){|F(Fe‘8)|), (1.34)в силу (1.25).Нам остается заменить в формуле (1.28) Лг на г и воспользо­ваться тождествами (1.29), (1.30), (1.32) и (1.34), чтобы получить фор-, мулу (1.27) теоремы.

§ 2. Определение и основные свойства ш-харахтернстнческой 

функции Та (R; Р)2.1. (а) Приведем сначала одну важную формулу—аналог форму-, лы Йенсена, вытекающую из теоремы 3.



468 М. М. ДжрбашянТак как {г"х |/7(ге'в))г_о=Ы ^0 и 5/? (0; »)»1, то из формулы (1.27) теоремы 3 при х =0 следует тождество
12к ЕоЯ(ш) (|Г (/?е/8)| | = 1о? |сх| + >■ (1о£ R— к* (ш))֊Н

+ 2 «^(О;^)- 2 1^)(0;М, 
0<|а,1|<гЛ “ 0<|Ь,|</?

(2.1)
где в силу (1.23) и (1.26)

R№*> (0; С) = С
3 х
1:1

R
1 1\ С1—и>(х)лг
*₽(*“) = | -- ----- ах-

о

(2.2)
Теперь, следуя Р. Неванлинне, запишем формулу (2.1) в несколь­ко ином виде. С этой целью, во-первых, для каждого I (0< I <С + «=) через п (/; 0) и п (£; со) обозначим соответственно количество нулей и полюсов функции /’(г), лежащих в круге с условием, что каж­дый нуль или полюс считается столько раз, какова его кратность. Одновременно через п (0; 0) и п (0; со) мы обозначим соответственно кратность нуля и полюса функции Г (г) в точке г =0.Если в окрестности г =0 функция /’(я) имеет разложение/’(я) = СХ^-Ь С1+1 як+1+• • • (сх=£0),то очевидно, что

= п (0; 0) — п (0; со). (2.3)С помощью введенных функций п ({; 0) и п(/; со) суммы, стоя­щие в правой части тождества (2.1), могут быть записаны в инте­гральной форме. А именно, так как по (2.2)2 (0; а»)=

R
V Г ш(х) 

0<|аи| 'R 3 х 
1«р.1

<1{П^ 0) —п(0;0)),
то интегрированием по частям мы получим

.< № / --V —««м
• оАналогично получим, что

(2.4)

(2.5
0



Факторизация функций 469Далее, принимая во внимание формулы (2.4) и (2.5), введем в рассмотрение еще две функции(/?; 0) = Nn (R; 4") = 2 (0; а;х)+
\ F / о< |яи| </?

4- п (0; 0) (log R — kR (ш)) = /?= J n^0)-n(0;0) „ (/) Л + „ (0. 0) {log R— kR (w)X. (2.6).о
N„ (F; оо)= A?,., (R; F) = 3 W W (0; 6, )+

+ л (0; ос) (lug R — kR (ш)} =
R= J П П (о; °°) Ю (0 dt + л (0, со) (log R ֊ kR (о>)|. (2.7)оИз (2.6) и (2.7), в силу (2.3) следует

N* (R-, -1) — Nm (R- F)= л (log R—kR (ш)} +
\ г /+ 2 2 П*։(0;М, (2.8),0<|о(1|..-Я ' 0<|6,)<Я “ввиду чего тождество (2.1) запишется в видел4fLos» (|F(/?e«)|}rf» =2я J о= log (ex | + (r, 4 V (^; (2-17X F /Введем, наконец, обозначениеLogit, (1/=՜ (^e'ft)l) = max {0, Log(e>) {IF (Fe'8)|}(, заметив, что ввиду определения (1.25) имеемLore, (2.9)Введем теперь в рассмотрение еще две функции — аналоги функ­ций приближения Р. Неванлинны 2жтш (F; оо> mw (F; F) = AJ Log+} (|F(Fe'»)| } rf», (2.10) . о(Л; 0)= тш / /?; 4")= — ГLog& !---------Ц— 1 db, (2.11).

\ F) 2к J Х(ю) | |F(Fe'?)j J ’ ՝ 'озаметив, что в силу (2.9) имеем
2«7^, (F; F) - m/F; 4V ֊- f Log.») (IF (/?е'3)|) (2.12)

, \ Р J 271 J2—419



470 М. М. ДжрбашянФормула (2.12) позволяет записать тождество (2.1) в другом виде и таким образом, мы приходим к следующей теореме.Теорема 4. Для любой мероморфной на всей плоскости z 
функции R (z) и при произвольном w (х) £ 2 °° справедливо том - 
дество

тт(/?;/)+ М, (R; Г)== log |сх| +та., (R; +М. (R; -֊) (0< * < + °°>- (2-13)
\ F / \ F /(б) Заметим, что, как следует из определения (1.25), при <о(х)=1 (0<х < + со) Log(<„){|F(/?e'»)|> log |/ (Яе'8)|. (2.14Поэтому в случае, когда о» (х) =1, определенные выше функции 2V« и 

тт переходят в известные функции, впервые введенные Р. Неванлин- ной. А именно, мы будем иметь
R

n,(r՝, 2Л= n (r. J_V Г "ft; 0)֊" (°. .QL^ +n (0,0) log r, (2.15)
\ F) \ F) J t

0
R

Nt(R- F) = N (/?; F) = j n(f; °c)~n(0; °°J dt + n (0, co) log R,

0 а также

Ввиду сказанного тождество (2.13) теоремы 4 в специальном слу­чае, когда ш (х)==1, принимает видт(Я; F)+N(R- R) —

= log |cxj֊|- m
\ F) \ Fj (0<R< + co), (2.17)

что известно под названием соотношения равновесия.Это соотношение привело Р. Неванливна к определению характе­ристической функции
Т (R; R) = т (R-, Г)Н- А (R-, R),с помощью которой оно записывается в виде
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Т (/?; F) =֊- log jcx| -г Т (/?; -1) (0 < 7? < + со). (2.18)

\ г /Поэтому тождество (2.13) теоремы 4, справедливое для произвольной функции w (х) £ 2«, естественно назвать соотношением ш-равновесиЯм. Далее функцию Г™ (7?; F)=^ (R, F) + Na (7?; F), с помощью которой соотношение (2.13) запишется в видеП (/?; F) = log [ex | + Ты f R; -М» (2.187
\ F /впредь будем называть ш-характеристической функцией, или просто 

и-характеристикой.Поскольку в случае, когда ш (х) = 1, функции лъ,, (R; F) и 
Na (R; F) переходят в известные функции т (R; F) и N (R; F) Р. Не- ванлинны, то очевидно, что{П (/?; Л))вв։ = T(R, F) (0</г< + оо). (2.19),

Таким образом, (»-характеристическая функция Тт (R; F) ассоци­ируется с произвольной функцией ш(х)£2«, и совпадает с характе­ристической функцией Р. Неванлинны Т (R; F) лишь в случае, когда
Как известно, характеристика Неванлинны Т (R; F) является не­убывающей функцией на полуоси 0<^7?<4-оо. Аналогичным свойством.обладает и (»-характеристика 7L (R; F). СправедливаТеорема 5. При любой порождающей функции ш (х)£2„ ш-ха- 

рактеристика Тт (R; F) является неубывающей функцией на полу­
оси (0, + со).На доказательстве этой теоремы останавливаться не будем, по-’ скольку оно не отличается от доказательства теоремы 3.3 работы [11] где устанавливается аналогичное утверждение для случая функций,, мероморфных в единичном круге.(в) Докажем теорему.Теорема б. Пусть Т (R; F) и Тш (R; F) суть соответственно՛ 
обычная ш-характеристика функции F (z), мероморфной на всей 
плоскости z. Тогда имеет место неравенство

K(R-,F)^^\T(r; F)}\^=

R= Ш (R) T(R-,F) + J F) К (t)| (fc (О<я<+co). (2.20> о



414, М. М. ДжрбашянДоказательство. Поскольку функция w (х) Ç 2 - не убываю­щая, то, очевидно, будем иметь по (1.7 )
( T(r} F)}\^ = ш (7?) T(R-, F) +

R+ J ТО; F) |«'(t)|rfc. ОПоэтому нам достаточно лишь установить справедливость неравенства
Та, (R; F)^Ru){T(r; П||г-1 =[m(r;F))|r_։ + L^{7V(r;F)}k-։. (2.20')С этой целью заметим сперва, что согласно (1.25) и в силу того, что «>' W -С 0, имеемLog(w) {|/W’)I) (log |F(re'»)|)|,-i = 

R= Ш (R) log |F (7?e'f’)|— J log |F (xe'»)| <•/ (t) dz < Û
R

<u{R) lqg+ И (7?e'l))| - Ç log+ |F (Trfe)| 0/ W dz = 
0= £(^ {log+|F(re«)||r-i.Поскольку правая часть этого неравенства принимает лишь неотрица­тельные значения, то подавно имеем такжеLogt) (|Г(Яе“>)|] < L<? (logt |F(rert)|)|,-։. (2.21)

Умножим теперь неравенство (2.21) на — и проинтегрируем по про- 2пмежутку [0,2к]. Тогда, принимая во внимание определения (2.10) и(2.16) функций тш(/?; F) и m(R; F), мы приходим к неравенствуrâœ (R; F^ltf {т (г; Г)}|,_։. (2.22)Докажем, что справедлива также формула
Na, (R; f) = (ЛГ (г; /)|/,_։, (2.23)откуда и из неравенства (2.22) будет следовать неравенство (2.20'), т. е. утверждение (2.20) теоремы.С этой целью введем в рассмотрение функцию
(,. А) = J ?^_oo)-n(0;œ) dt, ? о



Факторизация функций 473отметив, что по определению (2.15), функции N (г, F)

N (г, F)= N* (г; F) + п (0; оо ) log ги поэтому при
[N (г; /)} = U? {N, (г; F)} + n (0, œ) L<p {log г}. (2.24)Согласно определению (1.6) оператора при 0<г<1 имеем

4-’ IN. (п DI = г J , w ix
Ои, в частности

R4«) (г;?0}|г-1 = J ш(х) Jx. (2.25)оДалее, легко видеть, что формулу (1.6) можно записать также в виде
R

Ltf I? 0} =Ф (rR)+r J <₽' (гт) {ш (х)—1} & (0 < г <1).оПоложив здесь ? (г) = log г,, мы получим
R4°” н = Ioz (rR) + J & (0 < r Cl), • иоткуда, в частности, следует, чтоlog(W) R = Lljp {log r}|n-r = log R — ka(R). (2.26)

I Т(с; Е)\ш' (х)| tft < -f- оо, (2.27)

Наконец, из (2.24), в силу (2.25) и (2.26),. следует
R

L%> {АГ(г; Г}}|,_1 = f П ”)^~П (10г °О) ®(x) rfx+
J то4֊ Л (0; оо) {log R - kR (io)) Na (R; F),ввиду определения (2.7) функции Na (R; F).Таким образом, формула (2.23) и, тем самым, неравенство (2.20) теоремы доказано.Из теоремы 6 непосредственно вытекаетСледствие. Если՛

о
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то имеет место неравенство 

+ ~П Т(х;?)|ш'(х)|</х (0<R < + *>)• (2.28)
ОВ самом деле, отметим сначала, что поскольку функция «>(х)£2.. не возрастающая на [0, 4֊ сс) и

1то, очевидно, w (т) | -{-0 при " f + 00 и «/ (') ^ 0 (0<^ ’ < 4՜ со). По­этому будем иметь
+ “ш (/?) Т (R; F)= — T(R; F) J «■»' (') d- <

R

<J Т(чЛК(’)|л (2-29)

Из неравенства (2.20) теоремы 6, ввиду (2.29), приходим к (2.28).В заключение отметим еще, что при условии (2.27) из (2.29) сле­дует также, что lim и» (R) Т (R; F) = 0. /?-»+-§ 3. Теорема факторизации3.1. (а) В предположении, что ш (х)£2», обозначим через N֊ [ш} множество мероморфных на всей плоскости z функций F (х), для кото­рых ш-характеристика
Ги (/?; /.) — тю (/?; F)+ М, (/?; F} (0</?< 4֊ оэ) (3.1) удовлетворяет условию

Г™ (Г) s= sup ( Ta(R; Г)) <4֊оо. (3.2)о<я<+-Поскольку, как утверждалось в теореме 5, функция ГД/?; F) не убы­вает на полуоси 0<^<^4-с°, то очевидно, что класс /V- (ш) может быть определен и таким образом:/(z)^/V. (ш),если 4—4 *՝*
Тш (F)= lim Гю (/?; FX4-OO. (3.2՜)

Из следствия теоремы 6 непосредственно следует, что условие
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У Цт; Г) |ш'(•=)!</-<+оо (3.3)О 

достаточно для того, чтобы функция Г (г) принадлежала классу ■/V«. {ш|. Одним из простейших свойств класса /V» (ш) является следую­щее: если Г (х) £ ЛГ. [ш) ив (г) £ М» {о»), (3.4)
то имеем также

Г(г) О(г)£ЛС {«»} « ֊{<->!- (3.5)О (г)В самом деле; во-первых, легко видеть, что Ьог+){|Л(Ле«)С(/ге'։>)||<< , ||Г(/?е«)|) + Еог+) (Ю (/?е'«)]|,и поэтомутпш (Я; Г- С) < тт (R; Г) + т,„ (R; 6) (0< R < + оо). (3.6) Далее, поскольку очевидно
пп(1; °°) пр О» °°) + п° °°) (° < * < + °°). то легко видеть, что справедливо неравенство

М. (R; Г) + ЛГ. (/?; в) - М, (/?; Г- в) >> {Пу» (О,- ос) + По (0; оо) — пгЪ (0; оо) х* (®), (3.7)
где *₽ (“) = 1ог R — 1сц («>). (3.8)Но выражение 

Я 1/ \ С ш (х) , Г 1—о) (х) . хл (о>) = I ах— ։--------- — ах
3 х 3 х1 опри Л>1 монотонно возрастает и стремится к конечному пределу* (“) — 1։т (ш) — /?-+~

(з.9) их л х1 оПоэтому из (3.7) и (3.9) имеем
й, (R; R О) <ЛИ (/?;/) + М. (.R; в) + О (1), R -» оо. (3.10)Наконец, из (3.6) и (3.10) следуетГб)<7 (R; Г)+ Тф; С) + 0(1), Я- оо. Следовательно, при условии (3.4) имеем также Г (г) С (г) (ш).
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Та [R; = const+ Та (R; 6)

вместе с функцией G (z) классу Na (ш) принадлежит также функция՛
G (z)= —----- . Тем самым имеем такжеG(z) ££L==F(z)G(zKM. («).G(z)(6) Простейшим примером функции, входящей в класс 7V« (®) при любой порождающей функции w(jc)^2>, является система степеней Л (z)=z* (Х = 0, ±1, ±2, - ).В самом деле, согласно формуле (2.26)Log«.) [|Л (Re* )|) ее (log |А (ге»)|)|,-1 == X (log r)(r-j = X [log R — Icr («։)] = Xx# (w).Поэтому 2к(F; Logft> (Fx (Fe'»)|)0••= max {0, Ххд (ш)}. (3.11)*

Далее, принимая во внимание определение (2.7) функции 7Уш(R; f), имеем
NM (R; F\) = max (0, —X] xj? (ш). (3.12)Из (3.11) и (3.12), принимая во внимание (3.9), заключаем, что

Tm (F\) = lim Та (R; F.) < 4՜ оо,
иначе говоря, F\(z)£N„ {«>}.(в) Принадлежность функции классу Na [о>] накладывает опреде­ленное ограничение на густоту расположения ее нулей и полюсов.Лемма 1. Пусть F(z){n„ [о»}; (а^) (0<^ (а^ < со) и [6,] (0 < I <С 4՜ 00) суть соответственно последовательности ее ну­
лей и полюсов, отличных от z=0 и пронумерованных, как обычно. 
Тогда

^^х< + «5, У (*2-^-rfx <4-СО. (3.13) |J х х
Доказательство. Поскольку F(z)^N. (ш) и тя (R-, F) > 0,. 

то из (2.7) и (2.3) будем иметь
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X (/?;/) = 2 (0; Ь,)+п(0; оэ)х₽Н =

1М<>?
я= 2 С ——~ с/х 4- п (0; оо) (ш)< 

\Ь.,\<-Ц и х1М
<гв(/?,?)<?;(Г)< +оо (о</?< + «,).Далее, так как по (3.9) предел

х (со) = 11т х/? (и) 
/? -* 4- °°конечен, то из (3.14) следует также, что

(3-14)

R (3.15)
Но тогда для любой пары чисел 0 К<С. 4- оо՜ в силу (3.15) имеем

R RV С Л, < 2„.Л х 1Ьч\<к и х
I*,/ 16,1Отсюда после предельного перехода при R ->■ 4՜ 03 приходим к нера .венству 2 (0</?0< + оо).
14,1Наконец, ввиду произвольности R^) из последнего неравенства «следует конечность второй из сумм (3.13). Ввиду тождества (2.13') .аналогично заключаем о конечности первой из сумм (3.13).(г) Для любой функции ш (х)^2„ наряду с последовательностью

Д0(Я)=1, я
^(К) = к Г Ш (х) х*-։ с/х (к=1, 2,•• •) (3.16)

1 61введем в рассмотрение и последовательность чисел
+«Д0(оо) =1, А* (ос) = к у ш (х) ж*֊1 с/х (к =1, 2, - • •), (3.17)

<>заметив, что Д*(оо) = Пт △*(/?) (*=1, 2,-- ). (3.18)я- +«.Отметим прежде всего, что если при данном Аг^-1 Д* (оо)<^ 4՜°°, -то числа Д> (оо) допускают также представление вида
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Д* (оо) = у х* с! ( — «> (х)|. (3.19)

оВ самом деле, если ДА(а>)< + °°, то очевидно, что существует такая последовательность 7?Л 1 4֊ п Т + °°> чтоПт {/г*ш(/?я)) = 0. (3.20)Но для любого R

* С
к <0 (х) х*-։ <1х = /?* <0 (/?) + X* {- ш (*)). (3.21)

о опричем интегралы как слева, так и справа — неубывающие функции от /?С(0, ֊Ь °о).Поэтому, положив в (3.21) /? = /?„ и переходя к пределу при п~* ос, в силу (3.20), мы приходим к формуле (3.11).Условимся теперь отнести функцию °>(х)<2~ к классу 2«, (оо), если Д* (оо) 4՜ оо (к = 0, 1, 2, • • •) (3.22)и к классу 2«, (р) (р >0), еслиМ°°)< + °о (к =0, 1, 2,-• -,р) и Дл(ос)= + °° (Л>р+1). (3.23)Выше, в § 1, посредством формул (1.5) и (1.14) для произвольной функции ш(х)(2. и при любом 2?2>О были определены функции
*(^.>-1 + 2^-^-, 

аналитические в круге |х| R.Наряду с этими функциями введем в рассмотрение также функцииС.(г; ш)= У-֊4֊- ’ (3.24)*±0 (°°)5. (г; «) = 1 +2 2֊^— ■ (3.25)(°°)Если ш(х)^2» (р), то очевидно, что функции С» (г; ю) и 5» (г; ш) являются полиномами степени р.Предположим теперь, что ш (х)^2, (со). Тогда, пользуясь пред­ставлением (3.19) последовательности (Д* (оо)]^* и заметив, что с1 [ — — и (х)} > 0, для любого х =/= 0 и имеем ооА*(оо)> У X* (1 {-«о (х)) > (2|х|)* <и (2 |х|)^ (3.25х)
2|։|
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А-*-*-«и, следовательно, радиус сходимости рядов (3.24) и (3.25) равен бес­конечности.Таким образом, если ы (х)£2и (со), то С« (я; оз) и 5« (г; оз) яв­ляются целыми трансцендентными функциями.Лемма 2. В любой точке соНт Сз? (я; оз) = С- (я; оз), (3.26)

Я-+"Нт 5/? (я; оз) — (я; оз), (3.27)
/?-»+«=

притом равномерно относительно г в любом замкнутом круге. Доказательство. Поскольку
Зр (г; оз) = 2С/? (я; оз)— 1 и 5. (я; оз) =2С» (я; оз)—1,то достаточно установить лишь справедливость (3.27).Положив теперь, что |я|<г (0<г< 4՜ °°) и > 2г, при любом и 7?>/?0 получим оценку

R 2гД* (/?)=к (’оз (х) х*՜1 <1х>к оз (х) х*՜1 с!х >

О Г '> (2*—1) г* 03 (2г) > 2*՜1 г* Ш (2г),откуда после предельного перехода при R֊» со получим такжеД* (со) >2*֊։ г* оз (2г).Следовательно, для любого в ^>0 число IV = /V (г; г) можно выбрать таким образом, чтобы выполнялись неравенства
2 2 -—=«(2г) 2*->"1 Е *

<328>
1 ֊^—1<—• у —=А* (со) | оз (2г) ^+1 2*֊։1 £= <1г|<г)' <3-29>

Наконец, из (3.28) и (3.29) вытекает неравенство
\С.(г;^-Ср (х; о>)|<^-4֊
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Отсюда, в силу (3.18), следует|С. (г; <0) - Ск (г; ш)| <е (|г| < г, *о)и, таким образом, лемма доказана.(д) Приведем класс примеров функций « (х) £ —« (°°)> когда(г; «։) и 5^ (г; и) могут быть выражены через известные специаль­ные функции. -Для произвольных значений параметров р (0<Ср<С 4՜ °°)» <^р<^-|-оо) и а (0<^а<^ + оо) обозначим

+ «>■ ш (х)= С е—* <м-1 х £ (0, + =»)• (3.30)՛Г жЛегко видеть, что ш (х)£2- (со), причемсед* (°°) = у **а {— « (*)) = о+~ г (7+—)
= Г е-.ж₽ ^+14.-1 =—4---------- ’и- (*>0).1՝ (н) 3 -0 а Р Г(Н)Отсюда следует, что

чп (3 *)*С. (я; ш) = Г (И) —-------р-=
*֊° г (н+ —)\ р /

1_= Г(и).£р(аР г; И), где
г(н+֊ )\ Р /— целая функция типа Миттаг-Леффлера порядка р и типа 1.Итак, для семейства функций ш(х)£2„ (со) вида (3.30) имеем

]_С« (я; «>)= Г (н) £(, (оР г; и), (3.32)-
1_5» (г; ш) = 2Г (р) £р (аР г; ц)- 1. (3.33)3.2. (а) Докажем теперь первую основную теорему о факториза­ции функций класса (ш). При этом мы воспользуемся обозначения­ми, уже введенными нами ранее посредством формул (3.9), (1.23) и
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R- С* Сш (х) X- * ֊ 1 dx }-----—----- ,J / А* (/?)
։:iС)=(1--^ ехр {- WW (z; С)).

Теорема 7. Пусть F(z)£N,. (ш}, {а,.) и {6>j суть соответ­
ственно нули, и полюсы нашей, функции, отличные от нуля, прону­
мерованные как обычно.

Тогда функция F (г) может быть представлена в виде
2х

F (z) = е‘* + Хх (ш) z’֊ ехр ( — f S. (е ֊“> z; œ) dz (0) I X 12* J J
оП ^»(z;^)

X lim , |z] < oo, (3.34>п
»

a (&)= lim J Log(m) (|F (£e'a)|) d§, (3.35}
о

где пределы (3.34) и (3.35) берутся при R-* + 00 «о некоторой по­
следовательности значений.

При этом а (0) — функция конечного полного изменения на. [0,2*], X — кратность нуля (при Х>1) или полюса (при Х<^—1) в 
точке z = 0 и, наконец, а= arg {z֊x F (z))։=o.Доказательство. Согласно формуле (1.27) теоремы 3, для любого R (0< R + 00) имеет место представление

2ч

F (z) = ехр (ï'arg ex + Xxj? (ш)) exp | 1 Sr (e~az; w) dzR (&) | X(2it J J
оЛ A.s> (=; O.)x0-^----------------------- (H<K), (3-3«>I 1 AW (z; 6.)
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где

б
OH») = jLog{M){iFmii л. (з.з7)

оНо легко видеть, что для любого R^>0

2«ь (0)1 < J|LogM{|F(7?e'8)|)|^ = о= 2к/т„ (7?; F) + т..,( R; 4Ур ftG°> 2л1’I \ г /)а также, что 
2r (•— — / _ 1 \]
V (°я (*0) (R՛, F)+ тт( R; )|'
о | \ г /)Заметим, что

та, (R; F) < П (R; /)+ |>-| */? (<»),

та- ( R; Т„( R; 4") + Р-| Ч («•>),

причем Т։,Ут?; — — const 4- 7L (7?; F). 
\ F /Поэтому и в силу того, что F(z)£N~ (ш|, будем иметьsup far Г /л® (??; F) Н֊771ОУЛ; 11 = M„,(F) < 4- оо.

°</?<+~ ( [ \ F/ ])Таким образом, для семейства функций (а/? (&)] (0<^ Я<4-°о) выполняются условия первой теоремы Хелли, а именно, для всех
|°л (&)| < 7И® (7Э (0< 0 < 2к), V (’/?) < Мш (F), 

и

где Мы (7*) не 'зависит от R.Следовательно, существует вещественная функция в (0) на [0,2 к] с конечным полным изменением и последовательность {7?*) Г 7?* t 4՜ 00 такие, что в каждой точке ®£[0, 2я]ва (») = lim (») = lim С Log(M) { |F (7?* ел) |} (3.38)*-’+” *•*+- JоОтсюда и ввиду леммы 2, по второй теореме Хелли следует, что
Jim f ^е~Л z՝ ш) d<3^k (&) =*-*т“ хК J о
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2== —J 5, (е—/։> z; О») dz (&) (|z|< оо). о (3.39)

Положив, наконец, в тождестве (3.36) /?=/?*, ввиду предельных соот­ношений (3.9), (3.38) и (3.39) мы приходим к утверждению теоремы.(б) Приведем теперь теорему, дающую полное решение проблемы факторизации всего семейства функций, мероморфных на плоскости.Пусть Г (г) — произвольная функция, мероморфная во всей ко­нечной плоскости г. Тогда Пт Т (г; Р) = + оо и, очевидно, существует хотя бы одна непрерывная, положительная и интегрируемая на [0,+со) функция А (г, Р) такая, что+ ®о /У Т (г; Г) А (г; Р) Иг < + оо. (3.40)оВ качестве такого рода функции можно брать, например, функцию
А ( я = !1 0<г<1' (|(1 + г)1ог2 (1+г) 7(г; ЛГ1,Введем, далее, в рассмотрение функцию

4-ео“Я (х) = ~՜ С А (г; Р) бг, (3.41)
Ц) Л

согде Со = у А (г, А) Аг, и докажем следующую теорему, оТеорема 8. Пусть функция Р (г) мероморфна во всей, конеч­
ной плоскости г.

Тогда Р{г)^И^ (шг) и, таким образом, допускает представ­
ление (3.34) теоремы 7 с порождающей функцией ыр (х).Доказательство. Легко видеть, во-первых, что ш/?(х)^2ш. Во-первых, согласно неравенству (2.28), отмеченному в следствии тео­ремы 6,

ТШр (R; А)< у Т (г; А) |о£(г)| <7г (0 < R < + оо),о откуда и из (3.40) получимsup {Т (7?; А)} < -1֊ оо, о<я<+~т. е. F (z)£N„ {wj, и теорема доказана.(в) В связи с теоремой 7 естественно возникает вопрос о ее об­ращении, т. е. вопрос о том, каждая ли функция вида (3.34) при ус­ловии
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2 [!±1Л<+оои2 (3.42)
М 3 х М 3 Xгвр.1 1»Л.входит в класс (ш|?Отметим, кроме того, что если ввести в рассмотрение функци ю 1=1ш (х) (}х___ V I С՜* Г I'» (х) х*՜1 с/х —

— С* Со> (х) х՜*՜1 dx I———— (|z[ < т°°> 0<Հ |С| <Հ + °°),

то, как и в лемме 2, нетрудно установить, чтоМт М® (х; С)= (х; С) (|х| < + °°, 0 < |С( <-ք- оо). (3.44)Поэтому другой вопрос, который возникает в связи с теоремой 7, это вопрос о том, сходятся ли во всей ^плоскости х при условии (3.42) бесконечные ■произведения
а.)|= П а,0, «и(я; 6,)»ք1ձ'>(хДО,), (3.45)

(х=1 •где Л“’ <*; 0=(1 ֊ у) ехр (՜ (г; Ջև. С3-46)
и если да, то входят ли функции «ш(х; си) и ««> (х; 6,) в класс /V. {ш}?
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 20.XI.1970

Մ. ՛Մ. ՋՐթԱՇՅԱՆ. Վերջավոր հարթությունում մերոմորֆ ֆունկցիաների ֆակաորիզացիան* 
'(ամփոփում)

Հոդվածում, հեղինակ՛ի [27] հետազոտությունում զարգացված մեթոդի հետագա ընդլայնման 
և ընդհանրացման ճանապարհով, բերվում է սկզբունքորեն նոր և ընդհանուր եղանակ ամբողջ 

զերջավոր հարթությունում մերոմորֆ ֆունկցիաների ֆակտո րիզացմ ան պրոբլեմի համար։ 
Հիմնական 7 թեորեման ընդգրկում է մնրոմրւրֆ ֆունկցիաներ, որոնց խարակտերիս սրիկներն ունեն 
կամայական աճւ

M. M. D2RBASIAN. Factorisation of functions, meromorphic in the finite plane 
t (summary)

By improving and generalizing the method, developed in (11), a new general so­
lution for the problem of factorisation of functions, meromorphic in the finite plane is 
obtained. The main theorem 7 covers meromorphic functions with characteristics of ar­
bitrary growth.
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