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КРИТЕРИЙ СПРЯМЛЯЕМОСТИ КОНСТРУКТИВНЫХ 
ПЛОСКИХ КРИВЫХ

Как было показано в [1], для конструктивной спрямляемости 
конструктивной кривой необходимо, чтобы обе ее компоненты были 
функциями конструктивно ограниченной вариации, однако это условие 
не достаточно для конструктивной спрямляемости кривой1”. Во время 
доклада об этих результатах на семинаре в МГУ А. А. Марков вы
сказал следующее предположение: для спрямляемости конструктивной 
кривой необходимо и достаточно, чтобы компоненты всех конгруэнт
ных ей кривых были функциями ограниченной вариации. В настоящей 
статье мы дадим доказательство этого предположения А. А. Маркова-

Бу дем пользоваться терминологией и обозначениями из |1]. В 
частности, если фиксирована функция / и кривые К и К1г определен
ные на аДР, то через и 1^*  обозначаются алгорифмы, которые пе
рерабатывают всякое дробление а0 * а։ * • • • * ал сегмента ։ДР соот
ветственно в Л’Л-числа

* В дальнейшем прилагательное „конструктивный“ в терминах, относящихся к 
конструктивному анализу, часто будет опускаться.

л-1
2 1/(«1+1)—/ (»/)|

, 1-0
и

Л-1 _________ _________________________________________
2 /(ЛЧ«1+1) - + (а1+1)-/0>(а/ ))։ 1

1-0
через будет обозначаться алгорифм, определяемый так же, как 
1Р*,  с заменой К на Кх.

Термины, связанные с конструктивным интегрированием по Ри
ману, понимаются так же, как в [2] и [3]. Будем говорить, что функ
ция /, заданная на аДр, является линейной, комбинацией функций " и 
А, заданных на аДр, если потенциально осуществимы такие А’Л-числа 
и и о, что при любом х£ оД9

/(*) “н 8 (х) + и-А (х).
Теорема. Кривая К, заданная на яДр, спрямляема в том и 

только в том случае, когда любая линейная комбинация ее компо
нент является функцией ограниченной вариации-, в этом случае дли
на кривой К равна
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1 С‘1 ■ 1у- V (№(0 cos<p+^(0-sin?) k?. (1)

о

Для доказательства нам потребуются две леммы.
Пусть F есть конструктивная последовательность функций, опре

деленных на аДр. Будем говорить, что эта последовательность равно
степенно непрерывна на аДр, если

упЯт-укху (х, у£ аДр<& |х—y|<2-m =>|F*  (х) — F*  (у)|<2՜՜ ).
Лемма 1. Пусть F есть конструктивная последовательность 

функций, равностепенно непрерывная на аДр, и пусть конструктив
ная функция /, определенная на аДр, такова, что при любом х£аДр

Fn (х) -> f (х). (2)
Л-»»

Тогда функция /равномерно непрерывна на аДр, и последовательность 
F сходится к / равномерно.

Доказательство. Докажем вначале равномерную непрерыв
ность /. Пусть п — произвольное натуральное число. Пользуясь равно
степенной непрерывностью F, построим натуральное число т такое, 
что

укху (х, у С “ДР& \х—у\<2~т z>\Fk (х) — Fk (у)|<2՜ п -1).
Тогда, ввиду (2), для любых х и у, принадлежащих аДр и таких, что 
|х — у\<2~т, будет

таким образом, мы показали, что

улЯлп уху (х, у£аД0& |х—у| <2՜՞’ о|/ (х)—/ (у)|<2՜" ), 
т. е. / равномерно непрерывна на аДр.

Теперь докажем равномерную сходимость F к /. Пусть п — про
извольное натуральное число. Построим натуральное число I такое, 
что

У/kxy (х, у£аД₽& |х-у|<2֊' =>|Г*  (х)— Fk (у)|<2' Л՜'2), 

и, кроме того

Уху (х, у£аДр& |х—у|<2՜' =И(х) — f (у)|<2_я՜2).
Далее, построим натуральное число к такое, что

₽֊=^<2՜', 
к

FR-числв и0, и։, • • •, ик такие, что

и/ = а + ֊^֊ • (Р — а) (0< I < к), 
к

и, наконец, пользуясь соотношением (2), построим натуральное число 
т такое, что для всякого ։ от 0 до к и для всякого j > т
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|Гу(И/)-/(и/)|<2—2.
Пусть теперь х — произвольное /'7?-число, принадлежащее ’ДР- 

Построим натуральное число i такое, что
[х — и, |<2֊'.

Тогда при всяком j > т будем иметь
1/7(*)֊/(х)|<|ГДх)  ֊£/(«/)!-Ь
+ !Гу(ш)-/(«,)! +|/(м/)-/(х))< 
< 2֊ п -2 _|_ 2֊ п ֊2 _1_2- п -2 < 2֊« .

Таким образом
yfn^myfjx (х£аДр& j > m = |Fy(x)—/(х)| <2՜՞ К

Лемма доказана.
Лемма 2. Для любых FR чисел и и v

j |и■ cos ® + v- sin ъ\ df = 2 ■ и*  4՜ •

О

Доказательство. Если u24֊v։=0, то u = v=0, и требуемое 
утверждение устанавливается немедленно. Если н*  г «*=£0,  то можно 
построить такое /'7?-число ®0, что

и = V и*  4֊ и2 • cos <?о,

v= V и՜ 4֊ V2 sin фо, 
откуда

j |и соз с,4- v-sin qp| </ф= К и2 4՜ v*  • Г |cos (? —©0)| dtp =

■> о
X

= рг и- 4՜ v2 • J|cos <р| dtp=2 • / v2 4՜ v2 • 

О
Таким образом, требуемое равенство справедливо как в случае и2 4՜ 
4и2=0, так и в случае и։4-и։ =5^0; следовательно, имеет место двойное 
отрицание этого равенства, а значит и само равенство.

Доказательство теоремы. Необходимость. Предпо
ложим, что кривая К спрямляема. Пусть и и v֊~ какие-либо PR-чк- 
ела, и пусть функция /, заданная на а\р, такова, что при любом 
х аДр

/ (х)= и- К- (x)4-v /fr‘ (х).
Построим кривую такую, что при любом х£аЛр

К\ (х) = и- К- (х) 4՜ v-KT(x),

^(x)=-v /Г=(х)4-и-^(х).
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Легко проверить, что для любого дробления Р сегмента аДЗ 

Ц^(Р)=уи» 4- U7*(P),

а потому, ввиду спрямляемости кривой А, кривая Ах также спрямляе
ма; но тогда, на основании теоремы 1 из [1], функция К[, а значит и 
/, является функцией ограниченной вариации на аД?-

Достаточность. Пусть любая линейная комбинация К:- и К1՛ 
есть функция ограниченной вариации на аД£. Покажем, что в этом 
случае кривая К имеет длину, выражающуюся формулой (1).

Из нашего предположения следует, в частности, что К՝ и Ат՛ 
суть функции ограниченной вариации; обозначим их вариации через 
И- и Иг,. Пользуясь леммой {1) из [4], легко построить алгорифм J, 
перерабатывающий всякое Л’Л-число ® в запись функции, которая по 
всякому /ГА-числу выдает FA-число

cos ? • A'(f) + sin <р • А*։  (£).

В дальнейшем вместо „функция, запись которой есть J (?)“ мы будем 
говорить просто „функция J9U.

Согласно предположению, для всякого /*/?-числа  ® функция _/7 
есть функция ограниченной вариации на <։Д[3. Таким образом, потен
циально осуществим алгорифм, который по всякому >р выдает вариа
цию функции /?. Построим такой алгорифм и обозначим его через Л. 
Мы будем употреблять следующие сокращенные обозначения из [1]:

= ’ + •(₽—«);

Дя^ = АЧх&)-^(х|»>); 

A,A?=Ai(x)?,)֊tt(x^ 

Построим конструктивную последовательность Н функций, определен
ных на ОД«, такую, что для любого натурального числа п и любого 
/ГА-числа <р£ОД«

2я—1
Нп (а) = 2 |cos ® • Дя А/ + sin ® • Дя А/‘|. 

1-0

Согласно лемме 4 из [1], при любом ?, принадлежащем ОД«, имеем

нп (?) -> h (?). 
Л-»ео

Далее при любых ?х и ?2, принадлежащих ОД«,-и при

(3)

любом на
туральном п

\Нп^-Нп(ъ)\=
ал-1
V |Cos?2 -Дя А' +

1=4)
гл-1

+ sin ®։-Дя А^]— V .’cos ipx-Дл А| -|-sinДлАр| <
1-0



438 11 Д. Заславский. Г. С. Цейтпи

-< V |(cos ф2 — cos ?։)-Ая К; (sin <р2 — sin ф։) • дл АГ5 
/=-<1

< |фэ֊?11 • 2*  (1дп + |ДЯ А>|)< •( И= + ит.).

/«41

Таким образом, последовательность Н равностепенно непрерывна на 
ОД՜, а потому, ввиду (3), получаем на основании леммы 1, что функция 
Л равномерно непрерывна, и Н равномерно сходится на ОАп к Л. Сле
довательно функции Нп и Л интегрируемы по Риману на ОДп, и

Z к

С Нп (?) df -> Гл (?)«/?• (4)
J Л-оо J
и о

С другой стороны, пользуясь леммой 2, получаем для любого на
турального и:

р 2"-1 р
I Hn(v)d'?= V I |cos ?-Дя К] 4- sin ?■ ДЯА}'| d<f~

о '֊"
2я—I

=2 • v v (дЛ + (Дя ^у-2 ■ W* (т (л)), 
/-о (

где Т есть алгорифм, перерабатывающий всякое натуральное 

(5)

л в
дробление xffl *х* я) *•••*  х^. Из (4) и (5) на основании леммы 5 из 

[1] следует, что кривая К спрямляема, и Л7?-число ֊֊Ja (?)</? являет-

•• " о

ся ее длиной. Теорема доказана.
Следствие 1. Для того, чтобы кривая К, заданная на аД^, 

была спрямляема, необходимо и достаточно, чтобы для любых 
FR-чисел и и v, удовлетворяющих условию u։-|-v։=l, функция f, 
заданная на аД^ и такая, что

vt (фЛ? => / (х) ֊Га.Г'(О+ V(/)), 

была функцией ограниченной вариации.
В самом деле, необходимость приведенного условия немедленно 

следует из теоремы; достаточность его фактически установлена в про
цессе доказательства теоремы, так как там мы использовали ограни
ченность вариации лишь таких линейных комбинаций А՜ и А\ у кото
рых сумма квадратов коэффициентов есть 1.

Будем говорить, что кривая А?։, заданная на сегменте аД,3, кон
груэнтна кривой К, заданной на том же сегменте, если потенциально 
осуществимы такие FR-чнсла. ?, С, D, что при любом ^аД^

А' (0 = К- («) • cos ? -•֊ Ат՛ (0 - sin ? 4֊ С;
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Xj1 (t) = — К՜- (f)sin о 4*  Ат‘ (I) -cos с + D.

Следствие 2. Для того, чтобы кривая К, заданная на оА/, 
была спрямляема, необходимо и достаточно, чтобы компоненты 
всех кривых, конгруэнтных К, были функциями ограниченной ва
риации.

Следствие 3. Если кривая К, заданная на ։Д?, равномерно 
дифференцируема, то ее длина равна

|V(№'(OF+(A’’i'(f)js՜ dt.

7
Доказательство немедленно следует из формулы (1) и леммы 2 на 
основании равенства

7
справедливого для любой равномерно дифференцируемой функции 
(см. [2], теорема 4); возможность перемены порядка интегрирований 
легко устанавливается, исходя из равномерной непрерывности подын
тегральной функции.

Отметим в заключение, что формула (.1), выражающая длину кри
вой через вариации линейных комбинаций ее компонент, может быть 
доказана аналогичным способом также в рамках классического анализа. 
Авторы не встречали подобной формулы в литературе по классичес
кому анализу.
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К Դ. ԱԱՍԼԱՎՍԿԻ. Դ. U. ՑեՅՏհՆ. կոնստրուկտիվ հարթ կորերի ուղղելիության հայտանիշը 
(ամփոփում)

Ապացուցվում է, որ կոնստրուկտիվ կորը կոնստրոլկտիվորեն ււլղղեգի կ այն և միայն այն 
դեպքում, երբ նրա բաղադրիչների բոլոր գծային կապակցությունները ունեն կոնստրուկտիվորեն 
ւ/աՀմանափակ վարիացիաներ։ է < է ■ ի միջակայքում որոշված X ԿորՒ երկարությունը 
արտահայտվում է նրա և իՀ՜հ բաղադրիչների գծային կապակցությունների վարիացիա
ների միջոցով հետևյալ բանաձևի օդնությամր'

շ J
<1

(A? (f) • cos փ 4֊ Kr‘ (0 • sin ф) dtp,

սրլւ տեղի ունի նաև դասական ան ալի ղում г
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I. D. ZASLAVSKY, G. S. TSEYT1N. Rectlflability criterion for contractive 
■ planar curve*  (summary)

The following theorem is proved: the constructive curve is constructively recti
fiable if and only if all linear combinations of its components are functions of construc
tively bounded variation. The length of the curve K with components K՜ and K1՛ de
fined on the segment a t 'fi can be expressed in terms of these linear combinations 
and their variations by means of the formula

К
£= -|֊J I V (0’COS ? 4- K' (t) 'sin <p) I dtp, 

II
which holds also in classical analysis.
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