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ОПИСАНИЕ ЗАМКНУТЫХ ИДЕАЛОВ И НЕКОТОРЫЕ 
ВОПРОСЫ ФАКТОРИЗАЦИИ В АЛГЕБРАХ РАСТУЩИХ 

ФУНКЦИЙ АНАЛИТИЧЕСКИХ В КРУГЕ

Введем следующие обозначения:
1. Ur — открытый круг с центром в нуле и радиуса R.
2. U = Ui — открытый единичный круг.'
3. Н (U)—множество всех функций, аналитических в U.
4. Пусть р и с—положительные числа. Символом X  обозначим 

множество
*

f: |I/J’ = sup |/ (z)| exp (— ° ) < + col.
₽ «№ \ (1- |z|)p / J

5..

6.

X; = и x°.
P o>0 P

*P+0 = Ո X'
•>o r

В этой статье мы установим, что факторизация М. М. Джрбашя- 
на, предложенная им в [1], хорошо приспособлена к изучению алгебры 
Х„о (р>1). Мы дадим полное описание замкнутых идеалов алгебры 
Хс, и, снабженной естественной топологией. Кроме того, мы покажем, 
что свойства нулей функции класса Х~ (р > 1) существенно отличаются 
от свойств нулей целых функций порядка р.

§ 1. Вспомогательные сведения

В этом параграфе формулируются применяемые ниже теоремы 
Линдена и Картрайт-

Теорема А. (Линден, [4]). Пусть / регулярна в и^, /(0)=1, и, 
кроме того, пусть Тогда существует число г0 — г0 (°) та­
кое, что

Я
п(С, А,/)<*(₽, ^M(t, logJ Л+М(г0,1ог|/|)

>и

где

|С| = r<R, հ ֊ 5 {R — г), 0 < 8 < —.
՛ б

К (Հ ß)—положительное число, п (С, հ, ք) — число нулей функции ք в 
круге |C-z|<Ä,
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ст... , .-к֊-.— . ■ ■ - ՛՛ ■ j_> 1« . ՛,г՛-֊.-'- । . ——■ ■ -՛ ~~

М (t, log՜4՜ l/l) --= sup log+1/ (*)|.
1*1- /

Теорема Б. (Линден, [3]). Пусть для заданного значения 
0£ [0, 2к) 5л. к обозначает область

|1-2֊*  < М < 1 -2-*-> : 2֊» < 9 - argz< 2֊ (Л +1) 2՜*},

где Л и к — целые числа такие, что Лг>0,

— 2*-«4:л<2*֊- |-1.
Предположим, что к0 и р—положительные числа, [ая|Д։ — после­

довательность точек круга U такая, что при всех достаточно больших 
п выполняется неравенство |ал|>1 2՜*՛,  и для любого 0£ [0,2*0  су­
ществует не более с2* р точек а„, в каждой из областей 5д, л при 
к'>к0. Пусть 5—любое целое число, большее р—1 при р^>1 и равное 
нулю при р-СЬ Тогда функция Р, заданная равенством

аналитична в и и принадлежит X“,
Теорема В. Пусть Р—произведение, построенное в теореме Б. 

Тогда при любом з>0 и достаточно большом п существует число

с 1 1 . 1
Гп^~ 2п ’ 2« + 1

такое, что

log |Р (г„ е'°)| > - ........1 , е € [0, 2«). .
(1 - гя)?+*

Теорема В следует из результатов работ [3], [5].
Теорема Г. (Картрайт, [6]).
Пусть функция ® аналитична в U и и - Reep, пусть далее ?(0) 0. 

Если

M(z)<------ -------- (z6U),(1 -Н)’ k

то при всех z£U выполняются неравенства

(а) 1? (z)l <
_MaL
(1-М’

при 0<я<Т,

(б) М (*)|< К
(1-И)

log2 (। п₽и а = !>
\1—|г|/

(в) 1? (г)1 <
(1-1*1) ’’ при т тс,

где К (а)—положительные постоянные, зависящие только от я.
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§ 2. О факторизации М. М. Джрбашяна

Пусть /£ Н(&) и

7',(г) = 1огН/(ге'°)| </*  (0<г<1).

(2)
»=1

где

Множество функций Н(1)), для которых

о 4
—КС®^՜!՜00 обозначим через Д’.

М. М. Джрбашян в работе [1] нашел каноническое представление 
этих классов при — 1 а <С 4՜ 00 •

Пусть к — неотрицательная целочисленная функция, заданная в 
и такая, что множество {а£ и: к (а) >0} не имеет точки сгущения в 
и. Такую функцию к мы будем называть дивизором. Символом мы 
будем обозначать произведение М. М. Джрбашяна (см. [1]) такое, что

М(^)= и-.к(г)>0},

причем кратность нуля в точке а равна к (а), где №(/) есть множество нулей 
функции /. Каждой функции /£Н(Ц) соответствует дивизор к/, опре­
деляемый так: к/ (а) равняется кратности нуля а£ О для функции /.

М. М. Джрбашян доказал (см. [1]), что каждую функцию А*  
можно представить в следующем виде:

О.
(а)ехр₽'(а) (а ££/), (1)

где

2 (а,+ 1) (1֊р2)а 1ог 1/(ре,0)| рао ± 

О —х
(1—ре՜'0 а)®՜1՜2

ка — ехр
О

С). — коэффициент при г1 в разложении / в ряд Маклорена. Про­
изведение тт*у  определяется так

£/« (г, С)
(1—р8)“ 1о£

(3)

О -к
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a {z*) —расположенное в последовательность множество N (/), каждый 
элемент z множества N (f) встречается в этой последовательности 
*/(z) раз.

При исследовании замкнутых идеалов в алгебре X. о (см. ниже) 
возникает следующий вопрос:

Пусть и пусть я таково, что (например, я^>р — 1),
тогда в силу (1)

I2՜ 'л/։хр •

Принадлежит ли функции exp g', exp [—g(] множеству Лр+0? Кро­
ме того, сам по себе интересен и такой вопрос, возникающий в связи 
с тем, что при любых я', я таких, что я.'<^я выполняется включение 
Д‘, с: А*  и, тем самым, каждая функция, принадлежащая Л'., имеет 
новое представление вида (1) в А''. Каков рост сомножителей 

8а> 8*՛  > участвующих в разных представлениях одной и той же функ­
ции? Ответ на этот вопрос дает следующая

Теорема 1. Пусть f £ (р >1) и я^>р—1. Тогда

\~kr (z)| -l֊|exp(g'(z))i <exp ---------- log2 -J—
(1-֊H)? !_|2|

№). (4)

Если же fcX^o, то K*/։ exp exp [—g'j также принадлежат X? о, 

где c —некоторое положительное число, независимое от z£ U.
Сначала докажем лемму.
Лемма. Пусть к—дивизор такой, что множество |z£U: 

Ar(z)^>0) удовлетворяет условию теоремы Б. Если Р—произведе­
ние, фигурирующее в теореме Б

N(P) = {z^U-.k(z)^>0}, 
то

(5)

для любого я^>р—1 (г., к = 0, 1, 2,-՛—абсолютные постоянные).
Доказательство. Пусть Р— произведение, о котором гово­

рится в теореме Б. Так как Р^А՝Ч при я}>р — 1, то по теореме М. М. 
Джрбашяна (см. [1]) для Р имеем представление

Р=*>  exp gP.

Нужно оценить последний сомножитель

(6)

в₽м_ 2 (’+1) f f log (Р**) ’

* Возможность почленного интегрирования вытекает из следующих ниже оценок.
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*„1 " и и I 1 — л ж I
О — т:

£։ / \l-ztfe«/ ] (1-гре֊'6)^։

(7)

Равенства понимаются с точностью до 2"пг, где п— целое число. 
Мы воспользовались теоремой ХШ։ работы [1]. Оценим

1-Сг

(1-г)’1ог |11
ре;в

о
Из [1] имеем

6/, (г, С)

р е/О</р

(1 - гре_/։)®+։
(8)

(1—р2)“^ 1----- — рс/Ос/р1 к

С

О -X

3 г

о

Легко видеть, что

Л—
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Пусть

<-
1—С Z 8

(Ю)

Тогда очевидно и при t £ [0, 1]

~=£1.

Действительно, если |z|<JC|, т0 ~ ПРИ [0,1 !■

Если же ]z| > |С|, то из равенства tz^= r-, следовало бы, что 
arg z — arg С и

I - ICI2 = Iz-jçr > !
1-U 1—|C||z| "

что противоречит (10).
Поэтому

существует.
Следовательно при условии (10) можно записать следующее ра­

венство:

Но при |z| |С| непосредственное

ла в. степенной ряд показывает, что

разложение последнего интегра- 
он совпадает с log ----7֊^ .

Предыдущие рассуждения показывают, что при
2

условии (10) — не

может принимать вещественных значений, больших единицы. В силу
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аналитичности интеграла относительно —, получаем, что он равен

1о$г -7-^ (при условии (Ю)).

Итак, при условии (10)

< 1-К1* Г8 у _А_

1 । 2 = (1-кг)а-И8) <2 А = А
|1-и П֊^|։ "8 4՛

" 1֊Ь| *" +2*-8*  

при условии (10).
Остается оценить интеграл 

(' (1 — «)’+։ Л 

1։,։ \ 'г )

Сделаем замену переменной, полагая 

1—# =т (1—|С|։).

Тогда оцениваемый интеграл по модулю превратится в

(1 — 1С|8),+а Г________ т«+1 С“4՜2 Ж____________________

I1 - ’-’1а+2 3 (1-т (1-|д»)Л=£- 4- 1^гу 2 
\1— С г 1 — С г /I

Оценим снизу знаменатель подынтегральной дроби.
Имеем
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то есть
с"«_ >/3 .
1-Cz 2

Но так как

то знаменатель не меньше положительного числа, не зависящего от 

Сиг при условии (10) и |С| > •— •

Следовательно при условии (10) имеем
ls;W|<c/l^L»= + lbK”։). (12)

\1—Cz |1—Сг /

Переходим к тому случаю, когда

1-Г18 1 - (13)

1—2 |z| P cos 9 — <F֊Hz|2 p3

|1-Сг| 8

Мы будем пользоваться формулой (8).
Очевидно можно написать

11 _ |г|» *+2/ 1|g: (г)| < 4-^֊ ( (s+2) 8'+3 + 8’+*  log —- +
I 1— С z \ 1—|г|

8«+։. (я '1)

о

1 ое/0
1 г (1 - р։) log 1 - •—

•• Г । С
I J (1 - гре~/0)։+2 

то есть
1__ .Г|2 *+2( 1|g: (z)j< с2 -—— Ь + log -—- +
1 —С z I 1 —jz|

1 к

0 — к

pe'° II_________ P <®d[>__________
C |1 —2 |z| p cos 9 — <p + |z!։ ps

где <p = arg z.

А при |C| > 0<р*\1  справедливо неравенство

|log|l — 4֊ 2 log 3.

Поэтому

Пог |1-г-֊|р^р
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Легко видеть, что

1

1—|zj

log 1
,ert I

1 — 2 |z| р cos & — ։p + 'z|3 p3

I

1— 2 |z| p cos 6 —p + |z|3 p3

В этом можно убедиться, разлагая подынтегральное выражение 
в ряд. Следовательно имеем

ig. wi<c։( log3-A-VJ- R
\ 1—|z|/| 1— ՛, z

при условии (13).
Из (12) и (14) следует

/ 1 \ 1— Е1։ т+2 1 \|g.-(2)Kc( log3 _L_).2-^L (z,ceê/,ICI>АЛ,
\ 1—lz|/ 1—Cz 2/

где 7 = min (a, s).
Поэтому получаем

If«(z)Kc4(log3 —A_ y \Z^U).
\ 1 —l«l / *"\1֊  Zi z !

(14)

(15)

Но из оценок работы [3] следует, что последняя сумма не больше 

-----—----- . Лемма доказана.
(1 ֊ И)?

Доказательство теоремы. Непосредственно из леммы и 
из (6) (где k = к/) следует оценка (4) для -“/։ (см. теорему Б). Да­
лее заметим, что

1^= Рехр (—gf).
По предыдущей лемме

|ехр (— gf )|>ехр |--------֊— log2 ----- ------ •
I (l-lzir l-|z|

В силу известных оценок снизу для Р, полученных в [5], (см.
также [3]), имеем оценку (4) для exp gl.

Пусть о, тогда при любом £^>0 существует с/(в) такое, что

I/ (z)j < exp с/(е) . 
(1- lz|)₽+*  ՛
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Из теоремы В 
Х, I֊֊L-I 
2я 2я1

мы заключаем, что при любом п в интервале

содержится число гп такое, что

const

при всех г, равных 
Поэтому

по модулю Гп-

1ехр 8Цг)\=\/ И (^z(Z))-։K

<еч,(1-иг"
Рассуждая теперь так же, как в [3], § 4 получаем, что

|expgi(z)|<exp(-y֊֊

Г следует теперь, что и
। ! / м с (Р» е)
|ехр֊8.(х)|<ехр-——

при всех и.
Из теоремы 

при всех и

Теорема доказана.
Замечание 1. Из теоремы 1 следует, что представление 

М. М. Джрбашяна А*  можно рассматривать как некоторый аналог 
представления Адамара (см. [10]) для целых функций конечного по­
рядка.

В монографии М. М. Джрбашяна [2] исследован другой способ 
факторизации растущих функций, который приводит к параметрическо­
му представлению важных функциональных классов.

Этот способ факторизации не обладает свойством, описанным в 
теореме 1: произведение типа Бляшке (см. [2]), участвующее в факто­
ризации функции класса Л^+о, может не принадлежать этому классу.

§ 3. О замкнутых идеалах в алгебре Х+о

Введем в Х?+» топологию проективного предела банаховых про­
странств Х}+։, г>0. Тогда Х^о превращается в топологическую ал­
гебру относительно поточечного умножения и сложения. Опишем все 
замкнутые идеалы в этой алгебре.

Сначала докажем следующую лемму:
Лемма. Если множество и: к (г) > 0) удовлетворяет усло­

вию теоремы Б с р —* р -|֊ а при любом а >0, начиная с некоторою 
то при подходящем выборе а (например, а^>р— 1)

х¥р+о— Нт —=1, (16)
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где

k (г\= I к (*)•  если
I О, если z^U/Ur

(имеется в виду топология пространства AfP+o).
Доказательство. Заметим, чтэ из теоремы 1 следует

-4^+., 0<г<1

и ограничено в Л’ . при любом е>0. И кроме того, имеем

lim ֊4 (4=1 (*€  &), (17)
Г-.1-0 Т.кг

так как сходится в U.
Но ввиду вполне непрерывности оператора вложения из X^t -> 

-» X} 2։ (см. [9]), заключаем, что (17) имеет место в X\+Ot. Так как 
s — любое положительное число, то лемма доказана.

Пусть /—идеал в ХР+п, через kj обозначим дивизор, определенный 
следующим образом:

kj = inf kj. (18)
/ел

Если к — дивизор, то через /*  будем обозначать множество 

[f^Xf+0-.k/>kJ}.

Теорема 2. Пусть J—замкнутый идеал в алгебре Xf+o (р>1) 
Тогда

I- J={feXt+0:k/>kJ}-,

2. Пусть к—дивизор (к^О) такой, что множество {z£ U:k(z)^>0] 
удовлетворяет условию теоремы Б с р —» р + г при любом положи­
тельном $^>0, начиная с некоторого к0. Тогда множество

{f € *Р+о, f :kf~> к}

есть нетривиальный (отличный от {0)) замкнутый идеал в Xf+o;
3. Всякий замкнутый идеал в Xf+o — главный, точнее, если 

J — замкнутый идеал в Xt+o, то существует а>0 такое, что

Доказательство. Легко видеть, что /* у является замкнутым 
идеалом в Xf Ро, где kj определяется по (18). Чтобы доказать равен­
ство J — Jkj достаточно установить включение Jnj с: J, так как обрат­

ное включение очевидно. Если f^J, то

Действительно f = s^expg*  (см. теорему 1), где 

expg£, exp (— g'i) CA’p+o.
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Значит
"* 7 =/ ехр(— 

Согласно лемме

* Случай простого нуля функции Л. Аналогичным образом рассматривается и 
случай кратного нуля.

Zp+0-lim -А-Ф=Ф 
г-1-0 1Г*/.,  

для любого
ФС^+о.

Докажем, что если 

ф«֊л. то ֊^֊фс/ 
“*/.  Г

Для этого достаточно установить, что если z0 такая точка, в 
которой kj (z0) — Ъ (ze) > 0, то

4'^ 

“«о
где

= fl---- exp [—£/« (z, z0)]
\ *o  /

(см. формулу (3)).
Пусть h£J, h (z0) 7^0*  и

Фх U) = -{-^7֊h: .

(z£t>) 
a

Фа(*)  = ^Ы-

Функции Фь Ф8 £ Ap+o, поэтому Ф1+ ЛФ։ £ J- 

Так как

^Zo ’Ч

то мы получаем утверждение 1. Утверждение 2 очевидно, а утвержде­
ние 3 следует из утверждения 1 и теоремы 1. Доказательство завер­
шено.

Замечание 1. Пусть / ֊замкнутый идеал в Лр+о (р>1), тогда 
следующие утверждения равносильны:

I./¥=(0}.
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2. Множество {г - и, г: ку (г)^>0) удовлетворяет условию теоре­
мы Б при '• -*р  -г 8 для любого положительного з, начиная с некоторого 
К-

I0*1 г
тогда как, вообще говоря

2 |a*|-f =4-00, .

(см. [10]).
Этот факт играет важную роль при исследовании идеалов в ал­

гебрах целых функций (см. [8]).
Мы покажем, что для функций класса X” (р^>1) только что 

отмеченное явление невозможно.
Теорема 3. Если f^X^ (р^>1) и Е—любое подмножество 

множества N (/), то существует функция ® £ Х~ такая, что 
N^) — E. ■ » ֊ .

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, 
что / (0) =1.

Положим ' .
Р — min ^2, -֊- (1+ р) }, и заметим, что (0).

Существует число с такое, что

log |/])<(T-S- (re [0,1)).

з’о-з ՛ $.-7—-------------- ;

Замечание 2. Докажем, что теорема 2 не справедлива при 
0<р<1. Действительно, пусть 

5 (z) —• exp / 1 4՜ z\ 
\ 1 —z /

и О-Ср<1, тогда легко видеть, что замыкание идеала

является нетривиальным идеалом в Х( у (см. [7], § 6), и в то же вре­
мя ку (:) зк 0 (д££/).

§ 4. О нулях функций класса Л' (р^> 1)

Символом /V (/) мы будем обозначать множество всех нулей функ­
ции /. Как известно, в классе Е~ всех целых функций порядка не вы­
ше р и нормального типа возможен следующий феномен: подмножества 
множества /V (/) ни при какой % £ Е? не представимы в виде (#).

Дейстйительно, если р—целое число, а {а<1^ записано в виде 
последовательности множества /V (/) (|аж| -С|а2],• • •), то I 2

lim 2'
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Поэтому
R
J M(t, log I/O (R — է)»֊1 dt< 

u
R R „

Ր dt <____ C_____
j (1 _op J 
0 Ü

Пусть C Ç U, |C| = г. Полагая R = — (1 + г), получаем (см. тео­

рему A)
n (C, h, f) < C (P, 3) —A— ((l-r)f>-P +M (r0 log I/O) < ֊^4 • 

(1— r)p Ա Ո

Положим 3 = —. Тогда последнее неравенство приобретает вид 
8

п (Լ, Л,/)<—— - (19)
(1֊г)₽ -

Каждое множество 5л, * можно покрыть не зависящим от h и к

конечным числом кружков радиуса —-—, к которым применима оценка 
16 2*

(19). Поэтому число нулей функции / в множестве 5л, k не превосхо­
дит const 2* ₽.

Остальное следует из теоремы Б.
Автор приносит искреннюю благодарность своему научному ру­

ководителю В. П. Хавину за постановку задачи и внимание к работе 
и Н. К. Никольскому, ответом на вопрос которого служит § 4.
Институт математики и механики
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3». Ա. ՇԱՄՈՅԱՆ. Փակ իւլեալների նկարազրումբ և ֆակտորիզացիայի մի քանի հարցեր միավոր 
շրջանում անալիտիկ անող ֆունկցիաների ալզեբրաներում (ամփոփում)

Դիցուք բոլոր այն ֆունկցիաների դասն է, որոնք անալիտիկ են միավոր Ս ՀԸ1ա~
նում և բավարարում են հետևյալ պայմանին

|/WI<C/,.exp(î֊±jF

ցանկացած գրական £-[• համար։
Ապացուցված է։ որ Մ, Մ, Հրբաշյանի ֆակտորի զա ցիան, որը բերված է [/J հողվածում ղավ 

հարմարված է X? ր q ղասի ուսումնասիրությանը! Այղ թեորեման օգտագործվում է Х^ц-плЛ 
փակ իղեա/ների նկարագրման հարցում, որտեղ X^q ղի տված է որպես տոպոլողիական ալղեր֊ 
րա։ Բացի այղ ապացուցված է, որ X^ ֊ին պատկանող ֆունկցիաների ղյրոների բնույթը խիստ 
տարբերվում ի p կարգի և նորմալ տիպի ամբողջ ֆունկցիաների զրոների բնույթից։ Այստեղ 
X™ այ^ ֆունկցիաների ղասն է, որոնք անալիտիկ են Ս-ում և բավարարում են հետևյալ 

պայմանին

<*€Ս)
C—ն որէէ թ1„1 է (0, -poo) — [ւնտևր^ալիցւ
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F. A. SHAMOYAN. The description of closed ideals and some questions of
factorisation in algebras of growing functions analytical in a disc (summary)

Let X^+IJ be the class of all functions f analytical in the unit disc U of the complex 
plane satisfying the following condition:

\f (z)|< Ct,, exp —- 1 (z C U), 
(1—|z|)fT1

for arbitrary positive s. In investigation of the class the factorisation theorem proposed 
by M. M. DirbaSian in 11 ] theorem leads to the complete description of'closed ideals in 

considered as a topological algebra. It is also shown that the properties of zeros
of functions belonging to X՞՜ differ from properties of zeros of entire functions with 

corresponding rate of growth, when Л” is the class of all functions f analytical in U 
satisfying the condition

|/ (z)j -C exp-----——
(1֊|z|)p

or some C- (0, +»).
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