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§1. Введение

В теории тригонометрических рядов существует гипотеза, сфор­
мулированная впервые П. Л. Ульяновым (см. [1], стр. 24), заключаю­
щаяся в следующем:

А) Пусть |ая| М и |6Я|<^Л/, п. = 1, 2, ••• (или ап-* 0 и Ьп —>0 
при л-» ). Если для некоторой возрастающей последовательности
[ЛМ

Нт 5л\ (х) = 0 для всех х£[0, 1], 
* - ».

где
N

5.\- (х) = 2 ал сое пх 4֊ Ьп 5։п лх,
л—1

то ая = Ьп = 0, л=1, 2, • • •.

До сих пор не доказано и не опровергнуто следующее более 
слабое утверждение:

В) Существует возрастающая последовательность натуральных 
чисел {Л/*! такая, что для любой ограниченной (или сходящейся к ну­
лю) последовательности {ап, Ьп} из

Нт 5дл (х) = 0 для всех х£[0, 1], т ~ т

где {кт} — некоторая возрастающая последовательность натуральных 
чисел, следует ая = 6я = 0, п=1, 2,---.

Как показали Ф. Г. Арутюнян и А. А. Талалян (см. [2], стр. 
1404), для системы Уолша утверждение В) справедливо при условии 
что коэффициенты рассматриваемого ряда стремятся к нулю, при этом 
в качестве последовательности [№/<} можно взять [2*}.

Для общих ортонормированных систем утверждения А) и В), во­
обще говоря, неверны. Более того, Г. М. Мушегяном и Р. И. Овсе- 
пяном ([3]) доказана следующая

Теорема I. На отрезке [0,1] существует ортонормированная, 
полная в £ [0,1] система {’1гл (х)) непрерывных, ограниченных в сово՜ 
купности функций, такая, что существует ряд

2 6л^Л(х), 
л=]
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удовлетворяющий условиям

а) 2 Ьп Ч'л (х) = 0 всюду на [0,1],
п— ’

Что касается вопроса для каких подсистем
(cos nit х, sin n*x)

тригонометрической системы справедливы утверждения А) илн В), то 
в этом направлении имеются положительные результаты, относящиеся 
лишь к лакунарным и близким к ним системам, причем они получают­
ся как следствия из более сильных теорем.

Из известной теоремы Зигмунда (см. |4], стр. 684) следует, что 
если последовательность |п*] удовлетворяет условию В.*, то из схо­
димости почти всюду к нулю некоторой подпоследовательности част­
ных сумм ряда 

со
2 ak cos nit х 4֊ Ьк sin n/tx 
л^։

следует а* = 6* = 0, к = 1, 2, • • •.
В настоящей работе доказывается следующая
Теорема'1. Пусть (х)|—ортонормированная система не­

прерывных функций, определенных на [0,1], [|**}— произвольная по- 
J

следовательность натуральных чисел и Лг/ = \ vt, /=1> 2»*՜** ^ог՜ 
к=1

да существует возрастающая последовательность натуральных 
чисел [v*[ такая, что

1) + Н*О*11, &=1, 2,• • •;
2) подсистема [<рл> (х)} = (х), к = 1, 2, • • •; г = 1, 2, • • •, |ч]

системы \ъп (х)} обладает тем свойством, что если (а/,] — ограни­
ченная последовательность действительных чисел и некоторая по­
следовательность частных сумм

NJm
SNlm W= 2 Ок

ряда

V **?-*(*) (12)

° Последовательность [л^} удовлетворяет условию В2, если любое натуральное 
число п можно лишь ограниченным числом способов представить в виде л = Лд4"Лу 
ИЛИ Л = Л^ — Лу.
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сходится к нулю всюду на [0,1] за исключением не более чем счет­
ного множества, то аь = 0, Л=1, 2, —. Более того, если по­
следовательность (1.1) сходится к суммируемой функции f (х) всю­
ду на [0,1] за исключениелг не более чем счетного множества, то 
ряд (1.2) является рядом Фурье функции / (х) по системе |?л*(х)}.

Заметим, что в том частном случае, когда система |?Л(х)| сов­
падает с тригонометрической системой, наша теорема позволяет ука­
зать подсистемы тригонометрической системы, для которых справед­
ливо утверждение В) и которые не лакунарны и, более того, не удо­
влетворяют условию В2. Отметим еще, что метод доказательства дает 
(в случае тригонометрической системы) эффективный способ нахожде­
ния последовательности {■**} по заданной последовательности {щ}.

Доказательству теоремы 1 посвящен § 2.
В § 3 доказывается следующая
Теорема 2. Пусть f (х)— ограниченная измеримая функция 

на [0,1], и ряд по системе Хаара

^а/<7.л(х) (1.3)
л-0

удовлетворяет следующим условиям:
а) для любого х£ [0,1] имеет место

*imy“nfe)=0- <1Л)
k-* аэ /.л* \Х/

где [zu]—возрастающая последовательность всех номеров п, для 
которых fji (х)у^О.

Ь) для каждого х£[0,1], за исключением не более чем счетно­
го множества, существует (зависягцая от х) возрастающая после­
довательность натуральных чисел пь (х) такая, что

lira S„k (Х) (х) = f (х), (1.5)
А -* ос

где
т

Бт (х) = ОлХл (х). (1.6)
л—0

Тогда ряд (1.3) является рядом Фурье—Хаара функции f (х), т. е.
1

ал = f (х) /л (х) dx; п = 0, 1,- •
о

Эта теорема является усилением теоремы Арутюняна—Талаляна 
(см. ниже, теорема II, § 2), в том частном случае, когда функция /(х) 
ограничена.

Далее в § 3 сформулированы два следствия из теоремы 2, 
являющиеся усилениями частных случаев нашей теоремы 1 и теоремы 
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Арутюняна—Талаляна ([2], теорема 4) о единственности рядов по си­
стеме Уолша.

§ 2. Доказательство теоремы 1

Мы будем пользоваться следующей теоремой, доказанной Ф. Г. 
Арутюняном и А. А. Талаляном (см. [2], стр. 1395).

Теорема II. Пусть ряд

У a« Z« (х), 
л—0

(*)

где {’/л (х)} — система Хаара, обладает свойствами:
1) Некоторая последовательность {Злу (х)| частных сумм Ряда (*) 

сходится к суммируемой функции / (х) всюду на отрезке [0>1], кроме, 
быть может, счетного множества точек;

2) Для любой точки х £ [0,1] lim —
*— 7.лДх)

= 0, где л^л^ •••<«*<

суть все те номера п, для которых уп (х)=#0. Тогда ряд (*) яв­
ляется рядом Фурье функции / (х) по системе Хаара.

Далее, чтобы не усложнять записи, мы рассмотрим тот случай, 
когда совпадает с {/V/}. Если в приводимых ниже рассуждениях 
все у снабдить индексом т, то мы получим доказательство общего 
случая.

Обозначим

(^т — J ?Л (х) Zm (х) dx. т =0, л = 1, 2,- • •.

о
Имеем 

lim сЙ>=0, п=1, 2,.-. (2.1)/Л-*«
И 

lim =0, тп=1, 2,•••. (2.2)Л — ■<
Кроме того, в силу нормированности функций <ря (х), имеем

1, т = 0, 1, 2,- • •; п =1, 2,- • (2.3)

Возьмем две последовательности положительных чисел (ая } и (т)*|, 
удовлетворяющие условиям

п
8Л 2 р* -«о при л —* со (2.4)

*=-1
и

2 Н* rit < оо. (2.5)

Перейдем к построению последовательности {v*)֊
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Пусть I— натуральное число, удовлетворяющее неравенству

Возьмем ՝>! настолько большим, чтобы выполнялись условия 
|сЙ*+Л|<%, /=1, 2,-И. т<2'-1.

Выбор числа возможен, в силу (2.2).
После того, как выбрано, выберем строго возрастающую по­

следовательность натуральных чисел {/>£')), удовлетворяющую следую­
щим условиям:

= I,

г = 2, З, - -; ։■= 1, 2,--, х£[0, 1].

Выбор последовательности возможен в силу (2.1) и в силу того, 
что ряд Фурье—Хаара непрерывной функции сходится к ней равно­
мерно.

Далее возьмем ?2 настолько большим, чтобы выполнялись не­
равенства

’1 + 1՝1<^ 
и

„(О
/ О) 2* ”1

1/ 2Р2 2’1<£*г0|<ъ,/=1,2,-*-, р,.
/п=*0

Зафиксировав выберем подпоследовательность последователь­
ности {р^) так, чтобы выполнялись условия

р<2> = ^,

Л2>
|<£И')|О։, /=1, 2, --, IX*, т>2 ,
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„(2)
•/' -1

2 Ст ° 7.Ш (х) 
яг—о

г = 2, 3, • • •; 1=1, 2, • • •, На» х^[0, 1].
Допустим построены число **_։ и последовательности [р£'_1)}> 5 ~ 
3, • • •, к, причем

!Ч- 1
к

Возьмем V* настолько большим, чтобы выполнялись неравенства 
'**֊1 + |‘л-1 < V*

И

/ 2 ~։
]/ 2* 2 |с2* + 01< 7(*, 5 = 2, З, --, Л; ։=1,2,-• •»!**.

* /п —О

После того, как V* выбрано, выберем подпоследовательность (р(/*! по­
следовательности так, чтобы выполнялись следующие условия:

Р\к} = Р?՜",

Н*н 1

//՛֊' 4+1 ’
(*)

1с(т* /=1, Ил, /п>2 ‘ .

2' ֊>
?’* I (х)- С^к 9 7.т(х)'<^г, 

т^О

Г =2, 3,-.-; 1=1, 2,-.., н*, х£[0, 1].

Продолжая этот процесс неограниченно, мы построим последователь­
ности {.■**) и где при любом 4^>1 {р^} является подпоследо­
вательностью последовательности {р£*՜1)) и при этом выполняются сле­
дующие условия:

^-1 + н*_։ < V*, к = 2, 3, ■ • •, (2.6)

р») = р^-1), А:=2, 3, --, (2.7)

Ьг <Т (2-8>
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1 /г в(*-1։ 1
Г 2՛ 1 2 |с(? 1)\<ъ, (2.9)

гп—>0

к=2, 3, ■ • •; $ = 2, 3, ■ • •, к; / = 1, 2, • • •, [Ч,

|Ст*+/,1 Л=1, 2, - • •; г ■= 1, 2, - • н*, т >2#\ (2.10)

(2.П)

А: = 1,2,- -; Г = 2, З,...; г =1, 2, •••, щ; х£[0, 1[.

Замечание. Из (2.7), (2.9) и (2.10) следует, что при фиксиро­
ванном к неравенства

1=1, 2,- • •» и*

могут не выполняться только при тех значениях
(2.12)

т, которые удовлет­
воряют условию

(2.13)

С другой стороны, из (2.7) следует, что любое т удовлетворяет не­
равенству (2.13) только при одном значении к. Таким образом, при 
любом фиксированном т неравенства (2.12) могут не выполняться 
только при одном значении к.

Докажем, что система {։р,й+/(х), к — 1, 2,• • •; 1=1, 2,- • •, цл) удов­
летворяет утверждению теоремы.

Пусть
|а,и/|<М, *=1, 2,- •; : = 1, 2, -., ։ц (2.14)

и
Пт 5лгу(х) = /(х) (2.15)У во

для всех х £ [0,1] за исключением не более чем счетного множества, 
где

/ 
5лг.(х) =22 а՝ч,+‘ <Р’*+‘(Х) 

*=1 Ь=1
и / (х) — суммируемая функция.

Нам нужно доказать, что из (2.14) и (2.15) следует
1

а՝*+/ = I? л+/^Х> 2՛՜ ’ ***• (2.16)

о

Рассмотрим следующий ряд по системе Хаара:
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ш-=О т=Н1 '*•=։ Ь=1 * '

Оценим коэффициенты Ь,„ ряда (2.17).
В силу приведенного выше замечания для любого фиксированного 

т неравенства (2.12) выполняются для всех значений к за исключе­
нием не более чем одного. Если обозначить это исключительное зна­
чение через к (тп), то в силу (2.13) будем иметь

(*(/»)) (Ч»>))

2 ^2 -1. (2-18)

Отсюда, с учетом (2.3) и (2.14), получим

՝■ 'л* , , ,, . I1* (т)
14-1= 2 2 «■,««-* <м( 2 +

р* \ / - \

+ 22 <м(Рчт) + 2 И* гЛ (2.19)
*¥•*(»>)/=.։ ' ՝ к-1 '

Из этой оценки следует, что ряд (2.17) удовлетворяет условию 2) 
теоремы 2.

Действительно, пусть х0 —произвольная точка отрезка [0,1] и 
7.т (хо)=^О. Из определения функций Хаара и в силу (2.18) имеем

Р- («Л > ֊-]//*'■”-՛ ". <2-2°>

Из (2.19) и (2.20) получим 
(оо .

Н*(т) + 2 Н* )
—— <;----------- *-» 7 . (2.21)
1'"т (*оЛ , / (Л (<п)>_։

|/ 21

Очевидно к (т) -» со при т ֊* °о, поэтому из (2.21) и (2.8) следует, что

-»0 при т -» со, 7.т (хо)=^=О,

что и требовалось.
Для завершения доказательства теоремы нам нужно показать 

еще, что 

2Р^ -1

1։ш 5л1; (х) — (2.22)
лп—0

равномерно на [0,1].
Применяя последовательно (2.14), (2.11), (2.9), (2.4) и (2.5), по­

лучим
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) и-* ’ и*
3 г^+М 2 т,4 =

= М ( е/ : 14 4֊ 2 ВД> \ ֊+ 0 при у — со.
X *=1 *-/+1 '

Из (2.15) и (2.22) следует, что

а / ■ *_1

11т 2 Ьт /т (х) = / (х)
/ — 00

Г1> --- Л

(2.23)

для всех х £ [0,1], за исключением не более чем счетного множества.
Из (2.23), в силу теоремы 2, получаем, что ряд (2.17) является 

рядом Фурье функции [ (х) по системе Хаара, откуда, в свою очередь, 
следует

т—0
</х=0. (2.24)

Из (2.22) и (2.24) получим
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lim [|S,v, (x)֊/(x)|rf* =0. (2.25)
/--J 

о

В силу непрерывности функций ?я (х) из (2.25) получим

(*)/(*) <1*, 
о

что и требовалось.

§ 3. Доказательство теоремы 2

Сначала введем некоторые обозначения.
Для любого натурального числа п >2 обозначим через I (п) на­

туральное число, определяемое из соотношений
и =2' <я) -|- т, 0 т<^2' (Л\ (3-1)

Тогда будем иметь

шах /.„ (х) =У 2'<л> . (3-2)

Далее обозначим

* + _ ({х: ая 7-л (х) = |ал| V 2'(л)), если ап =£0 
। ____
՛ {х : 7„ (х) = Т 2/(л) ), если а„ = 0

д- _ ((х : а„ /-„ (х) = — |ая|]/2' (л>}, если ал =г= 0
1[х:/.л(х) =— ]/2։<">), если ая= 0.

Наконец, пусть Д+ и А՜ будут замыканиями множеств А+ и А՜ со­
ответственно.

Лемма. Пусть при некотором л0

(х) > С >0 при х£А„го. (3.3)
Тогда какова бы ни была точка {£ [0,1] можно найти натуральное 
число р^>п0 такое, что

а) #€Др, Д+=д+,
Ь) 5Л (х) > С при хД,Т и Ло <
Доказательство. Рассмотрим последовательность интерва- 

лов ДЛА, определенных следующими условиями

С|^я*—1> т ^я* = "Т т^я*-1> ^ = 1, 2,•••• 
ЛИ

Очевидно последовательность п* возрастающая.
Докажем, что найдется сколь угодно большое натуральное гп>2 

такое, что



<) единственности рядов 411

|аЛя1 / 2' < 2 ' |а»4| /2' • (3.4)

*—1

Сначала докажем существование хотя бы одного тп>2, для которого 
выполняется (3.4). Действительно, если бы такого т не существова­
ло то, во-первых, нашлось бы наименьшее натуральное 4н>1, для ко­
торого

(3.5) 
и, кроме того, при произвольном лп>г04-1 выполнялись бы неравенства

|аЛ/| р 2П^>2>Я*1 /2՜'«^ = 
»-1

1-1 _______
= 2 |аЛ,1 /2' (л*) >• <■= 4+1, • • •, т. (3.6)

к-!„

Тогда из неравенств (3.6) мы получим

|а„т| )/2'(п'я>>2"’ -/"-1 |аЯ( | 1^2'<"/.) при всех т > г04֊1. (3.7)

С другой стороны, из построения интервалов А+ видно, что

I (пт) = I ) 4- т — ։0. (3.8)
Из (3.7) и (3.8) получаем

|ад I ֊.֊'(% )+'»-■
>2 !<։«/„՝ при т>/0+1. (3.9)

V 2'1՞'")

В силу (3.5) из (3.9) следует, что в точке х0, являющейся пересече­
нием всех отрезков &„к, нарушается условие (1.4). Если՜ х0— двоично՜ 
иррациональная точка—это очевидно. Если же х0 - двоично-рациональ­
ная, то, начиная с некоторого номера К, х0 будет общим концом от­
резков , к~>К и по определению функций Хаара будем иметь

Г4*(хо)| = 4у 2П;:*7 ПРИ*>*>

откуда, в силу (3.5) и (3.9), видно, что в точке х0 нарушается условие 
(1.4). Полученное противоречие доказывает существование натураль­
ного числа /п^-2, для которого имеет место (3.4).

Теперь докажем, что число т может быть выбрано сколь угодно 
большим. Действительно, пусть Л/>1—произвольное натуральное чи­
сло. Заменив в предыдущих рассуждениях пг на найдем число 
т Ы4-1, для которого

т— 1

!аЛт| <2 1^1]/^-.
*=,7

Следовательно для этого т имеет место и (3.4).
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Теперь очевидно, что число т > 2 можно выбрать 
вместе с (3.4) выполнялось и

ДдтЛ Ддт-

Определим натуральное число р из условий

так, чтобы

(3.10)

1)

2) Др лежит на том из отрезков &„т и АЛв։, который 
жит

Очевидно при таком выборе р утверждение а) леммы 
полниться.

Далее имеем

Ял7.л(х)>0 при и л0<п<р, п^=пт,

не содер-

будет вы-

(З.П)

\ап„, 7.п„, Ял* 7ла(х) при А+. (3.12)

Из (3.3), (3.11) и (3.12) следует

Таким образом, для выбранного р выполняются оба утверждения лем­
мы. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2. Функция /(х) предполага­
лась ограниченной. Можно считать, что

Пусть
(3.13)

п =0, 1,... (3.14)

т =о, 1 (3.15)

Тогда как известно

Нт 5Я (х) = / (х) почти всюду, Л-* ас (3.16)

и в силу (3.13)
|5„(х)|<1, хе[0,1]; п=0,1

Рассмотрим ряд
(3.17)

(3.18)

где
Сл = а„ — Ь'п; п=0, !,'• • •. (3.19)

и
о

т

л—0
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Обозначим через 5' (х) частные суммы ряда (3.18).
Рассмотрим два возможных случая.
1) Частные суммы 5Л (х) ограничены в совокупности на [0,1].
В этом случае ряд (3.18) является рядом Фурье некоторой функ­

ции А (х) из и

Пт 5'(х)=/7(х) почти всюду. (3.20)
/!-*•* •

С другой стороны, в силу (3.19), имеем 
5; (х) = (х) — 5; (х). (3.21)

Отсюда, в силу условия Ь) теоремы 2 и (3.16), получаем

Нт 5՜ (х) (х) = 0 почти всюду. (3.22)к—*’
Из (3.20) и (3.22) следует

/г(х)=0 почти всюду. (3.23)

Так как ряд (3.18) есть ряд Фурье функции /’(х), то из (3.23) следует 
сп — 0; л — 0, 1,•• •, 

откуда
1

ап = Ьп — /(х) Хд (х) с/х; л=0, 1, • • •.
о

2) Частные суммы 5, (х) не ограничены в совокупности.
Тогда найдутся двоично-иррациональная точка х£[0,1] и нату­

ральное число л0 такие, что
1^(х)1>з.

Отсюда, в силу (3.17) и (3.21), получим

|5я„(х)|>2. (3.24)

Из (3.24) следует, что в рассматриваемой точке х выполняется одно 
из неравенств

5Л։(х) >2 или ■$»«(*) < — 2-
Случай, когда выполняется второе из этих неравенств, сводится 

к случаю, когда выполняется первое. Для этого нужно вместо ряда 
(1.3) рассматривать ряд 

НС 
V — ап /л (х). 
л==0

Итак пусть выполняется первое неравенство 

5„0(х)>2. (3.25)
Так как х—двоично-иррациональная точка, то из (3.25) следует 

-$\/.(*)>2 при х£Д+. (3.26) 



414 Ф. А. ТалаляН

Занумеруем в последовательность |хЛ|~ все двоично-рациональные 
точки и все точки, в которых не выполняется условие (1.5).

Из (3.26) с применением леммы при £=х։ следует существование 
натурального числа р1^>л0 такого, что

1) лХ > Да <= *Х;

2) Зл (х) >2 при х £ Д < и «о < п < р։.

Далее, применяя лемму при г^ — р1։ С =2 и I = х2, мы найдем число 
р2 > Р1 такое, что

1) Др„ Д.Х С Д/,; ,
2) 5,(х)>2 при х^Др։ и р։< Л

Продолжая этот процесс неограниченно, мы построим последователь­
ность натуральных чисел (рЛ), удовлетворяющую условиям

по<Р1<р2<- • •, (3-27)

х*€ Др*» с —1, 2,-• (ро — Ло) (3.28)
и

5„(х)>2 при х^Ар^, п0<л<р*, Л = 1, 2,---. (3.29)

Так как в последовательности {хЛ} участвуют все двоично-рациональ­
ные точки, то из (3.28) следует, что пересечение всех отрезков ДрА 
состоит из двоично-иррациональной точки х0, отличной от всех хЛ, 
л=1. Будучи двоично-иррациональной точка х0 принадлежит и 
всем интервалам ДрА . Тогда, в силу (3.27) и (3.29), будем иметь

(х0) 2 при всех л л0,
которое противоречит условию Ь) теоремы 2 и (3.13).

Таким образом, второй случай, т. е. случай,когда частные суммы 
5л (х) не ограничены в совокупности, не может выполняться. Теоре­
ма 2 доказана.

Заметим, что для тригонометрической системы предложение типа 
теоремы 2 не справедливо.

Именно, К. Тандори [5] построил ряд 
со

+ 2 (а* с°5 + 6* 31п кх), (3.30)

удовлетворяющий условиям
1) ак -* 0, Ьк —*■ 0 при к -> оо;
2) для любого х

И па £Л (х) = — со, Ипа Зл (х) = + оо, 

где 5Л (х)—частные суммы ряда (3.30).
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Из условий 1) и 2) следует, что в любой точке х некоторая по­
следовательность частных сумм ряда (3.30) сходится к нулю.

Следующие две теоремы являются непосредственными следствия­
ми теоремы 2.

Т еорема 3. Пусть (х)]—ортонор мированная система не­
прерывных функций, определенных на [0,1], {р*}—произвольная по-

J
следовательность натуральных чисел и Nj = V [i*, у=1, 2,■••• Тог- 

k--l
да существует возрастающая последовательность натуральных 
чисел (՝/*] такая, что

1) '>k + !l*O*+G & = 1, 2,-• •;
2) Подсистема (<pnft (х)}=\<рч +i (х); к — 1, 2, • ■ i =1, 2,- • - , р* 

системы {®Л (х)| обладает тем свойством, что если ]сц} —ограни­
ченная последовательность действительных чисел, и для каждого 
х£ [0,1] за исключением не более чем счетного множества, суще­
ствует возрастающая последовательность натуральных чисел jm (х) 
такая, что

lira Sn, (j) (х) = / (х),

где Sm (х) — частные суммы ряда

V ак<?п„(х) (3.31)
А=*

и / (х) — ограниченная измеримая функция, то ряд (3.31) является 
рядом Фурье функции f (х) по системе {?лА (х)].

Эта теорема получается из теоремы 2 с помощью тех же рас- 
суждений, которые применялись при выводе теоремы 1 из теоремы II.

Теорема 4. Пусть f (х)—ограниченная измеримая функция 
на [0,1], и ряд по системе Уолша

b„ wn (х) (3.32)
п=0

удовлетворяет, условиям

a) lira bn =0, (3.33)
Л-* со

Ь) для любого х £ [0,1], за исключением не более чем счетного 
множества, существует возрастающая последовательность нату­
ральных чисел mk (х) такая, что

Vim a2mt(x) (х) = / (х), (3.34)

где
т-1

ят (х) = bn Wn (х). (3.35)
п -0

370—2
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Тогда ряд (3.32) является рядом Фурье— Уолша функции ( (х).
Доказательство. Как известно (см. [6], стр. 155) всюду на 

[0,1], за исключением двоично-рациональных точек, выполняются ра­
венства

«>0 (х) ֊ ул (х), и»! (х) = уЛ (х),
2/ (л)+1 ь_1 *

Шп = 1/ 57^Г՜ 2 аНуДх), п>2, (3-36)
* 1 1^2> (")

где
1(4Л)[=1; п=2, з,- . .; 2,(я)<։<2'(я>+1-1.

Рассмотрим ряд 
~ 2я + 1—1 '

Ьогио (х) + Ь1и>1 (х)+ У V 6,„шт (х) . 
я“^ т֊2я

(3.37)

(3.38)

В силу равенств (3.36) при любом N'^■ 1 имеем во всех двоично-ирра­
циональных точках

Л' . 2я + 1,-1
60Ш0 (х) Ь (х)+ У I 2 Ьт Шт (х) = 

П-1 т -2я
л՛ 2я+։_ 1 1 2я ՛■ 1-]

= 60Х0(х) + 41Уд(х)+2 2 6т 1 V аГуДх) =

я՝“1 т-=2п ' 1~2П
л՛ 2я+։֊1 , 1 2"+1-1 ч

= Ао/о (*) + ь17.1 М + У У, (77=- У Ь,п а[т} ) /а(х) = 
«-11 ^2" ,„-±2я 7

л' 2"+։ -1
= ^оХо (х) + V.։ (х) + У У аг 7.1 (х), (3.39)

Л »1 1к=.2п
где

а‘= 2 6я-а'т) ПРИ 2я </<2л 1֊1. (3-40)
у 2я т -2я

Докажем, что ряд по системе Хаара
«, 2я+։_։

^о/.о (*) + ^1/1 (*) + 2 2 а/ 7.1 (х) (3-41)
п—1

удовлетворяет всем условиям теоремы 2.
Действительно, из условия Ь) теоремы 4 следует, что в любой 

точке х£ [0,1], за исключением не более чем счетного множества, не­
которая последовательность частных сумм ряда (3.38) сходится к 
/ (х). Тогда, так как в силу (8) ряды (3.38) и (3.41) имеют одинаковые 
частные суммы, то то же самое имеет место для ряда (3.41). Таким 
образом, для ряда (3,41) выполняется условие Ь) теоремы 2. Прове­
рим выполнение условия а).
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Из (3.40) и (3.37) имеем при 2п ^i-^2'! 1 —1

---- <max{|6m|:2« <т<2" '֊!]. 
max /j (х) у 2"

Отсюда, в силу (3.33), получим

Ilm ------iS-1—=.0,
i- - max /j (x)

которое является более сильным, чем условие а) теоремы 2.
Согласно теореме 2 ряд (3.41) является рядом Фурье—Хаара 

функции /(х), поэтому (см. [6], стр. 143) ряд (3.41) сходится к f (х) 
в метрике £[0,1]. Тогда из (3.39) следует, что ряд (3.38) тоже схо­
дится к / (х) в метрике L (0,1], т. е. (см. обозначение (3.35)

1
lim f [я .. (х) — / (х)| с/х =0. (3.42)

/V-* оо J

о
Так как |шя(х)’<1, п =0, 1, 2,--, то при 2л'^>п имеем

I 1
|azl— J /(х) wn (х) с/х| = | о2д (х) wn (х) с/х — 

О о
I 1

— J/ W «М (х) <7х| < j [о։Л. (х) — / (х)| dx,

II О
откуда, в силу (3.42)

1
ал = j* / (х) w„ (х) dx, 

и
что и требовалось. Теорема 4 доказана.
Ереванский государственный 
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Ֆ. Ա. ՒԱԼԱԼՑԱՆ. 11րոշ օւ՚թւ^սեսէլ սիսսւեմնեւ՝Ու[ (յրւէած շարքերի միակէււթւան մասին 
(ամփոփում) ք

Ապացուցված է թեորեմ, որի համաձայն անընդհատ ֆունկցիաներից բաղկացած յուրա­
քանչյուր օրթոնորմալ սիստեմից կարելի կ անջատել ենթասիստեմ, որով ՜գրված շարքերը 
օժտված են միակության որոշակի հատկությամբ։ եռանկյունաչափական սիստեմի դեպքում այդ 
թեորեմը հնարավորություն է տալիս նշել լականար սիստեմներից տարբեր ենթասիստեմներ, 
որոնք օժտված են միակության նշված հատկությամմ։ Ապացուցված են նաև, որոշ մ ի ակութ յան 
թեորեմներ Հա արի և Ուոլշի շարքերի վերաբեր յար
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F. A. TALALIAN. On uniqueness of the series by certain orthogonal 
systems (summary)

A theorem is proved, according to which from any orthonormal system of conti­
nuous functions a subsystem may bo chosen, tho scries by which possess certain unique­
ness properties. In the case of trigonometric ssystcm the theorem permits to point out 
nonlacunar subsystems, possessing the uniqueness property. Some uniqueness theorems 
jor the series by the Haor and Walsh systems are proved.
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