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О ПОРЯДКЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ НЕКОТОРЫХ 
СИНГУЛЯРНЫХ ОПЕРАТОРОВ КВАДРАТУРНЫМИ

СУММАМИ

При решении, многих важных прикладных задач возникает необхо­
димость вычисления сингулярных интегралов вида

5 (/։ '»= т I «Дуг? й <։)
-1

+1

5*(/;х)=  {-1<х<1)ч (2)
Л t — X

—I

понимаемых в смысле главного значения по Коши. Для существования 
их в этом смысле достаточно, например, требовать, чтобы функция / 
удовлетворяла на заданном отрезке условию Гельдера.

В настоящей заметке для интегралов (1 — 2) изучаются квадра­
турные процессы

л ( 1)*~1/1-хуУ [яя_1(х)+7’л(х)1п— -1-Д1л)
Տ* (ք; х)^2-_Ը-------------------1------------ -------------- 1+շԱ----- /(Х(Я։)

(4) 
где

(3)

Г՛ , у. гт / \ տւո пагс соз х
п (х) = сое пагс сое х, ип-\ (х) = ----- . ----

]/ 1—х։
2£ — 1

х^л) = соз-----------я (&=1, 2, • • •, п),
2л

А(") г(2к —1) соя------------ —к п—1, л—нечетное 
п—2, п—четноеп

Формулы (3), (4) являются точными [1], когда / представляет произ­
вольный многочлен степени не выше п—'1.
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Ниже получены некоторые равномерные оценки ошибки указан­
ных квадратурных формул, дающие, по-видимому, основание считать, 
что формулы эти представляют достаточно эффективное средство 
приближения с точки зрения доставляемой ими точности.

Обозначим через ^я(/;х) и Кп (/; х), соответственно, остаточ­
ные члены формул (3) и (4). Пусть [—В, ;] (0 < ; 1) — произвольный
отрезок, содержащийся в (—1, +1). Под КНп будем подразу­
мевать, что функция / имеет на отрезке [ — 1, + 1] т-ую (т > 0) 
производную, удовлетворяющую условию Гельдера с константой К и 
показателем а.

Теорема. Если КНт^ (т>0, 0<а<1), то при п = 
= 2, 3, • • • справедливы неравенства

шах |/г„ (/; х^^А+ТЦпи)֊------ »
хе[-?.։1 (п — 1)т+։

тах । |/?„ (/; х)|<(Л1’+Ла 1п п+Аз 1п8п) ’

где Л։, Аг, А1, Аг, Аз — не зависящие от п константы, извест­
ным образом определяемые через К.

Сформулированная теорема утверждает, в частности, сходимость 
квадратурных процессов (3) и (4) для функций из класса Гельдера с 
любым показателем 0<^«<1.

Доказательство теоремы в значительной степени основано на 
утверждениях, формулируемых ниже в виде лемм.

Лемма 1. Если алгебраический многочлен (?я-.1(х) степени
■։ (л) ■ /1 1 о .л— 1 удовлетворяет в точках х*  =соб——---- я \к=х, к)

2п
неравенству

10.-1 (Л =СОП31),

то в любой точке х£(—1, +-1) для этого многочлена верна оценка

Л / 2 \(х)|< (8 + — | Тп (х)| 1п л ) •
У 1—х’ \ к /

Доказательство. Ввиду того, что степень рассматриваемого 
многочлена не превосходит л—1, его можно представить посредством 
интерполяционного многочлена Лагранжа, построенного по указанным 
в лемме узлам

<2_1(х)=А-з (2я_1(х1я)).

Отсюда по условию леммы имеем
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Г„(х) 
х—х<»>

Полагая х = cos 0 (0 0 < ir), 0* л) = — заметим прежде всего,
2л

что

1 I Тп (х) I 1 cos 710 — cos пв£л)1 
п ;х— хлл> | п cos & — cos 0* л) |

I. л (»—»(«)) л(&+^л))
1 । 1п 2 sin 2
Л &—։։£*)  & + Чп)

Sin---- к----- Sin ------х-------

& -U f)<") U _ (Ил)
1 < sin о + sin а(*л) 2 Sin 2 COS ~ 2

О + ^Л) &W . « + 0(-> <sin0

sin----------- sin « sin---- g----- sin » sin---- ------

Значит

X — x(")
Л

(5)

Предположим теперь, что <C ^m+i U m 'С Л—1) и зай՜ 
мемся оценкой выражения

1y Тп{х} icosnl)ly 1
л“1։ х~ х*л) л “։ cos 0^)—cosH

, Icos л&| Л, ______ 1________
n a5.* icos & —cos «(f)

Обе суммы, стоящие в правой части, оцениваются одинаковым обра­
зом, поэтому для определенности займемся оценкой суммы

|соя л))| “у2 1 |соз л&| ,|соз л&|

п СО5 ^1՞) — со։ $ СО8 $т-1 —СО8 СО8 ^л։1 — СО8

Для этого заметим, что

1 ___ < 1
cos ։><,л) — COS & cos т — cos & ’

^л) < t <
« <т1

(к = 1, 2,---, 7Л-2).

Отсюда, интегрируя обе части и суммируя, находим 

»W1
1V I <±V Г
Л COS ttj^)—cos о к л I J COST —cos &

61л)
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1 ։#’ 1т—1 т—I
1 С d- < 1 С _________ d՜ _____

к J COS Т — COS О Л J COS ~ — COS •) 
о|л) о

d-
cos t — cos I

sin~2

. — ■։ sin------
2

e<n>.m—1

= I
sin 0

. 0+0Й11 
sin----- j-----

» — ijw, 
. rn — 1sin----- 2-----

1
sin 0

1 ._____1_
sin» . » ֊

sin 2—
(7)

a — »W)
Учитывая, что sin---- —— > sin

<•(")_ 0(n)
in-

2 sln2„

ly Тп(х) 
"£1

на основании (5), (6) и (7) получим

Inn.
/1-х« */1-х ։

Аналогичная оценка имеет место и для второй суммы. Лемма дока­
зана.

Пусть Рп (t)— многочлен степени п, осуществляющий наилучшее 
приближение функции в равномерной метрике

max |/ (t) — Рп (01-С ———» С = const.
/61-1, +1) nm+։

Обозначим далее

М, (/; ?) = sup

и sin " >

где р— произвольное положительное число, меньшее а, а [— т), т)] 
(0<7)<1)—некоторый отрезок, содержащийся в (—1, +1).

Лемма 2. Справедливо неравенство

М.(/-Ря; (8)п<П-г1-3

где Сг — константа, зависящая от С, а, т, у.
Доказательство*.  Положим

Дхл (/ ֊ Рп)= |/ (х + Л) ֊ Рп (х + А) ֊ I/ (х1- Рп (х)]| 
при любых х, х+А£[—•»), т)]. Без ограничения общности можно счи. 
тать, что 0<^Л -С2т).

* Приведенное здесь доказательство в определенной степени аналогично ука- 
занноыу в [2].
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Предположим сначала, что А . В этом случае 
п

к мах р 2С 2Сп~? ^2С^-?А3 ,0.ДхЛ <2 шах I/ (0 — Рп (г)| < —— =---------- <------ !—— • (9)
I Пт + пт+а-^ пт4-а-(>

Пусть теперь —• Как известно [3]
п

/ (х) — Рп (х) = 2 И*  (х), V/, (х) = Р2*я (х) — Р2*_ 1(1 (х).

Далее обозначим Л*=тах  |И*(х)|.  Тогда на основании тождества 
хб[-1. +П

Р*  (х) = [Р2*л (х) — / (х)] — [Р2*-1„  (х) — / (х)] 

можно написать

л < -£—֊ + ֊£—= п+Л—).
(2* п)т+а (2*֊։ П)т+“ (2*՜ 1 п)'п + а

К правой части равенства

Дд-л = 3[И*(х  + А)-И*(х)]
*-1

применим теорему Лагранжа о среднем значении. Тогда

Дхл<А2|Ий(х + &*А)!,  0<&*<1.  (10)
*-1

Ввиду того, что степень И*(х)  равна 2*  п, в силу (10) и неравенства
С. Н. Бернштейна [4] можно написать

д < А у 2*п7У»  20(1+2֊՞—) пА “ 1 _
^^-(х+М)2 ]/1-7)։ пт + 4 £12(л-1)(т+«-17'

Рассмотрим теперь два случая: т >1 и т =0. Предположим сна­
чала, что т>1. Тогда 

и, следовательно
. . 2С(1 +2-:«-) пА

" /1— Т)8 (1— 2։-«-«) пт+л

Но, ввиду того, что пА < (пА)₽, из (И) следует
' д < 2С (1 +12֊ т ~д) АР______

Х,‘ (1_21-<п-а) пт+«-? '

Пусть теперь тп=0. Очевидно, что
Д.гА< |/(х + А)-/(х)|+|Р„ (х + А)- Рп(х)|

(И)

(12)
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<кл’+л пшх |р;,(х)|. (13)
•*С  I —7), Т|]

Для оценки |Рп (х)| на основании неравенства (4.8) из [3] можно 
получить неравенство

гпах |Р; (х)| < —- С* > (14)
’11 VI—V п*՜ 1

где константа С2 может быть известным образом выражена через С. 
Учитывая далее, что

= Л₽Л.-₽< < »
гТ*  п* п' л“-р 

в силу (13) и (14) получим

С,= Ч->*+-7£Ц. (15)
Л*՜- /1—

Объединяя (9), (12) и (15), получим (8), причем можно положить

г_ I 2^(1+2֊'՞֊« ) С, 1
1]/1-тг (1-2’-т-՞) /1—^1

Для дальнейших рассуждений важную роль играет оценка величин

Укажем сначала оценку для (х). Легко видеть, что

/■л(х) = 2 |р*, л(х)|, >.;(х) = 2 |₽;„(х)|, 
Л-1 л-1

где
(-1)*֊ ։/1-4п).£/Л_1(х)_1

Р*.п(х)-  (Л)Ч
л (х — хк')

П— /1- х<")’ Н„_1 (х) + Тп (х) 1п -А^
д. , . Л 1+х
Рл,Я(*)  (л)

X— X*

(л)
₽..Их։°)=~>у О = 1.2,-••.»). 

п(1—X, )

3 ,«._(֊։>«'И-«Г'-И-хр- 
х!”)

Так что

0=1,2, л; I ¥=*).

1

___________1_________

л /1 — х^՞։ з!п -—- к 
2л

л ]/1— х<п^ з!п —
2л

(16)
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Для оценки л (х!л)) (г =/= у) заметим, что

. 2^-1 
sin ֊^֊ -

71|.И',>—х(л>| п . i—у
* ' 1 2п sin ------- К Sin

. 2у-1 sin —----
2п

2/-1
2п

. / + у-1 у-1sin-----------■« COS-------ТС
2л 2л

2п sin —— 
2п

sin-------
2п

. i — у п sin------
2п

sin-------
2п

Аналогично

(17)

(18)

при любом i, отличном от у. Из (16), (17) и (18) следует неравенство 
2

I?*,  л (х/Л))К(/~i» 2>՛ ՛ ՛> «)].

откуда, в силу леммы 1, получаем 
4/1 \|рл<Л(х)|<-^= (4+ —|Г„(х)|1пп) (--1<х<1). (19)

у 1 — X3 \ тс /

Положив теперь х = cos 0 (0 <& тс), 8* Л) = —— к, Ш") -С 8 <
2п

< (1<т<.л— 1), можно написать

Ал (х) < |a‘? (х)| + |42) (*)|,  
где

1 т I (—I)4՜1 sin &(n> sin л& — sin U з(1)(х) = _у 2------------------֊--------------- --- <
л л sin & (cos & — cos ftj^)

z Isinn&l”2 sin&W 1 у 1 +
л sin !> cos 0<'l>—cos & л cos &2n)— cos & 

fC=l К - K=l к

՛ 1 |(—l)m՜2 sin sin n& — sin 8| 1 |(—I)'՞-1 sin 8^ sin nft—sinft|
n sin & (cos 8^L։ — cos 0) n sin 8 (sin 8^ — cos 8)

(20)
а °л2)(х) содержит сумму остальных членов, начиная с Аг=тп+1.

Согласно (19) сумма последних двух слагаемых в (20) не пре­
восходит

$ ^4 ֊+֊ — Icos л0| 1пл • 
sin & \ тс /
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Кроме того, в силу известного неравенства [4]

|sin п»| sin &<,«> 2 |sin nl>fln п
n sin о cos ։>i"’ — cos о к sin ։>

Далее на основании рассуждений, применяемых в доказательстве 
леммы 1, находим

1 т՜2 1 1

4
Очевидно, что -С—(*=1,2,-

— 2-----й7՜»---------Г ------ 1п п>
п cos U<"> — cos 0 " sniO

Аналогичные неравенства мы получим и при оценке о<*>(х).  Окон­
чательно будем иметь

).Л (х) < -  32 + — (81 Гл (х)| + 2 Vx-X- \ип (х)|+1) In л
11 — x4 s | it

(֊1<х<1).
Из полученного следует, что на любом отрезке вида [— ;,;] 

(0]<$<1) справедлива равномерная оценка
9 / 11 \

max >.Л (х) —------ -- I 32 Н----- In л ) • (21)
*61-5,6] ] 1— ;։\ к /

Рассмотрим теперь сумму

-Хл(х)=2 I?*.  л (х)|.

Так как [4]
—£ -֊֊|lZ'iT^F <8+^-|7’л(х)|1пл,
" ы *֊  4П) 1

то достаточно получить оценку выражения

■*л  (х)= 2 |ч л (х)/, 
*=1

где
/гтт^Ял-^х) - Д1Л)

Ч л(х)= —»----------——-----------------(^>о, *=1,2,.  •, и).
*

л
, л). Поэтому, пользуясь при-

меняемыми при доказательстве леммы 1 рассуждениями, получим

|Г1 ( I ® | Тп (х)| , . 1|НЯ_։ (х)| < -у-—- - ------'----- 1п Л (—1 < X < 1).
VI—X2 к ]/1— X2

Так что
шах |Нл֊։ (х)| < - ; (4+ — 1п л У

*61-5,5) к )
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Далее, как легко видеть
А<я> х(л) п А1"1 

2(1-х^) “ х‘л> —х* я> ’ 
я-«

(—1)V 1 —х^Г — V '1 — х^։ А\п>
(։՛¥”)•(х(л) _ х(л)) у1_х$л).

Ъ, л (х<Г>) оценивается точно так же, как и п (х}л)). В результате 
будем иметь

8
п (22)

Укажем теперь оценку для 8», Л (х^л>). Рассмотрим для этого
суммы

’-1 А<рп) л Ау> 
211*1 Л)֊ЧП)| ’ Д11^)֊ЧВ>1 ’ ■

причем, если V = 1, то отсутствует первая, а если V — л, то вторая 
сумма.

Имеем
»-1 А<ра> 4 ’-2 1 4

|х(л)_х(л)| < — Д х(л)_х(л) + „|Я(«)_Х(Л)1| ’

причем на основании (6) и (7)

4 1 1 ] 1
1х1Л)—Х(Л\ Я С*ш  (Кл> П • Ч՞’— Й(,л)1п I*» лр | к з։п 1 51П _2____ 7 -1

2

Я8тв<я) 1П

Следовательно

у < 4_ _ 1П п . 4
^я)| к/1—Х^1 П п|х<я’—х£>։|

Для оценки последнего слагаемого в правой части полученного
неравенства заметим, что

1________ 1
п|х<Л> - х("2։| п у

. 2^-1 31П • л 
2л 

|х<л)—х(д\|

„ 1
л /1 - х^

. 2^-1 , . 2* —3
БШ ---------------  К-4- 81П --------------- К

2л 2л

2 зш — з!п------- к
2п л



380 Д. Г. Саннкндзе

Воспользовавшись формулой для суммы синусов и часто приме- 
. к . 1 .

няемым выше неравенством sin — —, получаем
2п п

____ 1 _ < 1
Л|х(л;_х(д)]| у/ ।—Х(П)>

Таким образом

А(„л) 4 / 1 \2 |^>-՜?^ < ։ (1+Т1ПЛ)՜

Такая же оценка имеет место и для второй суммы.
Заметив, наконец, что

А<л) <я) I 2 ^2

2 <։֊ -Г)1" ,to ?rzl„ " ri-»»'
’ 2п

получим
'• 2 / 4 \

(23)

Используя оценки (22) и (23), в силу леммы 1 будем иметь

|։>..Ы1<7=7
V 1—X-

20 + ± (16 + 51 Тп (х)|) In Л 4- 41WI 1п‘Л

(-1<х<1),
откуда 

4/21 4 \
max |oft, n (х)| <-------( 20 4------ In n 4------ -  In2 n ) •

Ж6 1-Е.Е)1 /1—5» V it it2 /

Поступая точно так же, как это было сделано при получении (21) 
и используя указанные выше оценки для Нп—\ (х) и о*.  „ (х), можно 
получить оценку

, ч 8 , 59 , , 12 , , \тах '»п \.х) —_____ ( 40 Н------- 1п п 4------- 1п2 п 1 •
хе)-ЕЛ] ]/1-52 \ к "2 /

Следовательно
тах ).*  (х)<С —г- ^40 4՜ — 1п п4- — 1п2 п 4՜

хе.[֊еД1 Л ]'1֊;2 \ К К2 )

4-(84- — 1пЛ)1.Ж (24)
\ к / 1—5

Рассмотрим теперь интеграл*

* Здесь учтено, 
+11

что

dt 
(f-x)l'CT

=0 (—1<х<1).
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S(/-A,-i;
1 С/(*)  - Рл-1 (0 - ['(х) -Рл-1 (х)1 dt =

2л—2
1 С

1-6
2л-2 1

' 2n-2 2^2

где Pn i (/) — указанный в лемме 2 многочлен степени
При любых х£[—5, ;] и л = 2, 3, 

й „ В 4՜превосходит по абсолютной величине ——

в первом
n—1.
интеграле t не

|5(/֊Рл֊։; х)|<— 
к 2

(/֊Р-и

. Поэтому можно написать

2л-2
Г dt

—x]1՜  ̂1— P
2л^2 -

9
4----- шах |/ (t) — Рп-1

1-6
2л-2
Г dt dt

-1 ' x+lzL՝ ,г 
2л-2

₽) — принятое в лемме 2 обозначение.

Оценим интегралы, входящие в (25). Имеем

2л-2
1-6 
2л-2

2л —2

dt 1 dt
г

1-6 
2л-2

2‘-р (1- е)р

Далее, так как sin (1 +«) — -----
4 2

писать
1-6

2л—2 in (1+5)^

1—$

----- - , то можно на- 
2п—2

dt ' dt
J tt—x|/l-f։ (f-x)/l-fs

1-6 
2rt-2

з+
COS ֊7֊

1-6 
2л-2

dt
J (f-xjyi֊/’

—sin *±S, cos -֊—«

(26)

244—5
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Заменой t = cos ?, x — cos 0 первый интеграл правой части (26) 
приводится к виду

з+

</tp
cos <p—cos

1 
sin i>

In
-—« 
4

—in 
sin Я 1/3+5 — I ------ - It

2 \ 4

[ --- к-
\ 4

’-Т->

3+ 5причем, ввиду 0 0 rc, ясно, что----- — rc — Я <+ и поэтому
4

sin — 
2 4 4

Следовательно

cos <р — cos Н sin О
а<р 1

1П3-Н sint>

4

in у—;----------------------
3--5 ,------- гс —arccos (—

4
֊^— In 
sin &

It

t 1-^
arc cos 5----------

4
я

1
sin О

In 1—5
4

1
sin &

In ------
1—5

TC

,1-5
։---------------- it

4

1
sin ft

In

Что же касается второго интеграла, 
следующим образом:

2л—2

то он легко оценивается

cos

sin ----
4

2n—2

dt 1________
1 ։ 3+' «
1—cos1------- rc

4

, 3 + 5— In cos------
4

. 2п—2In----------
sin-------к

_ IzL
X 2 л-2

C dt

J ։ t — X
COS -i-K

1 . 2п-2
. з-н 1п1՜ 

sin------ гс
4

4
На основании полученных неравенств и (26) можно написать

f_2zl
2л—2

dt 1 2гс
l/i-^sin1—гс\ (1-5)« fl

4 \ 4,

+- In n
-i
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Точно таким же образом можно получить оценку

Объединяя указанные оценки и используя лемму 2, получим, что 
при п =2, 3, • • •

Аналогичным образом для 5*  (/ — Рп-г, х) получим

тах 15*  (/.֊ РЛ_։; х)| < [ — ֊^1՜^ +С (41п — +
I р \ 1-е

+ 1п •+41пп')|------ ---------- (28)
1-е /](п —1)т+։

Для завершения доказательства теоремы остается заметить, что 
остаточные члены формул (3) и (4) в указанных выше обозначениях 
могут быть представ пены соответственно в виде

Rn (/; X) = 5 (/-Pn-i; х)֊2₽*,  п (х)[/ (4"))-РЛ_։

п
R-„ (f; х) = 5*  (/-Рл_։; х)֊ 2 ₽; „ (х) [/ (х<"))~ Рл_։ (х<«))].

*=1

Отсюда на основании оценок (21), (24), (27), (28) следует теорема, 
причем

A = _^ + —4g—in ------- __________ ■, 2^9(1-^,
Z1—n sin -—-Я (l-5)«fl~—\ 1 /1 Л+ g V’

4 \ 4/ И \ 2 /

Л։— 22C 4C
. i֊e к sin ------- к

4

Д>4С1п-2֊4-^£,+9С1пШ+
1 1-e /1-<S 1-5 P

a;=4C+ — in 5 +2 К 1—5
472 C _ 96 C

it/1— 5 тт’УЬЧ5
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Таким образом, доказанная теорема дает как оценку порядка 
приближения, так и оценки констант*,  входящих в порядок. Тем са­
мым она доставляет возможность найти фактическую оценку ошибки 
приближения заданными квадратурными формулами при любом фиксиро­
ванном числе узлов.

* Напомним, что константа С известным образом выражается через постоянную 
Гельдера К.
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Ջ. Я*.  ՍԱՆԻԿհԱհ. Որոշ սինգալյար օպերատորների քառակուսացման գումարներով մոտար­
կելու կարգի մասին (ամփոփում)

Քառակուսացման (3) և (4) բանաձևերի համար նշվում են մոտարկման գնահատական­
ներ, երր ֆունկցիան [-/, 1\-ի վրա ունի 111 կարգի ածանցյալ (էՈ> 0), որր նշվաձ հատվածի 
վրա բավարարում է Հելգերի պայմանին։

D. G. SANIKIDSE. On the order օք approximation օք готе ilngular operator։ Ьу 
quadrature sume (summary)

Estimâtes of approximation for the quadrature formulae (3) and (4) are obtai- 
ned. The function / is assumed to posess derivative or order m (m >0) on the 
segment [—1, ֊|-1] satisfying Helder condition on the mentioned segment.
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