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Л. Б . ГРАЙФЕР

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ТОЧНЫХ И ПОЛУТОЧНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ НА 

ОТКРЫТЫХ МНОГООБРАЗИЯХ

Пусть М—открытое ориентируемое п-мерное дифференцируемое 
многообразие с римановой метрикой [4]. Как и для римановых поверх
ностей [2] назовем (п’—1)-мерный компактный цикл 7 на М разделяю
щим, если М —7 состоит из двух непересекающихся компонент. Тогда 
назовем исчерпание многообразия М относительно компактными п-мер- 
ными подмногообразиями V с гладкой (п —1)-мерной границей д V ка
ноническим, если каждый контур границы является разделяющим 
(п —1)-мерным циклом на Ми ограничивает одну из компонент М- И.

Как и в [3] обозначим через Г гильбертово пространство дейст
вительных дифференциальных форм на М с конечной нормой ||ф||= (ф, ф) =

= <рА « ф со, через Р-плотное в Г подпространство форм класса

С°°, через Г*, Г’, Гр — подмножества Г1, состоящие соответственно из 
точных (<р = е/4),замкнутых (с?® = 0) и гармонических в смысле Ходжа 
(</ф = 0, оф = 0) форм на М, Гл» = ГлПГ2, Гх—замыкание Г} в Г, Гх— 
множество форм вида * ф, где ф(;Гх. Для форм на И обозначим через 
Го подмножество, состоящее из форм Г1, обращающихся в 0 вдоль дУ, 
тогда Г£о = Г£пГо, Гло = ГлПГ1о и‘сГГ£Г|о, если 'Г£Го. Гармониче
ской функцией на М назовем функцию и, удовлетворяющую обобщенно
му уравнению Лапласа

А и =0, 

которое с помощью операторов с/ и 8 приводится к виду 

о с/и =0.

Используемые выше операторы </, В, Д, * определены в [4]. Там же до
казана регулярность гармонических форм: Гл = Гд=Гл([4], § 29).

Отнесем к классу полуточных форм п֊1Г1гна У (п —1)-мерные 
однородные формы из Г£с нулевыми периодами вдоль контуров д V. 
Покажем, что Л-1Г««—ортогональное дополнение к 1Г£оП1Г| , где 1Гл и 
1Г£— пространства пфаффовых форм, а хГ£о Л тГ, представляет собой 
пространство дифференциалов функций ф с постоянными значениями на 
контурах д У. Пусть Ф^Л-1Г1е и »б/ф^Г«, тогда
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(ф, *</‘Г) = | фА* » г/ф = (—1)«-։^ ==

V г
= у <7*Лф= у Ф’Л ф 4֊у ФЛс/ф =о, (1)

V оо о

значит 1Гл П1Гг’±я_1Г1։е.

Пусть ф±(чГлП։Гг ), тогда ф ±1Г^, так как Г^ с ГлП Г^, от
сюда в силу (1)

У Ф Л <1 ® = О, 

и

но deg ф — п—1, поэтому J фЛ</ф = J Ф-ado, где Ф и a— функции, 
V о

а do —элемент объема V. Существование на V разбиения единицы [4] 
и произвол в выборе ф позволяют заключить, что a=0, т. е. dф. Если 
же взять ф, равную 1 на одном из контуров dV и 0 —на остальных, то 
из (1) следует, что ® имеет нулевые периоды относительно всех гра
ничных контуров, следовательно ф£я-1Г]е.

Пременим этот результат к гармоническим формам. Пусть 
я-։Глле = Гл ПЯ-։ГЬ. Тогда Я_1 Г паеявляется ортогональным дополне
нием к пространству jGro = 1Гло П1 ГАг. Пространство хГАго пред
ставляет собой пространство дифференциалов гармонических функций 
с постоянными значениями на контурах <ЭИ, являющихся линейными 
комбинациями гармонических мер на V, равных 1 на одном из конту
ров дУ и 0—на остальных.

Определим классы п-1ГА« и хГАт на АТ. Отнесем к классу Я-1ГА«(М) 
гармонические формы с нулевыми периодами вдоль всех разделяющих 
(л—1)-мерных циклов на М. Отметим, что всякий разделяющий цикл 
f ~ М гомологичен контурам границы У из исчерпания М. При таком 
определении ограничение формы ш £я-1 ГА« (М) на У принадлежит 
классу я֊1Гл« (И). К классу хГли (Af) отнесем те формы на М, кото
рые можно аппроксимировать в среднем по исчерпанию формами из 
։Глео(И). Покажем, что при таком определении классов справедлив 
следующий результат:

Теорема 1. Пространства n-iThse и xrAm (М) являются орто
гональными дополнениями в Я֊1ГА(Л/).

Пусть 8£Я_։ГЛ« (А?), ш^Гпт^М), тогда В £ Я֊1ГА« (U), следова
тельно, если <»hmv — ограничение формы «о на У, то (о, * “лтг) = 0 и 
(8, * <«)ъ = (8, * w — * wAmo), откуда (о, * ш) = 0 и 8j_io. Пусть 
wJ-n-iT/i« (М), <о£хГА. Обозначим через ч>лео проекцию ш на хГАео(К), 
тогда ш — ЫЛгО^Гл« (И) и для И<= У

“>ЛеО — шЛеО С Л-1Гhae ( V)-
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Но отсюда «>лео — “Лео_1_шл»о, следовательно
ЦшЛг<] 11)Аго11с = (։иЛг(1։> ||1,)ЛгО!.к'֊^||С)Л?о1|у' — |<иЛеой>.

Но ||о։лео|1» имеет конечный предел при V-* М и Цо'лго — ылго|0о~»0, ког
да И и И' приближаются к М независимо друг от друга. Тогда по 
теореме Рисса-Фишера [5] существует шА/п = Иш ыАго в смысле сходи- 

о - М
мости в среднем, т. е. шАт (Л4). Но тогда 

ш и՝Лт С л-1Г/мс (М), <“Лл։ Д_п—1ГА« (М)

по доказанному выше и ш_1_л—И'/и« (Л/) по предположению. Следователь
но ад = шАт, а ։ГАт—ортогональное дополнение к л-гГл«. По своему 
определению д-1ГА« замкнуто, поэтому п-1Гл« также будет ортого
нальным дополнением к 1ГАт.

Из доказанной теоремы следует, что ортогональные разложения

л—1ГЛ = п—1Р/ие *1՜ Лл! И ХГА —л—гГйде “4"1Рлт

можно было бы взять за определение класса 1ГАт(ЛГ). Из такого оп
ределения следовало бы, что 1Г/,я։(Л/) состоит из форм, допускающих 
аппроксимацию в среднем формами из ։ГА^о.

Отметим, что рассмотренные выше свойства точных и полуточ- 
ных форм аналогичны свойствам соответствующих дифференциалов на 
римановых поверхностях [1], [2].

Укажем на связь классов точных и полуточных форм с одним 
классом открытых многообразий, являющимся аналогом класса О/со 
(класса Сарио) римановых поверхностей [6]. Для дифференциальной 
формы «> на М норма Дирихле имеет вид

£) (ш) = ({/ю, с/ш) 4՜ (8ю, 8ш).

Учитывая тот факт, что оператор о понижает степень формы на еди
ницу, для функции и получим

£)(и) = («/и, г/н) = * ^и‘
м

Отнесем к классу Око такие многообразия М, на которых нет отлич
ной от постоянной гармонической функции и с конечной нормой Ди
рихле и нулевым сопряженным периодом вдоль всякого разделяющего 
(п—1)-мерного цикла 7 на М.

Теорема 2. Око тогда и только тогда, когда выполнено 
одно из следующих условий:

1. 1ГА«Пл—1 ГА։е ={0};
2- хГле = 1ГАл։.

Необходимость и достаточность условия 1 следует из того, что 
класс 1ГАг состоит из дифференциалов гармонических функций. Дей
ствительно, если ф = «/фСгГл», то 8։р=8е7ф =0. Тогда справедливость ут
верждения 2 вытекает из разложения
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11 Ле — Ле П л—1Гл$е 4՜ 1Глт,

которое является следствием теоремы 1.
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Լ. Р. ԴՐԱՅՖԵՐ. Ршд թագաձևություններում նշդրիտ և կիսանշգրիտ դիֆերենցիալ ձևերի 
մի քանի հատկությունների մասին (ամփոփում)

Դիտարկվում են բաց բազմաձևությունների վրա ճշգրիտ և կիսաճշդրիտ դիֆերենցիալ 
ձևերի մի բանի հատկություններ, որոնբ հանդիսանում են Լարս Ալֆորսի կողմից ուսումնասիր
վող ոիմանի բաց մակերևույթների վրա վերջավոր նորմայով դիֆերենցիալների հատկություն
ների անալոգը, Այդպիսի ձևերի օգնությամբ տրվում է բազմաձևության Օբյչյ ղասին պատկա. 

նելու հայտանիշը.

L. B. GRIFER. On some properties of exact and semiexact differential forms 
on the open manifolds /summary)

Some properties of exact and semiexact differential forms on the open manifolds 
in nanlogy with differentials properties of the bounded norms on the open Riemann 
surface studied by L. V. Ahlfors are examined. These forms give the criteria for be
longing of these manifolds to Ok'D c'ass-
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