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1. В в ед евие

В настоящей работе рассматриваются некоторые задачи, связан­
ные с оптимальным поиском плоских геометрических объектов, „слу­
чайно“ распределенных в некоторой ограниченной выпуклой области* 
„Случайность“ распределения объекта внутри области понимается в 
смысле, обычном в интегральной геометрии, т. е. предполагается рав­
номерным вероятностное распределение в пространстве некоторых па. 
раметров, определяющих положение объекта в области ([1]).

Поиск производится кривой заданной длины Ь. Объект считает­
ся найденным, если он пересекает по меньшей мере один раз эту кри­
вую. Оптимальность понимается в смысле получения наибольших или 
наименьших значений некоторых функционалов от кривых поиска.

2. Поиск „случайных“ хорд

А. Поиск хорды замкнутыми траекториями. Сначала проана­
лизируем обнаружение случайной хорды области С содержащимися в 
ней целиком траекториями С заданной длины £ с началом и концом 
совпадающими с некоторой точкой А границы области С. Будем пред­
полагать, что поиск хорды осуществляется обходом области по задан­
ной траектории С, проходимой в определенном направлении с постоян­
ной скоростью V = 1. Основной характеристикой поиска ([1]) есте­
ственно считать вероятность обнаружения хорды, вычисляемую по 
формуле:

Р^Да>‘ (1)

где 1С—длина выпуклой оболочки контура С, а £( С) — длина границы 
области С.

Отсюда следует, что в смысле максимизации вероятности Рс на­
илучшими траекториями являются выпуклые траектории. Поэтому в 
дальнейшем ограничимся рассмотрением совокупности выпуклых траек­
торий С поиска. Так как для всех них величина Рс одна и та же и 

равна по формуле (1) —— , то наряду с этой характеристикой поиска 
£(б)

введем еще величину —время до первого обнаружения хорды при 
движении по траектории С. Если же обнаружения не происходит, то 
положим сс= со.
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Относительно (условного) закона распределения этой случайной 
величины легко доказывается

Лемма 1. Пусть в некоторой системе координат с центром в 
точке А выпуклый контур С задан уравнениями

I х = х& ՝ 0<з<£,
I У ֊- У (։)

где 5 — длина контура С, отсчитываемая от Л в направлении поиска. 
Тогда

фс (5) = Р (Те < 5/ обнаружение 1 = з + гс(з), (2)
I / произошло ) ь

где гс (з) = ]/ х* (з) + у* (з).
Заметим, что из этой леммы легко получить следующий резуль­

тат. Предположим, что поиск по С производится таким образом, что 
при первом обнаружении хорды происходит возвращение в А кратчай­
шим (по прямой) путем. Обозначим через Тс полное время, затрачен­
ное на поиск при таком способе поиска. Как и раньше, если поиск не 
увенчался успехом, положим Тс = 00. Тогда Фте (з) = Р [ Тс з/обна-

ружение произошло 0<з<£, т. е. закон распределения Те

не зависит от выбранной траектории С. Это утверждение является 
следствием нашей леммы и очевидного равенства

Тс = + ге (тс). (3)
Вернемся к нашей задаче оптимизации поиска, взяв за основу 

критерия оптимальности функционалы от траекторий С, связанные со 
случайной величиной т,. Пусть <1А (С) — длина максимальной хорды 
области С, проходящей через точку А. В зависимости от соотноше­
ния между £, £(6) и <1А (С) возможны 3 случая:

1) 0<£<2^(б), 2) 2</л (С)<£ < £ (С), 3) £ = £(0).

Случай 3) неинтересен, поскольку здесь мы имеем единственную 
траекторию С, совпадающую с контуром области О. Рассмотрим слу­
чай 1). В качестве функционала оптимизации выберем (условную) функ­
цию распределения Фе (з) и покажем, что существует такая траекто­
рия Со, что для всех С и з, 0 -С з £:

Фе,(з)>Фе ($). (4)

Из формулы (2), задающей Фс (з), следует, что поставленная за­
дача сводится к максимизации величины гс (з) одновременно для всех 

з, 0 < з < £. Легко видеть, что для з — максимальное значение 
2

гс (5) будет достигаться на прямолинейных (радиальных) участках
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траекторий, для которых гс (з) = в. Пусть з^> — . Положим з = — 4֊ 
2 2

4֊Дз, -^з2>0. Тогда для любой траектории С

г, ( — + Дз ) < —---- Аз,
е\2 / 2

причем равенство достигается на прямолинейных (радиальных) уча. 
стках возвращения в А. Отсюда следует, что искомым оптимальным 
путем Со, удовлетворяющим соотношению (4), будет дважды прохо­
димый прямолинейный отрезок длины — с величиной

5 >

£-з, 4<5<£-
гс. <«) =

Нетрудно видеть, что в случае 2), когда 2с/Л (б) < £(б), не
существует такой траектории Со, для которой выполняется соотно­
шение (4) для всех з, 0 < з -С £. Поэтому, если (имеется возможность 
выбора точки А, надо выбирать ее так, чтобы величина с1А (б) была 
максимальной, т. е. в одном из концов диаметра </(б) области б.

В этом случае в качестве функционала оптимизации мы выберем 
М~с — среднее значение момента первого обнаружения £(при условии, 
что обнаружение произошло) и будем искать такую траекторию Со, 
для которой

(6) 
для всех траекторий С.

Замечание.
Интересно сравнить М~с для различных траекторий С в первом 

случае, когда 0 2 с/Л (б). Так, например, для дважды проходи­

мого отрезка Со Мх = —, а для окружности С длины £ Мъ = о 4 
/ 1 2 \= Ь I—------- -}. Поэтому почти на 20% в принятом нами смысле вы­

годнее искать хорду отрезком, нежели окружностью.
Согласно равенству (2), имеем:

4 I
ЛГгс= ('[1 —фг (3)]Л = А-±1’^(5)л. (7)

V " *** «Уо о
Полученная формула (7) сводит поставленную задачу к ^максимизации 
функционала
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заданного для всех выпуклых контуров С, целиком содержащихся в 
выпуклой области С.

Ограничимся далее случаем, когда область С есть круг, хотя 
проведенные ниже рассуждения леммы 2 применимы для любой вы­
пуклой области, а не только для круга.

Назовем „секториальнмм“ контуром круга выпуклый контур, со­
стоящий из двух хорд, проведенных из точки А до пересечения с 
окружностью, и дуги окружности между ними, не содержащей точки 
А. Обозначим через г* (з) соответствующий полярный радиус для это­
го контура (с полюсом в точке А). Тогда справедлива

Лемма 2. Для любой траектории С периметра £(£>4R, где 
R — радиус круга С) найдется „секториальный“ контур того же пери- 
м етра такой, что г* (з) > гс (з) для всех з.

Доказательство. Пусть АВ проекция контура С на диа­
метр круга АО. Тогда точка В является образом либо

а) одной точки N контура С, либо
б) целого отрезка
Возможны следующие случаи:
1а) точка № находится на границе круга,
16) отрезок имеет общую точку (либо Л/п либо Л/։) с гра­

ницей круга,
2а) точка /V находится внутри круга,
2б) отрезок МгМг находится внутри круга.
Рассмотрим случай 1а. Хорда АЫ делит круг на два, вообще го­

воря, неравных сегмента. Для определенности предположим, что в 
меньшем из них содержится начальная часть контура С, имеющая дли­
ну 1^. Для 0 -С з -С £г построим вместо этой части контура С новую 
траекторию С*, состоящую из дуги окружности ЫЕ и отрезка АЕ, 
причем, длина 1УЕ + длина АЕ равна £х. Покажем, что ее полярный 
радиус г* (з) удовлетворяет соотношению

г* (з) > гс (з), 0<з<£Р (9)

Пусть длина отрезка АЕ равна зх. Тогда при О < з •<неравен­
ство (9) очевидно. Если же предположить, что при некотором з0

г* (х0) < гс (з0) (з1<з0<£1),

то, как нетрудно заметить, область, ограниченная 1) радиусом-векто­

ром гс(з0) 2) частью траектории С, соединяющей конец радиуса-век­

тора гс (з0) и точку Л/, 3) отрезком Л/Д, лежит внутри контура, обра­

зованного 1) радиусом г* (з0), 2) частью новой траектории, соединяю­
щей конец радиуса-вектора г* (з0) и точку Л/; 3) отрезком АЫ.
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В силу предположения г* (б0) <С (гс (з0) следует, что периметр 
второго контура больше периметра первого контура. Но известно 
([2]): если одна выпуклая область содержится внутри другой, то ее 
периметр меньше, чем периметр области, ее содержащей. Отсюда сле­
дует, что неравенство г* (з0) <С ге (з0) невозможно.

Для другой части контура С, содержащейся в большем сегмен­
те круга, доказательство можно провести следующим образом. Про­
ведем хорду ЛАЛ/ к АО и построим новый контур С, образованный 
хордой ИМ, частью дуги окружности МН и отрезком НА, причем, 
длина ИМ + длина МН + длина НА равна £— Д. Точно также, как 
и в предыдущем случае можно показать, что для полярного радиуса 
г(з) нового контура г(5)>г{(5)(£-£1<5<£). Наконец, этот кон­
тур С заменим контуром С*, состоящим из дуги ИР и отрезка АР, 
причем, длина ЛТ^Н-длина АР равна £ —£г Нетрудно видеть, что 
для этого контура каждая точка далее удалена от А, чем соответ­
ствующая (для одного и того же значения з) точка для предыдущего. 
Таким образом, в случае 1а) лемма доказана. Доказательство леммы 
в случае 16) полностью совпадает с предыдущим доказательством. 
Случаи 2а) и 26) рассматриваются, как предыдущие с незначительны­
ми изменениями. Лемма доказана.

Лемма 3. Среди всех „секториальных“ контуров заданного пери- 
4

метра £ максимум^ гс (з) с/я достигается для контура, симметричного 

и
относительно диаметра АО.

Доказательство. Рассмотрим „секториальный“ контур пе­
риметра £, у которого угол между хордами, проведенными из точки А, 
равен 2 а, а угол между биссектрисой этого угла и диаметром АО ра­
вен р. Для этого контура введем следующее обозначение

?) = г* (s) ds.

Опуская утомительные выкладки, получим

J (а, ?) = 4/?2 [(sin а 4֊ cos Р)2 —2 sin2 а cos2 Р],

причем, а и Р связаны соотношением cos а cos Р + а = •

Исследуя функцию J (а, р) обычными методами дифференциально 
го исчисления, убеждаемся, что максимум достигается при Р =0, “=%, 
где «0 определяется из уравнения
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L 
“о + cos а0 = — •

Лемма доказана. Сохраняя введенные выше обозначения и резю­
мируя предыдущие результаты (включая результаты лемм 2 и 3) при­
ходим к следующим выводам.

Теорема. 1°. Замкнутые траектории длины L, принадлежащие 
целиком области G и максимизирующие вероятность Рс обнаружения 
случайной хорды этой области, представляют собой множество выпу­
клых траекторий;

2°. В случае 0 <£<2«/л(С) траекторией, максимизирующей для 
любого s(0-<s-C£) функцию ^распределения Фс (s), будет дважды

X L •проходимый отрезок длины — » 
2

3°. Для круга G радиуса R и 4R L 2^R контуром длины L, 
минимизирующим среднее значение М~е, будет симметричный „секто- 
риальный“ контур.

Найденные нами оптимальные траектории поиска хорды пред­
ставляют интерес с точки зрения рассмотрения некоторых других 
функционалов от траекторий С.

Так, например, случайная хорда делит область G на две части. 
Обозначим через G1 ту часть, которая не содержит точку А. Будем 
интерпретировать задачу, рассмотренную выше, как поиск области 01։ 
Естественно предполагать, что обнаружение области GT происходит 
с большей надежностью, когда время, проведенное внутри области Gj 
будет максимально возможным. Для выбора оптимальной в этой смы­
сле траектории рассмотрим две случайные величины тё и "Г — момен­
ты первого обнаружения хорды при обходе контура С, соответствен­
но, против и по часовой стрелке.

Поскольку — время пребывания в области Gx равно

— А— ('с "1՜ zc ),

то траектории, найденные выше и „минимизирующие“ величину ~с, бу­
дут „максимизировать“ величину Отметим, что нетрудно найти 
функцию совместного распределения ‘величин и тё՜.

Б. Поиск хорды незамкнутыми траекториями. Рассмотрим те­
перь случай, когда поиск хорды, случайно расположенной в выпуклой 
области G, ведется по траекториям АВ длины L с началом и концом 
на границе области G. По [соображениям, приведенным в пункте А, 
ограничимся классом выпуклых (вогнутых) траекторий АВ. ,‘Легко за­
метить, используя формулу (1), что вероятность пересечения АВ со 
„случайной“ хордой области G будет равна величине
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, _ В (АВ)-г г
Гя £(С) (Ю)

где г длина хорды АВ, стягивающей дугу АВ.
Поэтому в смысле максимума вероятности оптимальными траек­

ториями будут хорды АВ длины £, если £<с/(С),и дуги АВ, совпа­
дающие с частью контура области С и выбранные так, что хорды АВ, 
их стягивающие, имеют максимально возможную величину г—в слу­
чае, если £^>с((С) (здесь, как и раньше, <1 (С) — диаметр области С). 
В дальнейшем будем рассматривать только такие траектории.

Представим себе процедуру поиска такую, что по обнаружении 
хорды происходит возвращение кратчайшим путем (по прямой) в бли­

жайший из концов А или В. Введем величину Т— суммарное время, 
затраченное на поиск хорды. Тогда, очевидно,

Х<5° (11)
1т + гв(-г) т>з0,

где х—момент первого обнаружения „случайной" хорды г (з), 
гв (з) — расстояния точки М(з) соответственно от начала А (0) и кон­
ца В (В), 0<^з<^А и з0 — координата точки М0(з0) такой, что гА (в0) = 
= гВ (В — з0). Из равенства (11) можно получить преобразование Лап­
ласа величины Т для £>с/(6) и при условии обнаружения хорды

-и(х+г М)(1фс{х) +<рг (ц) = Ме “Т
- ■ ~ в

е~и(х+г (хИ</Фс(х), (12)
б «■

где Фс (х) определяется равенством (2).
Формулой С12) практически трудно воспользоваться, но для кру­

говой области С она дает возможность вычислить через элементарные 
функции все моменты случайной величины Т. Действительно, в случае 
круга радиуса R и £^>2/? преобразование Лапласа величины Т,
как легко подсчитать, преобразуется к виду:

3°. Поиск отрезка. Теперь рассмотрим поиск ориентированного 
отрезка длины I замкнутыми выпуклыми контурами С длины В. Будем 
предполагать, что отрезок „случайно" распределен в некоторой об-



214 О. П. Виноградов. И. П. Цареградский ------ ,

ласти С и имеет с ней хотя бы одну общую точку. Как и раньше „слу 
чайность“ понимается в смысле, обычном в интегральной геометрии, 
т. е. вероятность того, что выбранная внутри О выпуклая траектория 
С пересечет отрезок будет равна

р _ 1*№) ։ (13)

где н(5Кс)—кинематическая мера множества ЯКе отрезков длины I, 
пересекающих контур С, а р0 — кинематическая мера отрезков, имею­
щих хотя бы одну общую точку с областью <7.

Известно, что ц0 = 2֊^ + 21-Цв), где Р и Л ((7) — площадь и 
периметр области С соответственно. Нетрудно также показать, что

рс = Н(Жс) = [' |/ + т1п(/, (14)
и
к

где П (р, ф) — ориентированная прямая, на которой лежит отрезок, 
0 — длина хорды, отсекаемой на этой прямой контуром С, а со­
ответствующая область параметров риф.

Наша задача ставится следующим образом. Среди всех выпуклых 
контуров С длины £ найти такой контур Со, для которого

Рс^> Рс.
Заметим, что так как в формуле (13) знаменатель не зависит от 

выбора С, то для решения поставленной задачи нужно минимизировать 
числитель. В случае, если длина отрезка I не менее диаметра <1{С) 
фигуры С, соотношение (14) приводит к известной формуле ([2]):

Ис=2/1 + 2^£. (15)
В силу изопериметрического свойства круга отсюда следует, что 

для окружность является оптимальной траекторией. Рассмот­
рим другой крайний случай малых /(/֊►()). Ниже мы хотим показать, 
что и в этом случае окружность будет максимизировать вероятность 
обнаружения Рс. Используя известные результаты интегральной гео­
метрии ([2] и [3]), кинематическую меру |ас (14) можно преобразовать 
к виду:

а«
Ре = 4[М— 8С («) с/р], (16)

и

где 5е (ф) — площагь заштрихованной фигуры № (рис. 1), определяе­
мой следующим построением. Проводятся две ориентировочные прямые

ф) направления р таким образом, чтобы хорды АВ = 
= АгВг = I, и одна из опорных прямых к контуру С, параллельная им; 
затем проводятся прямые ААг и ВВ1 до пересечения с этой опорной 
прямой. Фигура, заключенная между опорной прямой, прямыми АА1г 
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ВВ1 и частью контура С, отсекаемого этими прямыми, та фигура V/, 
о которой идет речь в формуле (16). Из равенств (13) и (16) выте­

кает, что задача максимизации вероятности Рг свелась к минимизации 
интеграла.

2»

= (?}</?. (17)
о

Рассмотрим сначала класс 7? [С] гладких кривых С с касатель­
ной во всех точках и с определенной везде кривизной х. Для каждого 
фиксированного ? (О-С ? <^ 2*) в соответствии с изложенным выше по­
строением определяется фигура № площади .$<■(?) и точка /Г(э) на 
контуре С (рис. 1). Выберем прямоугольную систему координат хКу 
с началом в точке К и осью х, идущей по опорной прямой СКВ. По­
скольку мы предполагаем, что 7-*0, то в этой системе координат 
можно задать кривую С в виде однозначной функции у~{с(х), опре­
деленной для |х|<С (• Тогда, обозначая через хх и х2 — абсциссы то­
чек А и В (хх<;0<:х։, х։—х1 = 7), нетрудно получить, что

& (?) = /с (х) Их. (18)

Разлагая /с (х) по формуле Маклорена и учитывая, что /с (0) = 
= Л(°) = °> а Л (О)= .хс('Р)> где *с (?) ~ кривизна кривой С в точке 
АГ(?), мы получим из равенства (18) следующее асимптотическое вы­
ражение для (?):

^(®)=֊-М?)(хЗ-хЗ) + 0(Р), /—0,
О

которое вместе с равенством (17) очевидным образом приводит к сле­
дующему результату: для любого выпуклого контура С справедливо 
соотношение

2ж

]с = Р *е (?) Хе (?, /)</? + 0 (Р), (19)
о

131-4
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■ хЗ —X'.1
где >֊с (ф, /) = —' 
причем

2г
(Ч(ф)<*р + о(/։), (2°)

24 J о
где знак равенства достигается в случае окружности.

Найдем теперь минимум функционала
2к

/е = Jz£(®)rf<p. 

о

Прежде чем это сделать, отметим следующее обстоятельство. 
Зададим контур С параметрически, выбрав в качестве параметра дли­
ну дуги s, отсчитываемую от некоторой точки контура. Тогда угол f, 
задающий направление касательной в каждой точке кривой, можно 
представить как функцию этой дуги ф = ф(Д 0-^в-СД такую, что,

~—= кс (s), где кс (s) кривизна кривой С в точке, отвечающей зна- 
ds

чению параметра s. Поэтому функционал /с можно преобразовать к 
виду:

L L
4= fre(?(s))rf?(s)= ffcj(s)rfs. (21)

О и

При этом для выпуклого контура С должно выполняться очевидное 
условие

L
JA(s)Js = 2k. (22)

о
Мы пришли к простейшей вариационной задаче на условный 

экстремум. Ее решением, дающим минимальное значение функционала 
(21), будет постоянная:

/ 0^7 \
ке (s) == const ( = — ), 0<s<Z. (23)

У А* /
Вместе с (20) равенство (23) утверждает асимптотическую оптималь­
ность окружности в классе кривых С с определенной везде кривизной. 
Если же в некоторой точке касания АГ(?) кривизна Zc(®) не определе­
на, формула Маклорена для функции fc (х) дает лишь представление 

fc(x)="sc(x> ?)•*»
8 (х ф)

где гс (х, ф) ֊>֊ 0, х — 0. Введя ₽е (х) = —с * ' , получим fc (х) =
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= ^с(х)-х*, где в силу выпуклости кривой С, всегда &с (х) >0. Поэто­
му, учитывая дискретный характер таких точек, можем сказать, что 
они не могут „улучшить“ кривую в смысле вероятности Рс ее пересе­
чения с отрезком, — „ухудшить“ могут, — если

рс(х)—»+°с при х —♦ 0.

Дальнейшее ухудшение гладкости кривой С ведет к дальнейше- 
ми „ухудшению“ кривой в смысле максимизациивероятностей Рс. Так, 
можно показать, что если контур С имеет тп угловых точек с углами 
<Ч> аг, •••» между соответствующими односторонними касательными, 
то вероятность Рс будет равна

Для кривых же класса R ( С |, как это следует из формул (13), 
(16) и (19), эта вероятность равна

Л = — [1.լ —I» рс(?)М?, /)ժ? +0 (/’)], 

о

(25)

где

В полученных формулах (24) и (25) интересно отметить следую­
щий факт: первый член разложения определяется размером £ кривой 
С, второй же член — ее формой, представленной соответственно пара­
метрами а1։ а2, •••, ат в (24) и Хе(<р), \ (®, I) 0-С<р<֊2~, в (25).

Для произвольных I нам не удалось максимизировать вероятность 
Рс. Однако, в связи с полученными выше результатами для частных 
случаев „больших“ и „малых“ I, можно высказать гипотезу, что среди 
выпуклых контуров С длины £ оптимальной будет окружность Со, т. е» 
Рс, > Рс
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0. Պ. ՎԻՆհԳՐԱԴՈՎ ԼԻ. Պ. ՑԱՐԵԳՐԱԴՍԿԻ. Երկրաչափական հավանականություններ և 
օպտիմալ որոնման տեսությունը (ամփոփում)

Դիտարկվում են ուռուցիկ տիրույթներում պատահական ձևով տեղավորված օբյեկտների- 
օպտիմալ որոնման խնդիրները, կարերի և ինտերվալների որոնման խնդրի համար ստացված են- 
օպտիմալ հետագծերը»
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O. P. VINOGRADOV and 1. P. ZAREGRADSKI. Geometrical probabilities in the 
theory of optimal search (summary)

The problems of optimal search for geometrical objects, randomly placed in a 
convex domain, are discussed.

Optimal trajectories for search for chords and intervals in convex omaines are 
obtained.
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