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Г. М. МУШЕГЯНО ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ
§ 1. ВведениеПусть задана произвольная последовательность натуральных чи­сел |ря)л=о, удовлетворяющих условиюр0=1, ря>2 при п = 1, (1.1)Нетрудно убедиться, что любое натуральное число т > 2 единствен­ным образом можно представить в следующем виде:

т =тя + г (р,+1 —1) 4- տ, где /Пл — Ро’Рх’'
ր = 0, 1, 2, •••, тп—1 
տ=1, 2,- • ■, Рл + 1 —1. (1.2)

Обозначим через В множество чисел—, 7 = 0, 1, 2,---, /ия, п =1, 2, З,--. ТИлЛегко убедиться, что любое число I, удовлетворяющее условиям 0<^<^1 и / £ 5, единственным образом разлагается в ряд
է= , где 0<а*  «)<р*  —1.*-ւ (1.3)

Для заданной последовательности [рл! "=4 система [ут (#)} определяется следующим образом.Положим 7.1 (է) = 1 при է £ [0, 1]
7<п (0 — 7лЛ (է)=

л/— ( 2։сгая+1 (0'51 ,гГг—1 г к оV т„ ехр ?----------------- , при /է ---- ,--I Рч+է յ I тп тпг. 10, при է £ [-——, Լ (1.4)
| 772- 771 п 1где для т > 2 числа п, г и $ определяются равенством (1.2).Если I £ В Л [ -—— , — 

| ТПп ТПг.

Хт (0= 1111—где а = 1,т /т 3 — цт -/я1(^). (1.5)
2 т-г-о . ■։—։+о■։ е з в



О единственности рядов 139Заметим, что при рп =2 л = 1, 2,-- система |/.т (<)] совпадает с састемой Хаара. Класс ортонормированных систем {7.т (/) }впервые был рассмотрен Н. Я. Виленкиным [1]. В работе [2] Голубовым было про­ведено исследование вопросов сходимости почти всюду и в метрике £։ рядов по системам (/.ш (?) | в зависимости от последовательно­сти [рЛ).Полное и глубокое исследование вопросов единственности рядов по системе Хаара {/.т (х)] (случай, когда рп = 2; л=1, 2,•••) прове­дено в работах [3], [4], [5], [6]. Причем в работах [3]—[6] для систе­мы Хаара установлен ряд теорем единственности, аналоги которых для тригонометрической системы до сих пор неизвестны.В общем случае, когда (рЛ*—произвольная последовательность, удовлетворяющая условию (1.1), для соответствующей системы [/.т (<)) Н. Я. Виленкиным [1] была установлена

* Предположение, что ве все ак равны нулю, влечет существование последова­
тельности вложенных отрезков [6д, Сд], в общей точке которых ряд (1.6) не схо­
дится к нулю. В работе [1] доказательство неполное, так как не учтен тот случай, 
когда построенная последовательность отрезков [6д, Сд] стягивается к точке ви>а

е
---- . Доказательство теоремы 1, как будет показано, легко следует из теоремы 3.

Теорема 1. Если ряд
©аУ, а* /.*(*)  (1-6)

*—1сходится к нулю во всех точках отрезка [0,1], то а*  =0 при &=1,2,- • •*.  В настоящей работе доказываются следующие теоремы.Теорема 2. Для произвольной тачки х0 существует ряд по 
системе (1-4)

2 а»7.*(х),  (1.7)
сходящийся к нулю всюду на множестве [0,1] кроме точки х0,и ра­
венство аь = 0 имеет место не для всех к=1, 2,•••-При этом, как будет видно из доказательства теоремы 2, коэф­фициенты ряда (1.7) будут удовлетворять условию

____ \ам I

, <։-8>где |/.* Л (*)  1л-։ — множество всех тех функций из системы (Хт(х)}, которые не равны нулю в точке х = х0. Следовательно, равенство ну­лю предела (1.8) во всех точках отрезка [0,1] является необходимым условием на коэффициенты [а*,|  для того, чтобы одноточечные множе­ства, а следовательно и счетные множества, были множествами един­ственности для соответствующего класса рядов. Достаточность этого требования вытекает из следующего утверждения.



140 Г. М. МушегянТеорема 3. Пусть ряд

ап /.«(*),  <L9)

Для системы Хаара аналог условия (5).впервые был сформулирован в [3].

л®1где {՛/_„ (х)}—система (1.4), обладает свойствами:
А) некоторая последовательность |5лу(х)! частных сумм ря­

да (1.9) сходится к суммируемой функции f (х) всюду на отрезке [0,1], кроме, быть может, счетного множества точек;
CL/i k

В) для любой точки х0£ [0,1] Jim =®’ где "
• • • • • суть все те номера п, для которых 7.п (^о) Тогда
ряд (1.9) является рядом Фурье функции f (х) по системе (1.4).Отметим, что после доказательства некоторых вспомогательных лемм, доказательство теоремы 2 проводится по схеме, предложенной в [3].

§ 2. Вспомогательные леммыОпределение 1. Функции 7,m (х) =/.»?/■ (х), тП< т< тП i (см. (1.2) и (1.4)) назовем функциями н-ой группы системы, а для фикси­рованных лиг 1<г<тя — 1 функции /«.^(х), 1<з<рЛ+1—1 будем называть функциями (л, г)-подгруппы л-ой группы.Определение 2. Интервал ДЛ, г = ( -------, ——) будем называть
\ ГПп ТПп /основным интервалом функций з =!»•••, ря+\—1.։ Определение 3. Интервалы ДЛ?Г = (--------- F , -—— -f-

\ 771 п ГПп—1 ГПп+ -^—)»/=1> 2,- • •> Р"+։ будем называть интервалами постоянства функ- 
т„ /ций/л?г» s=l, 2,---, рЛ+1—1.Ясно, что на интервалах Д(Л'. г, j =1,-pn+х все функции /л\, з=1, 2,•••, рл+1—1 постоянны.Определение 4. Если t0 £ [0, 1] и t0^B, то единственную последовательность интервалов [ДЛ, Гя|, удовлетворяющую условию

осдо,о => Д1,,=>Дя.гЛ =>,••■, где /0 = п ДЛ,г., (2.1)будем называть основной последовательностью интервалов, соответ­ствующей точке t0. Функции /£\п, n = 1, 2,• • •; s = 1, 2, •• •, pn+J — 1 будем называть основным множеством функций, соответствующим точ­ке /я. .Если t0£B, то можно указать две последовательности [Дл, гЛ| и [Дл,г^) вложенных интервалов, которые удовлетворяют соотношению



О единственности рядов 141(2.1). При этом легко видеть, что точка (0, начиная с некоторого но мера /V, является левым концом интервалов одной из этих последова­тельностей и, начиная с того же номера /V, является правым концом интервалов другой последовательности.Первую последовательность будем называть правой основной по­следовательностью интервалов, соответствующей точке /0, а вторую последовательность будем называть левой основной последователь­ностью, соответствующей точке (0. Функции /п,\'п и 7^гп п=1,2,--- будем называть соответственно правосторонним и левосторонним ос­новным множеством функций, соответствующим точке 10,Лемма 1. Если / (х)—суммируемая функция, определенная на [0,1] и S a«Z*  (х) (2.2)
*■=1

является ее рядом Фурье по системе (1.4), тот" 1 Г(х) = 2 а*  /.*  (х) = - ----- f (f) dt при х£Ьп,г (2.3)
(г = 0, 1, 2,- • т„ —1).Доказательство. Справедливость утверждения при п=0 сле­дует из равенства

1 1Qm0 (х) = а։ Zi (х) = j 7д (0 / (0 dt • Xj (х) = j f (t) dt. (2.4) о оПредположим, что утверждение верно для п и докажем его спра­ведливость для п+1. Пусть г0—некоторое фиксированное число, 0 <г0<7Пп— 1. Так как z£ г (*)  = 0 при х£Ая, г. и г=/=г0, тоm«+։ At+J-։Qm„+։(х) = Qm„ (х) + a* Z* (х) = Qmn (х) + а£’,0 /лг.(х), л <2֊5)при X £ Дя, г0 .Учитывая (2.4), при O<jo<p„+i—1 имеем1 Г Рл+1-’<2'”я+1(х)= 77---- 7 J f^dt-Y 2 ая% х-ь’г« (х) при х^ Д^о)го. (2.6)1 я- Ад, г,С другой стороны*л+։-1 J’n+i-1 Р2 Z^r. (х) = 2 \ f (0 Z (t) dt • 7№, (х) =
,г=1 i-։ Дл, г,/’fl+i-’Pn+i-։ С= mrt 2 2 J f(t) exp dt при x^<։ (2.7)/—о .(/) I рл+] J

n, r9 • *



142 Г. М. Мушегяноткуда при х £ ձ^“Լ будем иметь
А+1—1 Рл + 1-1 Ր /'л + 1՜1 (9-;// Ո.«!
շ л./а. («>-№ շ I /ш շ ехРг,(л /)--км 

у5о .(/) >=1 ■ ^՞+1 յ
л. *0

Легко проверяется следующее соотношение:
/’л+1՜1 ехр 2~/ (/օ~/') տ I _ /Р"+։—1 ря+1 ք 1—1 при 7=/о при յ = յս.

(2.9)Из соотношений (2гб);> (2.8) и (2.9) получим
1 /'л+։՜՝' Г I= 2 յ + յ /юл-

Рп. л>| /=0 л(/> д(л)
Ո, ր0 ո>րն

/’л+1-։ Ր—/пЛУ | / (О & (2Д0)
/-0 дО) 
/*Л  ал,при X է .Поскольку |ДЯ, г»! =-----

ТПп

I* . 1и |“л. га | —
^71л-т1

из соотношения (2.10)получим
^1(х) = "^Г ПРИ (2-И)

' ‘ Л՜ Г°откуда следует справедливость утверждения леммы 1.Отметим, что из леммы 1 следует сходимость частных сумм (С.т„ (х)}и-1 ряда (2.2) к /(х) почти всюду и в метрике £ [0,1].Лемма 2. Пусть некоторая последовательность частных 
сумм {(?>/ (х)}~=1 ряда £а»Х*(х)  (2.12)

*=։
сходится к ք (х) всюду на множестве Е. Тогда существует возра­
стающая последовательность целых чисел պ<Հ п։*\-  • -Հյւյ <• • • и 
последовательность целых чисел 0 -տՀ րՈյ- < тП]—\ таких, что
если

հ)= тП} + րՈյ (р,1/+1 — 1), յ = 1, 2,- • •, (2.13)
то Нт 0Лу (х) = /(х) 

յ -*  "°
при всех х^Е, кроме, быть может, одной точки.Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (1.2) числа к/ единственным об­разом можно представить в следующем виде:
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Ь= тЯ1 + п (рч+1 — 1) + 31. (2.14)За счет выбора подпоследовательности из последовательности {кг}, не нарушая общности доказательства леммы, можно считать, что числа 

{тЧ1} строго возрастают.Обозначим 7} — тЯ{ + гя, (рЯ;+1 -1), и рассмотрим частные суммы
*1

3*1  = 2 а* х*(*).
*-1

(2.15)
Ог,(х) — У а«х*(х).  (2.16)Из определения системы (1.4) и основных интервалов Дя, г следует, что <2*,  (х) — I (х) =0 при х £ ДЯ1. г/.Рассмотрим следующее множество:

£7= п иля„, ./-и-/
(2.17)

Если и—пустое множество или содержит одну точку, то после­довательность А/ = 7/ будет удовлетворять требованиям леммы. До­пустим, что множество и содержит больше одной точки. Пусть х0££/. Из последовательности {Дяр выберем подпоследовательность
1Дл/г такую, чтобы имело место соотношение х0 1 = 1,2,•••. Учитывая соотношение (2.17), легко видеть, что последователь­ность Л/= Т[1г 1 = 1, 2,••• удовлетворяет требованиям леммы 2.

§ 3. Доказательство теоремПрежде чем приступить к доказательству теоремы 2, убедимся в справедливости следующего утверждения.Утверждение а). Пусть<2«я+1(х) = 2 а*х*(х)  = с=#0 при (3.1)
*=1где Д^’Г;1 — интервал постоянства некоторой функции из группы п. Для интервала дп+1, гл+1> где гп+1 интервал постоянства некото­рой функции из группы п+1 и ДО;), Гя+՛ с ДСОГя> существует поли- отл+аном V а„ /.*  (х), удовлетворяющий условиям

*-тЛ+։+1



144 Г. М. Мушегян

тл+21) Стя+2(х) = <2т„+։(х)+ 2
*='«я+1 + ։

О при X £ Д<ЛГд — Дл+1, гя+1 
СрП+2 при х£Д<<’։, гя+։;(3.2)2) Для тех номеров к тп+1 < к -С тп+г, при которых /.*  (х) =£0 на мно­жестве г , справедливо соотношение

!а*1 _ = 1с| , (з.з)1х*(*)1  где хСЧ-''?,.^.Доказательство. Рассмотрим функции {/.*(х),  гдец = тп+1 + (гл+1— 1)(рЛ+։— 1) +1; * = тп+1 + Гд+։ (лч-2—1). Очевидно это совокупность всех тех функций, для которых Д^Гд является ос­новным интервалом. Рассмотрим полином
, Рп+г ~1У ак/Ах) = У а^1. 7-1+где а?Л ехр ---------5

Рп-2В силу (2.9) получим
2 ан /Ах) —
*-|Л

— С при х£Д[/> —* '՝» П, Гц Лт1(ря+2-1)-с при х^Д^>

(3.4)
(3.5)

(3.6)
О при х - ЬЮ . г п՛ гпИз соотношений (3.6) и из определения системы (1.4) извольных а к, при т„4-1<А:<ц и *<А:Стл+1  имеем для про-

"'л+г
<2тя+2 (*)  «*  (2<пя+1 (Х) +2 “* 7*  (*)~

*=тл+1+1

О при х6^,л„-Д1/?1.гя+։ 
с-рп+2 при х^ДС^։ гС другой стороны, из (3.5) при ц -С к. -С ՝> будем иметь

1а*1 - = —— , (3.8)|Х*  (ж)| лгл+1где х Д1+1, гл+։ •Из соотношений (3.7) и (3.8) следует справедливость утверж­дения а).Доказательство теоремы 2. Пусть задана произвольная точка х0£ [0,1]. Пусть До :эДхо • • • =»Д„ о • • • , (3.9)—основная последовательность интервалов точки х0. Если х0^В, то за (3.9) возьмем или левостороннюю, или правостороннюю последова­тельность интервалов точки х0. Положим ах = с=7^0. Тогда согласно утверждению а) для интервала Д։ существует полином
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У ак /.к (х), *—2удовлетворяющий соотношениям

(х) = а։ /.! (х) -г У а*7л  (х) = 
«-2

О при х £ Дх 
с рг при х^-^!

и = у- = |с| при х £ Д1։ 1< к < т,.1/.л (*)1  1
(3.10)
(З.п)Допустим, что для интервала ДЛ построен полином, удовлетворяющий условиям С»Л (х) = у а„./к (х) = [ 0 при х ё Дя (3,12)*51 (с-п։л при х£Дл-֊֊֊7=|с|, х£Дл . (3.13)1/.*(х)|при всех к-^.т„, для которых /.*(х)¥=0  на множестве Дл.Полагая а*=0  для тех тп <С к < тп/1+1, при которых /*  (х) =0 на интервале ДЛ(-1 и применяя утверждение а), можно определить полином отп+։2 а*х*(х),  (3.14)

к—тп+1удовлетворяющий условиям
тл+1 т 7 7а,Л+։ (х) = а>„ (х) + 2 а* х* (х) = при Ая+1

*=т„+1 1с-7Пл При х£Дл + 1 (3.15)
и |о*|  _ |с-тл+1|(■/> (х)| тп+1

х£Дл-ц (3.16)при тех тп к тпл+1, для которых 7_*(х)=^=0  на множестве Дл+ьПоскольку из определения полинома (3.14) следует соотношение
I2 а*7.*(х)=0  при х^ДЛ для всех тл-</<7пЛ+1, 

А=/лл-г1легко убедиться, что, продолжая указанный процесс построения поли­номов, получим ряд 2 а*Х*(«).
*=1который удовлетворяет требованиям теоремы 2.При доказательстве теоремы 3 нам понадобятся некоторые ут­верждения:



146 Г. М. МушегянУтверждение в). Если ряд
2 с*  /.*  (х) 
*-1

(3.17)
является рядом Фурье некоторой функции / (х)&- [О, 1 ] > то коэффи­циенты се удовлетворяют условию В). __Доказательство. Пусть х0£ |0,1]. Если х^В, то обозна­чим через • (3.18)основную последовательность интервалов точки х0. Если х0£В, то в (3.18) берется или левосторонняя, или правосторонняя основная после­довательность интервалов точки х0.Пусть {/V’ (х)} (з = 1, 2, - ••, рЛ+1-1)—все те функции, для кото - рых ДЛ является основным интервалом (см. определение 2) и {ДЛ}) (1</<рл+1)-все интервалы постоянства этих функций (см. опреде­ление 3). Если х0£ В, то из определения системы (1.4) имеем

Ря+1 (*  Г
< 2 ] |/(<)|л = ] 1/(01 Л. и=1, 2, ... (3.19)

дб) ДЛ
ЛЕсли х0£ В, то существует число 7У^>0 такое, что при п > ТУ имеет место соотношениеу/(о^,)(ол|

<3-20)
^ЛСправедливость утверждения в) следует из того, что Пт |/ (£)| Л=0.

ДлУтверждение с). Пусть задан ряд
У^*Х*(х).
*=1Множества Дх и Д։, являющиеся соответственно интервалами по­стоянства частных сумм 0тп (х) и С?тЛ+1 (х), таковы, что имеют место условия

О.тп (х) = с=/=0 при х^ (3.21)и
0»«л+1 (*)  =° ПРИ х€д1 — д!> Д5сД1-



О единственности рядовТогда для тех значений к, тп < к Стпл+1, при которых /л(х) = 0 х£Д։, коэффициенты определяются однозначно.Действительно, пусть
тя-1

О»п ~ 2 а*х*  (*)=  0 при — д4- (3.22)
к-тп+1Тогда тл+1У (</* —а*) ’/> (х) = О при х£Д։— Дг. (3.23)

к=IТак как /* (•*)  dx = О при к^>т„, тоД։| У (<Л — аь) у.*  (х) с!х= — | у (с!к — а») у*  (х) dx = 0.Д, *“тЛ+։ Д.—Да к-тп + 1
тп + 1Отсюда следует, что у («/* —а*)  у*  (х) = 0 при х^^1 возможно А= т„ +1лишь при условии dk— а/, = 0 для всех тп<^ к -С тя+1.Утверждение с!). Пусть А/ = т,ч+ гп, (рП1 — 1) и частная сум­ма (х) ряда (3.17) удовлетворяет соотношению

(х) — с при х£Д0>где До является интервалом постоянства суммы <2/Л„ (х). Тогда для произвольных к^> А/ существует множество Д*,  являющееся интерва­лом постоянства частной суммы О*(х),  которая удовлетворяет соот­ношению Q*  (х) = const =£ 0 при х£ Дл с Д„о. (3.24)Это утверждение легко следует из равенства ( Х*(х)  dx = 0 при л»А>А/.Утверждение е). Пусть последовательность {Qaz(x)}zZ=o РяДа2^У.*( Х) (3.25)
*=1сходится к нулю почти всюду на отрезке [0,1], гдеА/ = тЛ1 + гП1 (рП1+1 —1), тЛ/<тЛу при ։</. (3.26)Если Qhlo (х) = с=£0 при х^Д/а, где Д/„ является интервалом постоян. ства суммы <2/1/о(х) и коэффициенты ряда (3.25) удовлетворяют усло­вию В), то можно указать и множества Др^ и Дг\ которые яв­



148 Г. М. Мушегянляются интервалами постоянства функции <2лг (х), удовлетворяющими соотношениюСлр (х) ¥=0 при х £ -]-Д|?>, где А{Р-|-Д<?>с А/о, Д։.р.Д$?> = 0. (3.27)Доказательство. Пусть утверждение неверно. Тогда, в силу утверждения d), для каждого i^>i0 существует только один интервал постоянства Д/ суммы Q/։/ (х), на котором Q/ц (х) =/= 0 и А/ с А/։. От­сюда следует, что для каждого тп А/„ существует только один ин­тервал Дл, для которогоQrn„ (х) = const =/= 0 при X С А„ с А/„. (3.28)Обозначим через п' наименьшее число, для которого т-,՛ hi,., и рассмотрим последовательность интерваловД/„ Дя- Дд<+| о • • ■ => •••• (3.29)Пусть Qnin. (х) = с =^0 при х^Дд’. Так как<2пд.+1(х) = 0 при х£Дп- —Ая-+1 и <2/Пд. + ։ (х) -f=0 при х(;Ая- + 1> то на основании утверждений с) и а) получимQmrt4i (х) = с’ рп-+1и . |с'||Х*  (*Я  гп„՛для тех к, тп <^к-^.тп'+1, для которых /> (х)=£0 при х£ЛЯ'+1.Допустим
(2тп,.и(х) = с'-рп’+г • ■рп֊+1 при х£Ая+л (3.30) и для тех к, тя-< А <7п«'+1, для которых /> (х) т=0 на интервале Ап>+* справедливо соотношение

Так как Щ Id
I՜/.*  (х)! тп՛

при х£Ля'+/.
<2тя.+/+1 (х) = 0 при X 6 Ад- +1 — Дя-+/+1 и

Qn-+J+1 (х) у=0 при Х^ДЯ'+У+Ьто, применяя утверждения с) и а), получим
Q-nn.+i+1 (.х) = С -pn'+j- - pa'+j-pn^j+i при X^n'±/+l (3.31)

(3.32)№1 Ic'l= при^д^>



О единственности рядов 149где к удовлетворяет соотношениям тп։ <С тп-/+1 и /> (х)=0 при х£Дя» ֊֊/+>•Обозначим Хо = п Если х0£ В, то х0 = р ДЛ'+*,  и из со- 
Л=0 *-0отношения (3.32) будем иметь 

где п* —все те номера, для которых /л*(*о)  ¥=0՛Если х£В, то существует число N такое, что для всех к> М 
х0 совпадает или с правыми или с левыми концами интервалов Д*.  Следовательно, при к М из соотношения (3.32) имеемс/» _ 2с'I/.*  (х0)| тпТаким образом (3.33) имеет место и для х£В. Так как (3.33) проти­воречит условию В), то утверждение е) доказано.Утверждение /). В условиях утверждения е) для любой точ­ки х0 существует Г /0 и интервал Дг такие, что<2тЛГ (х)^=° ПРИ х€д/‘» хо€дг, (3.34)где Др является интервалом постоянства суммы (2тП/..Доказательство. При х0 £ До справедливость утверждения чевидна. Предположим, что х0£Д/о. Согласно утверждению е) можно указать Г ^>/0 и множества Д(£Р и Д(։?\ которые являются интервалами постоянства функции <2лг(х), удовлетворяющими соотношению(?Лг(х) = 0 при х С Д|Р + Д{?> <= Д, ДР’-Л^ =0. (3.35)Если замыкание хотя бы одного из указанных интервалов не со­держит точки х0, то утверждение /), очевидно, имеет место. Пусть х0£ Др- Др. Ясно, что в этом случае интервалы Др и ДР имеют об­щий совпадающий с точкой х0 конец.Применяя утверждение е) относительно <2лг (х) и Д}Р, можно ука­зать число ։0 и множества Д{Р и которые являются ин­тервалами постоянства суммы (х), удовлетворяющими соотно­шению ■ (?Л/. (х)=/=0 при хбдр+дрсдр, др-др=0. (3.36) Поскольку х0 является концом интервала Д^Р, то из (3.36) будем иметь, что замыкание хотя бы одного из интервалов Д<9 и др не со­держит точки х0. Отсюда и из соотношения (3.36) следует справедли­вость утверждения.Доказательство теоремы 2. Пусть задан ряд
6—121
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2^ а*  X*  (х), (3.37)
к-1подпоследовательность частных сумм | которого сходится квсюду конечной, суммируемой функции ք (х) во всех точках отрезка [0,1], кроме, быть может, счетного множества. Согласно лемме 2 су­ществует последовательность целых чисел {Л/)у_1։ гдеА/ = /пЛ/.+ гЯ) (рЯу+։ —1), • -<п/< • • •; т„. = р0- • • рП]-,0 ■< րՈյ (3.38)для которой имеет место соотношение11т <2л,(х)=/(х) (3.39)

-♦ осдля всех X £ [0, 1], кроме, быть может, счетного множества. Пусть
У С*  х*  (х) 
к-1

(3.40)является рядом Фурье функции / (х). Согласно лемме 1 подпоследо­вательность частных сумм [Зтя (х)}”=։ сходится к / (х) почти всюду и в метрике Легко проверяется следующее соотношение: 
^тЛ1+։ (*)  ПРИ X

Տհյ (х) =
2тп . (х) при X ТП-Л]

Гп1 

ТПп у

(3.41)
откуда следует, что последовательность (х) сходится к /(х) как в метрике Д, так и почти всюду. Следовательно, функции {Зл/ (х)}”=1 имеют равностепенно абсолютно непрерывные интегралы.Предположив, что ряд (3.37) не совпадает с рядом (3.39), обо­значим через к0 наименьшее число, для которогоа* 0=/= с* 0. (3.42)Рассмотрим ряд У Лх*(*)  = У} (ак — с*)  X*  (х). (3.43)

*-1 *=1Ясно, что последовательность частных сумм { 7^ (х) ряда (3.43) сходится к нулю почти всюду на отрезке [0,1].Пусть /о — наименьшее целое число, для которого к<^Ь]с. Обо­значим через А основной интервал функции (х). Так как функции /.*  (х) при к = к0, к0+1,---, на интервале А ортогональны, то (х) не может тождественно равняться нулю на множестве А. Обо­значим через А тот из интервалов постоянства суммы 7/,^ (х), для ко­торого



О единственности рядов 1517лд(х) = const = 0 при всех х£А0. (3.44)Докажем, что для ряда (3.43) справедливо следующее утверж­дение.Утверждение L). Пусть х0 — произвольная точка отрезка [0,1], hj, — некоторое число из последовательности (3.38) и (х) — соответствующая частная сумма ряда (3.43). Пусть далее Д։ — неко­торый интервал постоянства суммы (х), для которого7лл (х) = const =/= 0 при x£Av (3.45)Тогда для произвольного положительного числа М и точки х0 суще­ствуют число уг Д и множество Дг, обладающие следующими свой­ствами:1. А, является интервалом постоянства функции 7ft;j,(x) и А։с Д1։2՛ х0^ ^2>з. (Слл (х)|>|5ал (х)| — М при х£Д։.Действительно, применяя утверждение /) относительно Thj, (х), Дх и х0, можно указать число /' д и интервал Д', являющийся интервалом постоянства суммы Thj, (х) и удовлетворяющий условиюх0 С Д', А' с Д։, Thj, (х) = const 0 при х £ Д'. (3.46)Существуют интервал А։ с Д' и число Уз^>У1, для которых справедли­вы соотношения 1), 2), 3). В противном случае для всех j^>j\ и х£Л' имело бы место|Q„. (x)\<|Sft/(x)| + M. (3.47)Из (3.47) следует, что функции |QA/ (x))f_i имеют равностепен­но абсолютно непрерывные интегралы на множестве Д', но тогда ряд (3.43)
Thj, (х)+ 2 (7л/+1(х)— Thj(x)) 

j-j'на множестве Д' можно почленно интегрировать. Получим0 = J Thv (х) Jx+2 j (ТЛ/+1 (х)-7\. (х)) dx =д' , i-i' д'. f ~ hj'+l Г= J Thj. (х) dx + V У J dh dx. (3.48)Д' j=r А=Лу+1 д'Соотношение (3.48) выполняться не может, так как первое слагаемое отлично от нуля, а второе—равно нулю. Из полученного противоре­чия следует справедливость утверждения L).Пусть |xij£_j — совокупность всех точек множества В и тех то­чек, где ряд (3.37) не сходится.



152 Г. М. МушегянВыберем произвольную последовательность положительных чисел 
Мп f оо.Предположим, что для точек х։, х։, •••, х*  и чисел указаны последовательности чисел и множеств i0 < ։'i<L՜ * 23э Д/у о • • • zd ^tk, удовлетворяющих соотношениям7л^ (х) = const =)= 0 при х £ △ if, j = 0, 1, 2, • • •, к, (3.49) где Д/у является интервалом постоянства суммы 77<^ (х) и

xj^.f, \QhIi(x)\>\Si,1jM\ + Mj при x^ij, j-1, 2, к. (3.50) Согласно свойству L) для x*+i  и Мл+1 можно указать число /*+։>/*  и множество △*+։,  удовлетворяющие условиям1*)  А*+1  является интервалом постоянства суммы 7лд+։ (х) и Д*+։  <= д*>2*)  x*+i  € Д*и»3*)  IQ4+1 WI>|5S+1 (х)|4-2И* +1 при х£Д* +։.Из условия 3*)  ясно, что 7л,- ։ (х) = const =^0 при х£ Д* +։. Про­должив указанный процесс для множеств {x*}£.j  и получимпоследовательности z'o < h ‘‘' и До => Д։ о • • • о Д/Лэ • • •, (3.51)которые удовлетворяют условиям:Д/ л является интервалом постоянства функции 7/,^ (х), (3.52)*/*€△/*>  Юл/л(х)| >|5л/д (х)| 4-ЛГ*>^И*  при х^Д*.  (3.53)
осРассмотрим точку х0£ п A/fc. Так как Вс {х*}*_ ։, то х0 является *-овнутренней точкой для каждого интервала Atк, к — 0, 1, 2,••-. Следо­вательно, в точке х0 справедливо соотношение|Q/lz (x0)|>Af*,  откуда lim |Qaz. (х0)| = + ос, (3.54)но точка х0- {х*|Г=1,  следовательно последовательность Q. (х0) должна иметь конечный предел; полученное противоречие доказывает справедливость теоремы.Замечание. Теорему 1 можно получить как следствие из тео­ремы 3. Для этого достаточно проверить, что если ряд всюду схо­дится, то его коэффициенты удовлетворяют условию В). Выполнение этого условия следует из того, что в любой точке х0£ [0,1] имеем 



О единственности рядов 153a*Z*  (хо)-^О. Тогда согласно теореме 3 ряд (1.6) является рядом Фурье функции / (х)=0.
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2. 1Г. 1քուշեղյան. 1քի ւյասի օրթո<յոնալ սիստեմներով շարքերի միակության մասին 
ք ամ վւուիում յ

Ներկա աշխատան քլււմ մի ղասի օրթողոնալ սիստեմներով շարքերի համար ստացված I 
Կանտորի միակության թեորեմի տիպի արդյունքւ

Օղտաղործված է [3J աշխատանքի մեթողը, որտեղ նշված ղասին պատկանող Հաարի սիս­
տեմի Համար ապացուցված կ նույն արղյունքըւ

G. M. MUSHEHIAN. On the unlqueness of sériés for a class of orthogonal Systems 
(summary)

Cantor theorem type resuit is obtained for sériés by a certain orthogonal Sys­
tem. The method used in [3] is employed.
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