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Введение
В работах [1]—[4] дан ряд алгоритмов построения тестов.
Поиск тестов в [1], [2}, [3] связан с большим перебором, что ог­

раничивает область применения этих алгоритмов.
В [4] с использованием результатов [3] предложены определен­

ные способы упрощения процесса построения тестов.
В настоящей статье проводится исследование вопросов сущест­

вования и построения тестов на основе некоторых их количественных 
характеристик.

Статья состоит из четырех параграфов.
В § 1 приведены основные определения и на основе этих опреде­

лений изложен алгоритм работ [1], [2].
Объектом исследования в § 2 являются характеристические по­

следовательности (х.п.), которые определенным образом связаны с 
процессом поиска тестов.

Рассматривается вопрос существования пар множеств булевых 
векторов с заданной х. п. Для заданной х. п. исследуется вопрос су­
ществования и построения тестов определенных длин, а также приво­
дится формула для числа этих тестов.

Доказывается, что по х. п. невозможно в общем случае распо­
знать наличие или отсутствие тестов определенных длин.

Устанавливается также определенная взаимосвязь между алгорит­
мами работ [1], [2] и [3].

В § 3 рассматриваются характеристические функции (х. ф.). ?На 
основе х. ф., с использованием принципа »включения — исключения“ 
[5], получена формула для вычисления числа недопустимых наборов- 
На основе этой формулы предложен определенный алгоритм построе­
ния тестов.

В § 4 исследованы два класса множеств, для которых выражение 
числа недопустимых наборов имеет простое аналитическое представ­
ление, а также приведен пример определения длины минимального те­
ста на основе изложенных методов.

Формулировки некоторых результатов настоящей статьи приве­
дены в [6].

Автор пользуется приятной возможностью выразить благодар­
ность своему руководителю И. Д. Заславскому за постоянное внима­
ние к работе и за ряд существенных замечаний при работе над статьей.
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§ 1. Основные определения

Мощность множества М будем обозначать через р (Л/). Будем 
рассматривать пары непустых множеств (ЛД, Му) л-мерных буле­
вых векторов таких, что Мо(]Му=0, т' + т" ^2п, где т' =а(М0), 
т° = р (ЛД).

Обозначим через X систему булевых переменных {х1։ • • •, х„|, за­
дающих л-мерное булево пространство. •

Произвольную непустую систему переменных из X, расположен­
ных в том же порядке, что и в X, будем называть набором. Набор 
5а назовем поднабором набора 5\, если всякая переменная из 5, вхо­
дит в 5Х. Набор 5։ назовем собственным поднабором набора 5Х, если 
5г есть поднабор 5։, отличный от 5Р Число элементов р (5։) в набо­
ре 5, будем также называть длиной набора 5Р

Каждый набор = {*/,,•  ••, хц} задает некоторое ^-мерное под­
пространство пространства X.

* Булевы векторы а = (։։, •••, ая) и Ь = (3։,..., {!„) сравнимы друг с другом,
если либо при I = !,•••, п, либо 3; > ц . при I = !,•••, л.

Набор 5։= {*/,,■••,  назовем тестом для множеств (ЛД, АД), 
если проекции множеств (ЛД, ЛД) на ^-мерное пространство 5։ не пе­
ресекаются. В противном случае набор 5։ назовем недопустимым на­
бором (н. н.).

Набор 5։= [х/,,---, х/4} назовем тупиковым тестом (т. т.) для 
множеств (ЛД, Му), если 51 является тестом для (Мо, Му) н ни один 
собственный поднабор набора 5! не есть тест для множеств (Мй, Му).

Набор 5х = {х/1,՛՛՛, х/*}  назовем минимальным тестом (м. т.) 
для множеств (Л/о, Му), если 5Х является тестом наименьшей длины из 
множества всех тестов для (ЛД, ЛД). Каждому набору 5։ = |х/,,՛ •-.хц) 
сопоставим п-мерный булев вектор а = {а։,ая}

( если ‘ ■’ '** ’
I 0, в противном случае; Д = 1, 2, • • •> п.

Введенное соответствие является взаимно однозначным соответствием 
между множеством наборов и множеством булевых векторов, отличных 
от вектора (0,• • •, 0). Наборы 5։ и 5։ назовем сравнимыми, если срав­
нимы соответствующие булевы векторы ах и а։. В противном случае 
наборы 5։ и 52 назовем несравнимыми* .

Для произвольных л-мерных булевых векторов аг, • • •, аг введем 
г-местный оператор совпадения <рг. Результат применения <рг к век­
торам ау,---, аг, обозначаемый через ®г (а։,-՛-, а'г), есть по определе­
нию подмножество всех тех переменных из множества X, для каждой 
из которых соответствующие значения компонент всех векторов 
ау,--՛, аг совпадают.

Кратко опишем в введенных терминах основной алгоритм построе­
ния м. т. для множеств (ЛД, ЛД), приведенный в работах [1], (2].
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а. К каждой паре векторов а;, Ь), а/ £ М>> Ь)£ Мх, г 1, • • •, т , 
/ = !,•••, т" применяем оператор совпадения Множество получен  
ных таким образом н. н. обозначим через В:

*

В = {<р։ (а* , Ь))), т = 1,՛ • •> 771 > / = 1»' ’т •
б. Устраним из множества В все повторения наборов, а также 

устраним все те наборы, каждый из ^которых является собственным 
поднабором хотя бы одного набора из В.

Множество оставшихся в В наборов, которые назовем максималь­
но недопустимыми наборами (м.н.н.), обозначим через 5. Очевидно 
наборы множества Л՝ попарно несравнимы.

в. Из м.н.н. множества Б получим всевозможные различные под­

наборы. Множество полученных н.н. обозначим через В.

г. Пусть R — множество всевозможных наборов из системы 

X = {!,  • • •, Хл}-*

Очевидно каждый набор из множества R' = R / В будет тестом для 
множеств (Мо, Мх).

д. Подмножество R тех наборов из R՛, для каждого из которых 
ни один собственный поднабор не принадлежит R', образует множе­
ство всех т.т. для множеств (Мо, Мх).

е. М.т. для множеств (Мо, Мх) будут наборы из R наименьшей 
длины.

Построение тестов на основе приведенного алгоритма делает 
необходимым, вообще говоря, сравнение каждого набора из множества 

всевозможных наборов R с н.н. множества В, т. е. поиск тестов 
производится посредством полного перебора. Это обстоятельство су­
щественно ограничивает область применения алгоритма.

Мы будем исследовать вопросы, связанные с возможностями ме­
нее громоздких алгоритмов построения тестов. В этой связи будут 
исследоваться свойства определенных количественных характеристик 
тестов.

§ 2. Характеристические последовательности

Дадим некоторые определения. Пусть — некото­
рое множество попарно несравнимых наборов, составленных из буле­
вых переменных Х = (х։, • • •, хп} и пусть ц ( ц 3) ) = р.

\/-1 /
Разобьем множество 5 на непустые подмножества $1,•••, 2*  ,где 

к>1, каждое 2/ состоит из наборов некоторой фиксированной длины 
1։, и дхины наборов, входящих в различные подмножества 21։•••, 2*,  
различны. Не нарушая общности, можно считать, что 4 
числа И (2*)  будем обозначать через тп։,---, тп*.  Последо­
вательность чисел х= (п, Р, 4>՜՛’» тх,՛ • •, ть), полученных указан­
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ным образом, будем называть характеристической последователь­
ностью (х.п.) множества 5.

Каждой паре множеств (Мо, Мг) п-мерных булевых векторов 
однозначно соответствует множество м.н.н. 5={51։ •••, 5т}. Наборы 
множества Л’ попарно несравнимы. Поэтому у = (п, р, 1к, п?։, •••

/п0—х.п. множества попарно несравнимых наборов 5 мы будем 
называть также х.п. множества м.н.н. 5.

Х.п. у назовем х.п. пары множеств (Л/о, Мг), если у является х.п. 
множества м.н.н. 3.

Числовую последовательность '/.= (п, р, 1ц, тц),
где к 1, будем называть характеристической последовательностью 
(х.п.), если

1. п р > 1Х > 1г 1ц О,
2. пи 0 при г = !,•••, к.

Очевидно, что каждой паре множеств (7И0. /И։) однозначно соответ­
ствует своя х.п.

Следующая теорема показывает, что при определенных условиях 
■справедливо также и обратное утверждение.

Теорема 1. Для произвольной х.п. у = (п, р, 11г- • •, /*,  ти • • • 
- • •, тц), у довлетворяющей условиям

к Л
2 т} 1,-> р > 1) + 2 ту, р>/1։
/-։ 7-1

существуют пары множеств (Мо, Мг) с х.п. у. При этом количество 
к

таких пар не менее 2я П С"*  
1-1 Е т)

Утверждение теоремы непосредственно следует из лемм 1 и 2.
Лемма 1. Пусть п, р—натуральные числа, п>р^>0, и 

пусть наборы Зх,- • •, Зт получены из системы булевых переменных 
X = {«!,• • •, хт| так, что р ( п ) = р > где 1,= тах р (5/).

\г—1 / /€<։.•••, т}

Тогда для того, чтобы наборы 31։ • • •, Зт были м.н.н. для не­
которой пары множеств (Мо, Мх) п-мерных булевых векторов, не­
обходимо и достаточно, чтобы они были попарно несравнимы.

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем доста­
точность. Пусть 5Х, • • •, Зт — попарно несравнимые наборы, содержа­
щие в совокупности р различных переменных. Построим множества 
<М0, Мх) с м.н.н. 5Х, Зт. В множество Мо включим один элемент 
■а — («и • • •, ап)—произвольный п-мерный булев вектор.

Векторы 6|= (Р/,1.-• •, ₽/, п )> Ьг М1։ г = !,-••, т получаем сле­
дующим построением: ?/,/ = <։/, если в наборе 3/ присутствует пере­
менная X) и рг, /=■<։/, если в 5/ переменной х/ нет, / = !,■••, п.
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Очевидно Мо Л Мг = 0 и (а, Ь։) — 5<, / 1, • • ՛, т.
Следствие. Можно построить не менее 2" различных пар 

множеств (Мо, Мх) с множеством м.н.н. {5։, ՛՛•> Зт\.
Лемма 2. Для произвольной, х.п. /,= (п. р,Ц,''"г^» т1>’ ‘ 

удовлетворяющей условию 
и *

* ( * \
+ 2 ту и имеются г — р— 4՜ 2 ) переменных из множества

/-։ X у=1 /

X, не включенных ни в один из полученных наборов, так как п ~>р.

Пусть этими переменными являются х։,-•',хг. На втором этапе из 

множества X ={х1։ • • ՛, хг) выделяем подмножество 01 = {Х1, • •• ,Х1։-1} 

и образуем набор5։'2 = (3^2^ и (&. Затем из множества ХЮ^ выде-

У (/1~1) + 3
у-1 /-։

из системы булевых переменных X =*  {х։, ՛ ՛ > х»} можно построить 

не менее П О’”' множеств попарно несравнимых наборов с х.п. у.
1-1 £т1

Доказательство. Пусть 2։—произвольный набор длины 
—1) из множества X, 2^—произвольный собственный поднабор длины 

(/։—1) набора 2։, и т. д., 2* —произвольный собственный поднабор 
длины (/* —1) набора 2*-ь

Тогда положим
5П = и {х/1}, х/1 £ Х/^г = Хъ
5։։ =210 {хр|, хг2б Хг/{хр} = Х։,

51т, = 21II {ху, т։}> Ху, т։ С ^Л1|—1/1хЛ т,—1( — Хт1 ,
<5*21  = 2д и {х<1}, Хг!^ Хщ1/ [х]. т, у ^Ся,4-1,

52т,=== 2д 0 {хг, /п,|, Хг, тя Хт1 + тя—1/ {хг, тя—1у Хтя + тя ,

5*1  = 2*  и {хп}, Х/1 £ Лт-лц—1/[хс, т-т*}  = Хт-т* ,

3/1, щц = 2*  II {х/, т*},  X/, пк £ Хт—1 /{х/, тк—1) Хт .

Построенные наборы 5ц, ••՛, 51т,,՛ ՛՛, 5м,՛՛՛, 5*. тк попарно несрав­
нимы и имеют х.п. X = (п, р, 1г, • • •, /*,  т1я ՝ • •, т*),  где р — 1)+ 

* * *
+ 2 ту. Если т/^у '^р > (Ц—1) +2 ту, то множество несравни- 

/=։ /=1 у-1
мых наборов с х.п. у строится в два этапа.

На первом этапе получаем наборы 5И,••՛, 51т,,՛ • ՛, 5*1,••  ՛, 5*, ш*

(к т) \ 
и и = — 1) + 
/=1 1 = 1 ' / 
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ляем подмножество Q։ ={*/,,  •••»•*2(6-1)}  и образуем набор Su = 
= (ШиО։,ит.д.

При построении наборов S12, S13, •••, Si,„„՛--, Ski,-■ ■, не­
обходимо различать следующие два случая. 

k
1 случай: (Z,— 1) mj — (Zj—1). В этом случае из наборов

7—1
Sj2, S։J1-•-, Sim,Sn,-•-, S*,m*  указанным способом получаются 
наборы S12, Sn, -•-, Sim,, •••, S*i,  -•-, Sk,mk, которые вместе с на­
бором Sjj образуют множество попарно несравнимых наборов с х.п. /• 

*
2 случай: г<С2 (Z; — 1) mj——1). В этом случае сущест-

вуют такие два последовательных набора

Sa, S3 {Si։, Sjj,-'-, Sim, , • • •, S«, Sß, S(, S*l,-*-,  Sfc, mj»),

что S, = (S,/2«) U Q1։ где H (Qi) = P (Sa) —1,

HO p. (QT+1) = V-(xi и (Sß)—1.
\ 1—1 /

Пусть Sß=2ßU{x3) и 2ß — подмножество 2ß, полученное после 
удаления из 2ß произвольных И (QT+i) переменных.

Тогда полагаем Sj= 2^ U (xß) U Qj+i. Очевидно^ наборы SJ1։ S12
•^13» '' ‘ ‘' , S;, Sß,Ss,-•-, S*i,---,  Sk, mk попарно несравни­
мы и имеют х.п. /.

При каждом из приведенных выше построений множества попар­
но несравнимых наборов с х.п. х, первые тхнаборов S11։Sim, мож­
но выбрать не менее С""*  с пособами, при выбранных наборах 5и, • • • 

Е mj 
7-1

Sim, последующие т2 наборов 5Я>--- , S2m, можно выбрать не 
менее СТ способами, и т. д., последние тц наборов SM,---,S* m..

Е <"/ ' *
.'=2

наборов, при выбранных наборах Su,• • •, Sim„ • • •, S*_i,  1, - • - , S*_i,  mA_։ , 
можно выбрать не менее С™к = 1 способом.

7* т,
Всего получаем не менее П С Е т/ различных способов выбора 

1-1 )~1
множества наборов {5Ц, ■ • •, Sim,, • • •, S*i,  • • •, S*,  OTft}. Лемма доказана.

Замечание. В условиях леммы 2 верхняя оценка для р, р -С 
*

֊С У, ntj lj является окончательной, чего нельзя утверждать для ниж- 
7-1

ней оценки р.
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В § 4 будет приведен пример такого класса хл. / ■ (п, 
ь

1к, т1։--, тк), что р = 4+1, 1< 2 </л+1. и для каждой х.п. /.
У-։

из этого класса можно построить множество попарно несравнимых на­
боров г х.п. X*

Х.п. 7 = (п, Рг 4»' ' " , 4, т1>''՜։ для МНОЖвСТВ (Мо, Мг) ПО- 
зволяет предсказать существование тестов определенных длин.

Легко видеть, например, что если в х.п. X ДАЯ некоторой пары 
(Л/о, М։) будет п У՜ р, то для этой пары длина м.т. есть 1. В ниже­
следующей теореме рассматриваются факты аналогичного рода.

Пусть 5 = {51։---, 5т} —множество м.н.н. для (Мо, Мг) с х.п. /, 
Я/= {•$;!,•••, Я/Е5. н(5/,г)=/у, г=1,-•лч/,У=1,-• •, А. Вве­
дем функции П (ар„- • •, аР։), / = !,•••> 'и)— т։п (4 + 1» т))> кото­
рые определены для р1։- ■ •, р։ 6{1»։ • ՛, и։/}, так, что П (аР։,- ■ •, аР1) = 1,
если существует набор длины (/у +1), из которого можно получить 
поднаборы •••, 8Р, £/?}, и аР/) =0, в противном случае.

Теорема 2. Для пар множеств (Л/о, Мх) с х.п. /=(п, р, 1и- • •,
/*,  ти---,.тк) при каждом /^{1,---, А} существуют тесты длины 
Ь +1.

При этом количество П (Ед) таких тестов не превосходит 
т](п — I/) и равняется

#(/?у) = 2 ПЫ- Зл^а,,, ар,) + --- + (֊1ГУ2л/(ар„...,ар V 
’>•••. ту} А. Р& <։»• .. ........ 6 {։.•••, ту} ”7

р, + ..-+рУ/

Доказательство. Рассмотрим множество (^ = 5//^, /СП,*'*

•••, А). Через фу обозначим множество всех различных н.н. длины 
(I/ + 1), являющихся поднаборами наборов множества Для любых 

наборов 5։> 5у,|г, За^фу, 5/, т £/?у> набор 5дг не может быть подна­
бором набора 5։, так как в противном случае м.н.н. 5у, г был бы под­
набором некоторого м.н.н. 5Т, из которого получен набор 5։, а это 
противоречит определению м.н.н.

Следовательно, каждый набор 5у, г, является полнабором

некоторого набора 5։ длины (/у + 1), который не принадлежит Qյ, т. е. 
5։ является тестом для множеств (Мо, М^. В частности, множеству 

(2] не могут принадлежать наборы 5։=5у,г и{х<}, где х։ €
Хп}18], г .

Найдем число М (1^) всех таких различных наборов 5«. Восполь­
зуемся принципом „включения—исключения“, который формулируется 
следующим образом [5]:

Если из П объектов П (о^) обладают свойством ах, И (а2) — 
свойством а,, - И (аг)— свойством аг, И (а1։ а,) — обладают как 
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свойством а1։ так и свойством а2,-՛-, N(ar-i, аг)—свойствами ar-i 
и аг, N (а1։ аг) обладают свойствами а1։- • ■, аг, то число 
объектов N(а\, а'2,- • •, а'г), не обладающих ни одним из этих свойств 
ап- • -, аг, находится по формуле

N(а[,-• -, a'r)—N — 2/V (аР։) 4- 2 N(ар„ ар,)-------- Ь(—l)r N(au-• ,аг).
PÆ{ I.-”,»՜} A.ä6<J.--, '}Pi+Pi

(1)

В интересующем нас случае N = N (Rj), т. е. объектами нашего 
рассмотрения являются все различные наборы S։ длины (lj + 1), кото­
рые получаются из наборов Sj,r£Rj, добавлением к Sy, г переменных 
x^X/Sj.r.

Обозначение ar, r=l,՝--,mj понимается нами как свойство 
быть полученным из набора Sj,r добавлением какой-либо переменной 
xt^XISj.r, а аг—означает отсутствие этого свойства. Тогда N (ai, ••• 
•••, a,) =0, так как каждый рассматриваемый нами набор Ss длины 

(Zy 4՜ 1) обладает хотя бы одним из свойств. а2,- ■ •, amj. Также каждая 
из величин ZV(ap„---, аР(), рг,-• -, pt£ [1,-• -г, т/} равна нулю при 

так как из одного набора длины (Zyj 4-1) можно получить не 
более наборов длины lj. Учитывая эти обстоятельства, из (1)
для каждого к} получаем

ZV(*/)=2  Л (a„) ֊2 N(aPl, ар^+-- - + (֊1р 2 N{aPï,- • - , ар ), 
•.•’։/> А.Р«6<։. ••■. «/} р>. P»-■■•Pvj^ <։.•••» <"уг

Р1*Р1  p^Pl+ Pv .

где vj= min (Zy 4֊ 1, т/).

При этом N (Rj)^.mj (n — Zy), так как каждый набор длины Zy 
может быть собственным поднабором ровно (п — Zy) различных набо­
ров длины (Zy 4“1). Теорема доказана.

Заметим, что результат, полученный в теореме 2 работы [4], со­
держится в утверждении теоремы 2 для частного случая j = к, тп*=1.  
Этот факт непосредственно следует из нижеследующей теоремы 3, 
которая устанавливает определенную взаимосвязь между алгоритмами 
поиска тестов работ [1], [2] и [3].

Пусть В = {Bij}, i = 1, ■ • •, т', j = !,•■•, т", — множество н.н. и 
S — множество м.н.н. для множеств (Мо, М2), полученных согласно 
основному алгоритму (пункты „а“ и „6“), и пусть Pij = XfBij, где 
X = {х1։- • -, ХЛ}.

Рассмотрим конъюнктивную нормальную форму (к.н.ф.) / такую, 
т’ т /1т»- г г ги 

что/= & & (xiyZ--- Vxi]\ где каждая элементарная дизъюнкция 
У-։ 1=1

(«уИ- l/xj>) составлена из всех булевых переменных, входящих в 

Рц, [31, [4].
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Произведем в / все поглощения вида У& (У ИД) У, где У, 
Д—конъюнктивные члены /. В результате получим к.н.ф. /*  = 
= (хР, У- • • Ухр.г )• Обозначим через А множества Ау,՛--, А,п, 

р-1
каждое из которых составлено из переменных соответствующего члена 

хр1 И- • • Ухр, ,р:
АР — (хрь - • хр.гр\, Р = 1,- • •> т-

Те орема 3. Множества {Х/Ау, Х)Аг, ■••, Д/А»(} и 5 совпа- 
дают.

Доказательство. Рассмотрим множество У пар наборов- 
Уи = (В,1։ Ри), ВииРи=Х, 7=1,---, т, т". Докаэатель
ство теоремы очевидным образом следует из свойств, которым удов­
летворяют произвольные пары наборов У., Ур^ У՛

1. (Д с Вр)----- (А =Л).
2. (Ва = Вр)<---- (Р. = Рр).
Поскольку каждая пара множеств (Мо, Му) с х.п. / = (п, р, 1и-• • 
1ь, тх,---,гпк) имеет тест длины (/*4՜  1)> который найти сравни՜ 

тельно легко, было бы полезно уметь простыми средствами отличать 
множества (Мо, Му) с длиной м.т., равной (/*4-1),  от пар множеств 
(Мо, Му) с меньшей длиной м.т.

Из нижеследующей теоремы 4 следует, что информация о длинах 
тестов, заключенная в х.п. у множеств (Л/р, Му), в общем случае не 
достаточна для такого распознавания. Это обстоятельство наклады­
вает определенные ограничения на область использования х.п.

Рассмотрим всевозможные пары непустых непересекающихся мно­
жеств (Мо, Мх) п-мерных булевых векторов при п=1, 2, •••.Для каж. 
дой пары множеств (Мо, Му) укажем множество м.н.н. 5 и х.п. у. 
Объединим все множества м.н.н. 5 в множество V/, а все х.п. у— в 
множество и. Обозначим через подмножества такие, что

1. Для каждого множества !ИХ длина м.т. для пары (Мо, Му) 
с множеством м.н.н. 5 равна (/  4-1).*

2. Для каждого множества 5^1₽2 длина м.т. для пары (Мо, Му) 
с множеством м.н.н. 5 меньше (/  4-1).*

Очевидно, й՜! П = 0, №у и №г— УУ, и по каждому множеству 
м.н.н. 5 можно однозначно оп{зе делить, к какому из множеств №у или 
1И2 принадлежит 5. Каждому множеству .$£ соответствует х.п. у££/. 
Пусть их, иг—подмножества множества и, образованные из х.п., соот. 
ветствующих элементам множеств й^1։ 1И2. Очевидно, что £/1и/72=£/.

Теорема 4. Множества 11у,иг удовлетворяют следующим 
соотношениям:

а. иг~^и2,

б. £/2ёС\, 

в. иу П ё/։=£ 0.
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Доказательство. Доказательство теоремы основано на по*  
строении непустых множеств Тг, Т2, Т3, для которых выполняется

(7'1с6/1)&(Г1Пб/։)= 0),
(Т։с й8) & ( Тг П из = 0),

1. Множество 7՞! образовано из х.п. X = (п, р, ]и /Их), где п=р, 
Р > 4. т1 = С'՛ .

Рассмотрим все наборы длины 11։ полученные из системы Х = 
— {•*!>  ’ ■ ‘ > хп}- Очевидно они попарно несравнимы и потому согласно 
лемме 1 множество пар множеств (Мо, М3) с х.п. X € 7*1  непусто. Оче­
видно, что для множеств (Ма, М3) с х.п. х тестов длины 1г и менее 
не существует.

2. Множество Та образовано из х.п. х = (п, р, 1Ъ т^), где числа 
р и т.1 удовлетворяют условиям

тх = Ср> 1<ЛЦ< С^‘.
Пусть 5։,5Ш|—все наборы длины /1։ полученные из системы 

(х։,’' > хр}- Очевидно наборы 33,-'-,5т։ попарно несравнимы и мно­
жество пар множеств (Л/о, ЛД) с х.п. хС^ и м.н.н. 5Ь •••,5т, непу­
сто (лемма 1). Также очевидно, что длина м.т. для пар (Мо, М3) с 
х.п. хб 7*2  не может быть равна (4+1), так как по условию ,
а потому существует хотя бы один тест длины 13.

3. Множество Т3 составлено из х.п. х = (п» р, 1-, 1г, т1, гщ), где 
п > 2/։, р = п, /2^>1, л11=2» "։« = С1  — 2С}  .* *

Пусть х~произвольная х.п., хСТ^. Рассмотрим попарно несравни­
мые наборы 51։, 5։։, 5Я,•••, 5чт,, полученные следующим образом. 
5и, — произвольные различные наборы длины 13 из системы X =
= (х1։-• х„}, имеющие у общих переменных, Из наборов
5и, 5И образуем все (2С{՝ — С^) различных собственных поднаборов 
длины /2 и исключим их из множества всевозможных различных набо­
ров длины 12 системы X. Множество оставшихся наборов обозначим 
через Р։. Так как (С'։—(2С{* — С1՝))—та=С'՝'^-0, то из Р2 можно всег­
да выбрать наборы 5Я, • • •, $2т, так, чтобы наборы 5и, 5и, 5Я, • • •, Ззт, 
были попарно несравнимы.

Следовательно существуют пары множеств (Л/о, М3) с м.н.н. 
՝֊՝!։> *̂21>  ՛" ՛• (лемма 1).

Покажем, что полученные вышеуказанным способом наборы мо­
гут иметь одну и ту же х.п. х> однако м.т. может быть как длины 
(4+1), так и меньшей длины. Это и послужит доказательством ут*  
верждения: Т3 с (П .

Действительно, при у 4 число всех наборов длины 4 есть 
(2С{*  — С') + т2 =С1՝ — С'։ = С1’ и потому длина м.т. будет равна 
(4+1/ Очевидно при атом р = п.
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Пусть у = L, тогда число всех наборов длины 1։ есть &• 1, и
существует ровно один тест длины

Покажем, что и в этом случае р — п. Предположим р (S։։ U S1։ U 
U • • • U Sim,) < п. Тогда наш единственный тест длины 13 должен со­
держать хотя бы одну переменную х« такую, что х, £ (S1։ U U S21 U 
U • • • U Sim,). Одноэлементный набор, составленный из переменной 
Ха есть тест, и тогда мы имеем по крайней мере С1‘ 1 1 тестов
длины Z2, что опровергает наше предположение. Теорема доказана.

Заметим, что построенные множества 7\, Т3։ Т3 бесконечны.
Следствие. Существуют классы и таких пар мно­

жеств (ЛГ0> Мг), что если (Мо, (соответственно, (Мо, М3) £
£2г), то по х.п. пары (Мо, Мг) возможно (соответственно, не­
возможно) однозначно определить: длина м.т. равна (Z*4-l)  или 
меньше этой величины.

§ 3. Характеристические функции

Пусть 5= •••,5т}—множество попарно несравнимых наборов
с х.п. Х=(п, р, 1ц, т*).  Определим функцию П(г1։---

й) следующим образом:

П (г • • I ) — ! П ПрИ 1 ** ^т’ г ~ 1’՜ ‘'» 
1 0, в противном случае.

Функцию П (гг,---, ц) будем называть характеристической функ­
цией (х.ф.) множества 5. Приведем некоторые свойства х.ф.

1. П(/։,•••, ц) не зависит от порядка аргументов Ь, •••»/<.
2. 0-С П (г"1։• • •, ц) ֊С 11-
3. П (։)=^0 при /£[!,••■, т}, т=^=0.
4. Если {<!, • ֊ •, ц } С {/։, • • •, ур}, где ։։, • • •, ц, у„ — произ­

вольные натуральные числа, то П (11։ - ■ •, //)> П (/1։ •• -,/р).
5. Если р (£/,)■<р (5/,.)֊<•• Хр (&,) и />1, то П(4»’,  4)< 

<Р(А,)֊1.
**

Рассмотрим множество 5= [д1։попарно несравнимых на­
боров с х.п. х = (и, р, 11։ • • •, т1։- ■ •, иц) и х.ф. П (р1։- ••, р։). Из
каждого набора 5г, г = !,•••, т получим всевозможные различные 
поднаборы длины /, где /—произвольное натуральное число. Через 
М(5) обозначим число всех различных таких наборов длины г.

Заметим, что если 5—множество м.н.н. и х — х.п. для пары (Мо, 
Мг), то М (5) будет числом всех различных н.н. длины г.

Теорема 5. 1Ч1(5)='£1( 1)/-1 2 Сп(р„....р<) , где полагаем
<-։ {Ри---. <։»•••,я«}

C‘k = 0 при i к.
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Доказательство. Используем принцип „включения — исклю­
чения“ (см. доказательство теоремы 2).

В данном случае Л = Ni (S), т. е. объектами нашего рассмотре­
ния являются все различные поднаборы длины i, полученные из набо. 
ров множества 5.

Обозначение аг, г = !,•••, т в данном случае понимается как 
свойство быть поднабором набора Sr, а al означает отсутствие 
этого свойства. Тогда N (а։'։ •••, а'т) = 0, так как каждый рассматри­
ваемый набор длины i получен из какого-либо набора 5,(5 и потому 
обладает по меньшей мере свойством аг. Учитывая, что N(aPl,-՛- 
■ • •, аР() = , Z = 1,- • •, тп, из формулы „включения—исключе­
ния“, получим утверждение теоремы.

Теорема 6. Для существования теста длины i для множеств 
(Мо, п-мерных булевых векторов необходимо и достаточно, 
чтобы Ni(S) <С'п, n}.

Теорема 7. Если при некоторой длине i, i £ {1, • • ■, n}. Nt (S) = 
= С‘п, то для каждого'/<7, /V<(5) = C/„’.

Теоремы 8. Для/<(/, если Nt (S)> C‘n—Clnz‘t, то теста 
длины t и менее не существует.

Теоремы 6, 7, 8 легко доказать, используя результаты [4], тео­
рему 3 и лемму 1.

В работе [4] приведен алгоритм поиска м.т. для множеств (Мо, 
Mj), согласно которому вначале определяется длина м.т. z‘u.T., а сам 
м.т. ищется уже среди тестов длины zM.T.. Исходя из основного алго­
ритма, теорем 2, 5, б, 7, 8 можно предложить следующий алгоритм 
построения м.т. для множеств (Мо, Му) с х.п. у. = (п, р, 1ь, 
zzzj, ‘ ՛, mk).

а. Находим множество S м.н.н. для множеств (Мо, Мг).
б. Вычисляем длину м.т. z‘u.T.. Для этого необходимо провести не 

более [log2Zt-|-l] проверок условия Ni(S) = C‘n. Использование тео 
ремы 8 может уменьшить число таких проверок.

в. Определяем тесты длины z‘u.T.. Для этого последовательно по­
лучаем всевозможные наборы длины zM.T. из Х= {։»•••»  хл} (такой 
алгоритм не трудно указать).

*

Каждый из полученных наборов, не являющихся поднабором ни 
одного набора множества S будет м.т.

В приведенном алгоритме построения м.т. для выяснения вопроса 
существования тестов длины z, вместо вычисления величины Ni(S) и 
проверки условия Ni (5) = С‘п можно последовательно сравнивать каж­
дый набор длины i с наборами из множества S, i £ {z1։ ••’,*։}»  < -С 
< [logs Ik + 1].

Разнообразие алгоритмов вычисления м.т. ставит вопрос о необ­
ходимости получения точных сравнительных оценок для сложностей 
этих алгоритмов и требует дополнительного исследования.
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§ 4. Некоторые классы множеств

В этом параграфе исследуются два класса множеств несравнимых 
наборов, для которых значение Л// (5) можно представить в виде до­
статочно простого аналитического выражения.

Пусть 5т},—множество попарно несравнимых наборов
с х.п. у. =(п, р, 1к, ти --, т*)  и х.ф. П (у։, - ■ •,/,). Множество 5 
назовем „-^-“-множеством, если существуют, переменные хи•••,хт> 
ху£5у, у =!,•••, т и перестановка чисел т такая,
что

5л/{х? } С 5у. /{ху,) с ... с 5ут/ {ху„}.

Множество 5 назовем „—“-множеством, если существуют перемен­
ные х1։•••, хт, х}£8у, /’= !,•••> гп и перестановка у։, •••,уя։ чисел 
!,•••, т такая, что

5у, U {хл} с 5у, U (ху,} с ... с SJm U {хут}.

Приведем некоторые свойства „ 4- “-множеств.
Свойство 1. ху, =/= xj,=f=-■ ■ ^хут, так какмы рассматриваем по­

парно несравнимые наборы.
Свойство 2. Если р (Syr) = р jr> jt £{1,-• т}, то

Sjr/{xjr} = Sjt/{xji}.
Свойство 3.

П(Л,-

Р (Sy,), если г = 1, у,£{1,- •т}, 
min р (5у) — 1, если г > 1,

U.--.//-} С {1, ■••.п։), 
О, в остальных случаях.

\ л
Свойство 4. /> = Н и Vl = (4—1) + 2my = (Z։—l)-t֊zn.

V“1 ' j~i

Свойство 5. Nt(S) = Ct,-\ 4- 2 my Czjli • 
J-i

Заметим, что построенное при доказательстве леммы 2 множе- 
. * 

ство попарно несравнимых наборов при р = (11— 1) + ту является
7-1 в-|- -множеством.

Приведем некоторые свойства „ — “-множеств.
Свойство 1. ху,=/= ху,^= • •- хут , так как наборы •••,5'» 

попарно несравнимы.
Свойство 2. Для любых 5у/։ 5уг$ 5, если р (Зу^Х^р (5уг), то 

^^{хь}с^г}1{ху։}> и если р(5У/) = р (5уг), то 5уДхуД = 5/г/{ху<).
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Свойство 3.
/ к \ [ I. 4֊ 1, если т ~> 1,

р=р( и •>/ ) = , ,\/—1 / I /։, если т = I.
Действительно, |*  (5?т) = /։ и х7т не равно ни одному из хл, • • •, х;(т_։).

Следовательно х7т^ Ц 5/.
/-1

Свойство 4. Наборы 5։, •••, 5т можно представить следую­
щим образом:

■5/, = {*/„  х/.. ■ х,/|Я) и 5}։,
5/.= {х/.. хл, • • •, и 5'.։,

Sjm = (хл, хл, ХЛ, • х>(„_։)} и 5}ш, где

3'. =5'- с •. - С5'. . < М Н 1т
Действительно, из определения „-“-множеств и свойства 1 сле­

дует, что для каждого {2, • • •, тп} набор представим в виде

= 1Х2и хУч'"'» ХУ(,-2)> Х ■>(!>-1)} 3^֊

При этом переменная х?/^5;г, г £ {!,•••, /—1). Предположим, что 
для некоторого г х^3уг. Тогда, поскольку (х,}, то и
йгС5,(, что противоречит несравнимости наборов 3^ и 3^.
Данное рассуждение, примененное последовательно к наборам • • • 
• • •, , убеждает нас в справедливости свойства 4.

Свойство 5. /*  = т— 1+ н (5^), так как 5/, =
= (хл,---, х/т}1|5}1 и н(5л)=/*.

Свойство б.

П(л

Свойство 7.

(m —1) — (г — 1)-(- min и (5ÿ), при 
Jr}

0 ¥= {ji, --, Jr) m),
՝ 0, в остальных случаях.

где С‘г- = 0, при t < 0.

Действительно, согласно свойству 4 наборы „—“-множества 5 = (51։ ••• 
•••, 5т} можно представить в виде

3).т.= ХУ(т-2)>''"> х/г՝> х2»> X;,} 0 3^п,
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*5/(т-1) ~ 1хЛп> Х>(л>֊2)> ***’ Ху" ’ Х/” ХЛГ ^>(т-1)’

■5л-Iх/». хл«-1). хА»-։)> ••■՛ хл>и5/,.

Из набора 5ут можно получить С}_ различных поднаборов дли­
ны г. Из набора 5/(Я|_։) можно получить С'՜1, поднаборов длины /, 
не являющихся поднаборами Зут, где а — р (*$/ (т_։)), так как такие 
поднаборы должны обязательно содержать переменную хут. Из набо­
ра ^у(т_2) можно получить ОД поднаборов длины г, не являющихся 
поднаборами 5/т и *$/(„,_։)»  где Ь = р (*$/ (,я-а))> так как такие! поднабо­
ры обязательно должны содержать переменные ху т и ху^т_^.

Аналогичным рассуждением получаем, что из набора {=т— 
—3, • • •, 2, 1 можно получить поднаборов длины ։, не являю­
щихся поднаборами 5/(<+։), , $уп, где </=р(5у<). Учиты­
вая, что тг наборов из 5 имеют одинаковую длину 1Г, г = !,•••, к, 
получаем

М(5) - (С{ + ОД+- • ■ + ОД£։։) + (ОД֊, + +

/ — Е от/ / — Е пц—1
+ ---+сцх+ХУ1)+-*-+( с 'Г + с *֊ ’ +••• +

— Ет/ IЕ т։ — 1 
<=1 /=1

к
1—^1 Ш/+։

։* — Е т/ +1 
/-1

Так как
ч- с?-֊= -(С£> н £»:? + ■••+ С^֊„.

то каждое выражение

+ ^;^1։ + • • • + где ; = 1, •.., л, л = 2 т/, если
/։ /=1

считать р = I — А, ъ = 1у — Ь, и = ту, примет вид:

I — Е и։/ 
сг+. - ОД.֊,, = с й 

£ »(+1 
м

I — Д1 т/ 

- с
т1

После подстановки в формулу для 1^(5) получаем 

д — Е Ш( I — Е
М(5) = 2 (С у~.\ -С '7*  )•

. /—1 11՜ Е От/ +1 1у— £ Л1/-М
<-1 /=1
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Теорема 9. Для того чтобы при произвольной х.п. Х=(п, р, 
ти”-, пи) существовало „—“-множество с х.п. необ­

ходимо и достаточно выполнение условий р = 1к +1, 1 < т /*  + 1 
к 

или р=1г, т = 1, где /п=2 т/. 
/-1

Доказательство. Необходимость следует из свойств 3 и 4 
„—“-множеств. Достаточность. Если р = 4» т =1, то доказательство 
-очевидно. Рассмотрим случай р = 4+1» 1<Ст<7*+1.

Пусть Ь]т — всевозможные различные наборы длины
(т—1), полученные из произвольного набора 5/ длины т в системе 
Д={х1,---, хр) такие, что

Зу, и (Х/Л ~ * = V ֊ ՛> т- и Х13}= (хГ1,- • •» хГв, ], где ах=4֊т+1.
Нетрудно видеть, что наборы

•5/. 0 {хг.,---, хгв1},

■5/т,и(хг։,---, х,в։},

•%»,+!) *'«,}»

•$/*  и{хг„---, ХгаА),
(Е ) 
։-1

•5/ти{хГ1,-хгак}, где а„ = (/к —т+1),

•и = !,•••, к образуют „—“-множество с х.п. /.
Заметим, что существует не менее С^՝+1 „—“-множеств, с рас­

сматриваемой х.п. х-
Теорема 10. Для х.п. х = (п, р, 1и т^, где р = 4+1» тг С 

■С 4+1 каждое множество попарно несравнимых наборов с х.п. х 
является „—“-множеством.

Доказательство немедленно следует из того, что каждый набор 
длины 1г может быть получен лишь удалением одной переменной из 
системы переменных {хь ■ ■ •,

Теорема 11. Для произвольной х.п. X = (п, Р, 4»՛՛*»^*»  т1»'" 
к

-••» тл), при т = У т/£{1, 2}, одновременно не могут существо- 
/=>

ватъ и „—“-множества.
Утверждение теоремы непосредственно следует из свойства 4 

для „-4-“-множеств и свойства 3 для „-“-множеств.
Приведем пример вычисления длины м.т. на основании приведе­

нное методов.
Пусть множества (Л/о, Мк) образованы из следующих 10-мерных 

■булевых векторов:
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хг ха х3 х4 х5 хв ха х6 х, х10
0 10 10 10 10 1
0 10 0 110 110
0100000010

1101010101
0001010101
0111010101
010001010 1.

Множество м.н.н. для (Л/о> ^1):
|х2, х3, х4, х8, хв, х„ х8, х9, х10}, {хп х3, х4, х5, х8, х„ х8, х„ х10},.
{хъ хз> х*>и хк х»> хт хв> х»> хю)» х։> х” х’’ х” х” х8’ х®» х։оЬ 

{х1( х։, х։, х4, хв, хи х8}, {х1։ х։, х3, х4, х։, х,}
образуют, как нетрудно заметить, „—“-множество с х.п. /=(10, 10, 9, 
7, б, 4, 1, 1). /։=б, поэтому тесты длины 7 существуют и м.т. имеет 
длину 1<։м.т.<7. Выражение №(5) (см. свойство 7 для „-“-мно­
жеств) после подстановки числовых значений принимает вид

М (5) = С‘о - 4- С\֊*  -г С'-6 + С'֊5 - С'֊6.

При ։ <4, М(5) = С'о, так как С'֊*  = С'՜4 = С'՜5 = С'-®=С{֊в=0.
При г=5, Л^։(5) = С^с — 2<С С5Ы. Поэтому существуют в точности 
два м.т. длины 5. Это тесты {х1։ х։, х։, х4, х։) и [х1։ х։, х„ х4, х։0}. 
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է. Մ. ՊՈՂՈՍՑԱՆ. Ստուգիչների քանակական բնութագրիչների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում հետազոտվում են Ո-չափ ան ի բուլ յան վեկտորների չհատվող բազմություն­
ների առարկաները տարբերելու համար հատկացված ստուգիչների կառուցման հարցերը։

նշված բազմությունների համար սահմանվում են բնութագրող հաջորգականութ յուններ և 
բնութագրող ֆունկցիաներ, հետազոտվում են այգ քանակական բնութագրիչների հատկություն­
ները ։ հաստատվում են նրանց օգտագործման հնարավորությունները տվյալ երկարություն ունե­
ցող ստուգիչների կառուցման հարցերում։ Առանձնացվում են բազմությունների զույգերի երկու 
դասք որոնց համար ստուգիչների գոյության հայտանիշները ընդունում են համեմատաբար պարզ 
անալիտիկ ձև։

E. M. POGOSIAN. On the quantitative characteristics of the teste (summary)

In this paper the tests for the distinction of the objects belonging to two non- 
intersecting sets of n-dimensional boolean vectors are investigated. The characteristic 
sequences and characteristic functions for such pairs of sets are defined. The proper­
ties of these quantitative characteristics of a pair of sets are investigated and the pos­
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sibility of their use in the proofs of the existence for tests of given length and in 
the algorithms for test construction is established.

Two classes of pairs of sets are described for which the criteria of the existence 
of the tests have comparatively simple analytic form.
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