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В. С. АБРАМОВИЧ

О НЕКОТОРЫХ НОВЫХ КЛАССАХ МЕРОМОРФНЫХ 
В КРУГЕ ФУНКЦИЙ

Обобщая характеристику , Р. Неванлинны, М. М. Джрбашян [1] 
ввел следующую «-характеристику Г. (г; Г) мероморфной функции 
Г (я) (-1<«<оо)

2т.
£)(-*) 1п |Г (ге/6)| Ժ0-Ւ

+ Е7ТТ5 С 1п (‘! (0: л + ПГТ"!х
г (14-а)и * Г (1Ч֊а)

о

Х|1пг֊«2 —^—1 (0<г<1). (0.1)
| "։п(п+.а)]

Здесь
А՜’) 1п |Г(ге19)| = шах {£>"’ 1п |Г[ге*)|, 0}, 

причем £)՜“ — оператор интегрирования (при 0<^а<^оо) или диффе
ренцирования (при — 1<^а<0) в смысле Римана-Лиувилля с началом в 
нулевой точке*; л(/; со)—число полюсов функции Е(г), лежащих в 
круге |г|-С I (0 < / <Ч) и п (0; °°) — кратность полюса в точке я=0.

При а =0 естественно принять Р՜“/ (£)=/(£); при этом «-ха
рактеристика переходит в неванлинновскую функцию Г(г; У7).

В связи с «-характеристикой М. М. Джрбашяном были введены и 
изучены классы мероморфных функций Ла (—1<^а<^оо):

Е(г)^Ыя, если Га(^) = зир { Та (г; Е)}<^ ֊роо. 
0<Հ<1

(0.2)

При а = 0 класс Ла совпадает с известным классом мероморфных 
функций с ограниченной характеристикой Р. Неванлинны [2].

В [1] показывается, что {Ла} ( — 1<а<оо) представляет собой 
семейство вложенных классов, т. е. Ла,с Ло,, если «1<С«2. Кроме то
го, установлены следующие важные теоремы.

Теорема А. Класс Л, (—1<Са<С+ °°) совпадает с множество»^ 
функций, которые в |г|<О допускают представление вида

[1], стр. 567.
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Г(х)=г> В^г’ ^-ехр] П + '1Л У . 1, ■ Г +~~ I $«(<-'• ж) </ф(9) {•
У> В.(г,Ь.) I ^л(п+а) 2'3 I

(0.3) 
Здесь

5,(е֊'М= Г (1 + а) | (1_е_.* )--1}, (0.4)

* [1]. стр. 622.
** В. С. Захаряном [9] ато свойство распространено на случай ։£(—1,0).

В« (г; аД, В, (г; 6,)—сходящиеся произведения, построенные М. М. 
Джрбашяном*,  с нулями, отличными от г = 0, соответственно в точ
ках {ар.} и {6-, |, пронумерованных в порядке неубывания модулей (каж
дый нуль или полюс повторяется в соответствующей последователь
ности столько раз, какова его кратность); ՛}<(&) — вещественная на 
[—тс, тс] функция с конечным полным изменением, >. — любое целое, а 
у — любое вещественное число.

Теорема В. Если /• (г) £ /У*  (0со) и, следовательно, 
имеет место представление (0.3), то почти всюду на единичной ок
ружности С = е/0 (— тс<0-^тс) существует предел

Нт £)֊‘ !п |Г (ге*®)|  = / (6) С В (֊ «). (0.5)
г-. 1-0

В доказательстве теоремы В существенно используется следующее 
граничное свойство сходящегося произведения В, (г; г*):  если я£[0,4-со), 
то почти для всех © £ [— тс, к]**

Вт £>՜’ 1п |В, (ге՛7; з*)|  = 0. (0.6)

Отметим еще, что произведения В, (г; ал) и В, (г; Ь.) сходятся, 
притом равномерно и абсолютно, тогда и только тогда, когда их нули 
удовлетворяют соответственно условиям

2 (1-|ар|)1+«< + со, 2 (1 -16,|)։+“< + (0.7)

так что, если функция Г (г) принадлежит классу 7УЯ, то, как это следует 
из теоремы А, для’ее нулей и полюсов выполнены условия (0.7).

Пусть теперь обратно, нули и полюсы В (г) подчинены условиям 
(0,7). При этом будем говорить, что Р (г) принадлежит классу А». 
Для изучения строения класса А, с точки зрения параметрического 
представления входящих в него функций введем в рассмотрение сле
дующую функцию:

к. {г-, 1п Г) = 1п [г֊՛֊ £ Ц- М|. Н <1. (0-8)

( Вг (г; аа) )

которую назовем аналитическим ядром логарифма В (г) порядка «.
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Из <0.8) имеем представление

Г (г) = г-- Р* аД- , (0.9)
В. (г; Ь.)

причем из параметрического представления (0.3) класса Г'К следует, 
что

г’ В^г-а.,) СИ" (0.10)
В, (г; 6„)

Кроме того, из (0.3) легко усмотреть, что если / (г) С /V» к g (г)£/Уо, 
то имеем также

(0.11) 
ё (*)

Из (0.9)—(0.11) следует, что для того чтобы /’(г)£.Л/а, необходимо 
и достаточно условие

ехр ка (ж; 1п Р) £ Ыа. (0.12)

В свою очередь, согласно (0.1) и (0.2), это означает, что
■к

Т„ (ехр к*) = .чир I 1— (АТ) Ке кл (ге1й՛, 1п Р) с/0 1< + °°. (0.13)
о<г<1 { 2- J

—т.

Таким образом, аналитическое ядро логарифма Г (я), удовлетворяющее
условию (0.13), по теореме А может быть представлено в виде

։ / 1 г\ . I } VI 1 , Г (14-а) Г( 2 .1к֊, (г; 1п Р) = И + )л V —----------- 1-------------- 1 {---------------------------- Н Xл=1п (п+а) 2՜ 31 (1— е-‘йг)1+а )

X (6), |я|< 1, (0.14)

где Ф (6) — вещественная функция на [—к, к] с конечным полным из
менением, X — некоторое целое, а 7— некоторое вещественное число.

Пусть X

к. (z-, 1п Р)= 3 ckzk (H < 1). (0.15)
к*=0

Обозначим

ВМг= 2 |С*| г*. (0.16)
*=о

Если P(z)^N<l, то, как это видно из представления (0.14), функции 
ki(z\ In/), существует такое число В^>0, что

:Д^Дг< —Д - «1), (0.17)
(1 — г)1+*

т. е. в этом случае , рассматриваемая как функция от г, имеет не 
более чем степенной рост. Между тем, можно показать, что какова 
бы ни была монотонно возрастающая положительная функция h (г),



414 В- С. Абрамович

растущая как угодно быстро при г —* 1 0, существует мероморфная 
функция для которой аналитическое ядро логарифма Е (г)
удовлетворяет условию

[Мг > Л (г), г0<г<1. (0.18)

В самом деле, существует, очевидно, такая монотонно возрастающая 
числовая последовательность {>м}а°, что

(0.19)

Рассмотрим мероморфную функцию с аналитическим ядром логарифма, 
заданным лакунарным рядом

'п

\п -1 / -
, П ^-1 

для некоторого к >2, —-— 
к

к 
к+1

и»

согласно (0.19), 
" I 1 У \ п + 1 к — 1?"

к-1

А—1\>я 

к /п — 1 п — 1 к

'>к(—— — <г<1.
\к + 1) ' Ь 2

Пусть теперь задана некоторая возрастающая положительная функция 
А (г). В связи со сказанным выше возникает вопрос, существует ли 
такой оператор С, с помощью которого аналитические ядра, имеющие 
рост О (к (г)), могли бы быть представлены в виде

Мг;1пГ) = С+Ц±^ ------ ?——֊ 11^(0)(|г|<1) (0.20)
2тс и 1(1—е~/0г)։+“ 1

—к

(где по-прежнему ’■]» (6) — вещественная функция на [—тс, тс] конечной 
вариации, С — некоторая константа), так что соответствующий класс 
1Уа а, ассоциированный с оператором С, имел бы параметрическое 
представление вида.

д) = гхГ
Ва (г; аи) ( п , Г (Ц-а) ('

——-------;— ехр < С • ।--------------- | и 1
в.^ь.у I 2тс з

/_____ ?______
I (1-е-'° г)1+’

1 (0)

(0.21) 
и характеризовался бы, с другой стороны, также ограниченностью не
которой обобщенной характеристики Г, 0 (г; Р)?

Положительному решению этого вопроса посвящена настоящая 
статья*. Кроме того, оператор С будет построен таким образом, что 

• Как стало известно автору применением обобщенных операторов типа Ри
мана-Лиувилля [7] М. М. Джрбашяном построена полная теория параметризации ме
роморфных в круге функций произвольно большого роста и с произвольным распре
делением их нулей и полюсов.
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для класса IV, о(—1<^а<^со) будет справедлив также аналог теоре
мы В; более того, аналог свойства (0.6) сходящегося произведения 
В, (г; хч) будет иметь место в усиленной формулировке, а именно: 
всюду на единичной окружности ' = е1' при ։£( — !, + <^)

1։т 2) ’ Ие бЧп В« (ге/?; г*) — 0, — 
/•-1-0

(0.22)

Будет доказана также теорема о представлении общего класса А,(—1<С 
<^а<^со).

§ 1. Некоторые специальные классы функций и операторы

Рассмотрим некоторый класс комплексных функций вещественно
го переменного, который назовем классом Ж/?.

Определение. Функция ® (г)£Ж/? в том и только в том слу
чае, если существует конечная или счетная монотонно возрастающая 
последовательность чисел, зависящая от <р (г),

{/•«}•? с[0, Я]» го = гп | R (п— ср) (1.1)

такая, что в каждом интервале (гп, гп+\) (п =0, !,•••) имеет место 
разложение с комплексными коэффициентами

ос

о (г) = Ап 1п г 2 ак, п Гк, Гп <></•„+!, 71=0, 1,- • •. (1.2)
А — — ОС

Отметим, что если (г)£Ж>? и ®а (г)£ Ж??, то и

<Р1(г)+?։(г)^ЗЙЛ. (1.3)
причем

[Л1}?| + 9, = {/л}?! и {*■/։]?, (1.4)

(предполагается при этом, что последовательность {гл)51 + ?։ располо
жена в порядке возрастания радиусов).

Пусть теперь задана некоторая последовательность отличных 
от 0 комплексных чисел

Х = {**)о~, (1.5)

удовлетворяющих условию
1_

Вт |х*|* =1, (1.6)
А-* ОО

причем х0 будем предполагать вещественным.
Введем в рассмотрение ассоциированный с этой последователь

ностью оператор С» (Ж/?—* Ж/?), который функции ® (г) (1.2) ставит 
в соответствие функцию из Ж/?, имеющую следующие разложения в 
интервалах (гп, гд+1), п =0, !,•••:

454 -2
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С։ ф(г) = *о (Лл1пг+<Ю,Я) + V ац. п х*г*4֊ 2 а-ь.п^г к (гл< г < г„ ։), 
*-1 *-1

(1.7) 
так что {гл}<? = {гл|ох? •

Введенный оператор С։, очевидно, аддитивен и однороден.
Числа х* будем называть коэффициентами оператора С։.
Условимся также в следующих обозначениях. Если дана последо

вательность (1.5), то через — будем обозначать последовательность 
х

1—1 ; если имеем две последовательности *1 = {х*1,)о и х։={х12,}^’> то 
(х* )о
через *1 будем обозначать последовательность (х^Р *£2)}о*; наконец, 
через 1 будем обозначать стационарную последовательность [1, !,••• 
• • •!,•••), с которой ассоциируется тождественный оператор С։ = 1.

Отметим, что непосредственно из определения (1.7) вытекает 
следующее групповое свойство. Если х1 и х։—суть последовательности 
коэффициентов операторов С», и С«։, то

в։, в», = СЧСХ, = С։л, (1.8)
и, в частности,

С։ С£ = в,. (1.9)
X

Рассмотрим, далее, оператор

Л = £>вНеСх (—1<а< + °°), (1.10)

где —упомянутый выше оператор интегрирования (0<^а<^оо) или 
дифференцирования (— 1 < а 0) в смысле • Римана-Лиувилля. При 
этом потребуем дополнительно абсолютной сходимости ряда, состав
ленного из коэффициентов оператора Сх, т. е.

2Ы<«- (1.11)
М) *

Если оператор С։, применим к функции <р (ге,е) при каждом 6£[— 
то наряду с записью С։. »<р (ге^°), мы будем употреблять также запись 
Сх, 1 ф (г).

Пусть / (г)—аналитическая в |г| R функция. Тогда, так как

Г(1+Аг)} = Г(1+*+а) ’ (1Л2)

то, если обозначим

Я֊«

г Г (1 + Л) г
1Г(1 + аН֊А)1(1 ’

<5удем, очевидно, иметь

г՜’2)՜“/(ге*’) = С«/(ге,’>), г<^1, — к <э к

(1.13)

(1.14)
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и, следовательно, согласно (1.8) и (1.10)

г֊։С։,,/и) = НеСи/(г) (г=Ы<1). (1.15)

Отметим еще важную формулу, которую мы часто будем использовать. 
Именно, согласно лемме 9.2 [1], для любого а (—1<Са<С°°)

г-0֊«1пг =----- - ----- |1пг-аУ ---------------- I- (1.16)
Г(14-а)1 £։ п(п + а) |

Отсюда и из (1.7) следует, что

г-«С։,,1пг =----- [ 1п г — а V ------------- 1----- I. (1.17)
Г(1+а)[ & п (п4֊а) |

§ 2. Формулы типа Йенсена-Неванлинны

а) Введем в рассмотрение следующую аналитическую в |я| <^1 
функцию:
с / >_Г /Н-г\ _ Г(! + а) “ г(! + * + а) . .
5»(*)=□, ------- } =-------------------------------- г/т .74 (1^К1>- (2-1)

„ \1 - г/ /-о ", X* Г (1 + к)

Заметим, что согласно (1.9) и (1.10)

г” С»,« 5„ (ге'*)= Р(Г, г) = о1՜^—; (г<1, ֊«<«<«). (2.2)
1—2г соз ф + г*

Пользуясь биномиальным разложением, из (2.1) имеем также -
/2 \(г)= С1 ( -------- — -1) • (2.3)

Л(1—г)1+в /

Пусть / (я) — аналитическая в круге |я|<R функция и р£(0, R). Для 
функции Сах / (я) также, очевидно, аналитической в |я| R, запишем 
формулу Шварца. Имеем

1 р —
Юв 57 ----֊ Ые (₽е'°)+1 ֊1т/ (0). 1*<р-J 1_еЧ'9 £_ Г (14֊а)

Р
(2-4)

Применим к обеим частям этого равенства оператор С։ . Тогда, в си

лу (1.9), (2.1) и (1.15), получим

/(*) = е՜10— Ъ-вх, «/(ре'0) </е-Н1т/(0), |я|<р. (2.5)
2к 3 \ р /

—X
Полученное интегральное представление назовем формулой типа 
Шварца.

б) Для любых значений параметров р (0<р <1), С (0 < |С|-Ср) обо
значим

(2.6)-
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—аналитическая функция в круге |г|<^р*.
Докажем следующие утверждения.
Лемма 1. 1°. Функция (я; С)(—1<а< со) является гар

монической в круге |г| < |'| и непрерывной, всюду в замкнутом круге 
|а| Ср после соответствующего доопределения ее значений по ок

ружности |г| = |’|, причем всюду в |я| С р при 0<ЛС—С1, — 1<а<՜
Р 

00 имеет место неравенство

+ 3 2 Ы) У։֊ ЯГ‘- (2-8)
у 1 (2 4֊ а) Л\ /\ р /

2՜. Для любых ?, [—к> "] справедливы тождества

(я; ре1) ==0, |я|<р, (2.9)

Л” о“’?“ (‘Ге‘?'> (2.10)

3°. При условии 0<а<оо, |/.А) < М функция С) яв

ь-1 2

ляется в кольце |С> С Н <С Р субгармонической, если х0 0 и супер
гармонической, если ^оСО, причем всюду в |а|Ср

'и[9\'(г; С) С 0, если ■<о2>О,

и!?« (я; С) >0, если <0. (2.11)

Доказательство. 1“—2°. В соответствии с (1.7) имеем

Обозначим

Функция (2.7) введена М. М. Джрбашяном (см. [1], стр 598).
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О, 0О<|С|

1п ֊ |С|<г<₽
Л(п9 =

|:|<г<р
г*
л7*։

*=1,2,...,

(2.13)

•огда (2.12) принимает вид (г = геь) 

{е С, 1п (1֊֊) = Хо/о (п.9 + Ке 2 х* е1^ }к (г; С) (1г|<р, \г\ * |С|).
\ ■• / *-1

(2.14)

3 другой стороны, можно показать, что при |С| < г (—1<^а<^оо)*

г’О-’/0(г; С)= -1— СГ(1+») ) х
|:Г/г

|։|/г

^'‘М-йЦт) {о֊'О-*-1*'֊
О

* —1,2,---. (2.15)

Заметив еще, что при ОО<^|С|

г- Р֊7о(г; 9 =о, г- £>֊'/* (п 9= ֊
Г (к) гк 

Г(1+Л-Ьа)‘ С* ’ *=1,2,..,

(2.16)

из (2.6)—(2.7), (2.14)—(1.16) после некоторых преобразований легко
получим

и^«(г; 9 =

У-0

Г(1+а) .1
•С1/Р
|:|м 

С

^х-2 _Р54_(/2_у Г(1_х] 
£г(1+а)К|с|/

Г-1/р
« 1;1/г

£,г(1+«)1к|Я/ Г
И/р

Г(1+«) 3
Г1/Р

(2.17)

См. [1], стр. 589-592.
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о <|СКН<р,
где f*= arg (х* С*), к = 1, 2,- • •;

Доопределим в соответствии с полученным разложением функ 
цию ul?’« (z; С) на окружности |z| = |С| следующим образом:

М/Р ' |Фр

/ |С| \2* (41—хУ 1+ ( — | \———dx I соз (к? + 7*). (2.18՝
\ р / J х*+։

М/р

Непосредственно из определения (2.6) следует гармоничность функ
ции u^։(z;Q в круге |z|<|C. Кроме того, ввиду сходимости ряда

ЛО

У, |х*'|, а также оценок
*=1

ряд (2.18) сходится равномерно на окружности г — |С| е,?, и, следова

тельно, чтобы убедиться в непрерывности функции (г; ч) всюду в 
круге |г|<Р, достаточно доказать оценку (2.8) и тождество (2.10).

Заметив, что при к~>1
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з (2.17) —(2.18) всюду в кольце |С' <’|г| ֊С? получим требуемую оцен- 
у (2.8). Из полученной оценки следует также, что в (2.17) возможен 
очленный переход к пределу при г — ? — 0*,  который приводит к 
ождеству (2.10). Наконец, (2.9) непосредственно следует из (2.17).

* Мы используем следующее простое предложение. Пусть имеем мажорируемый
ОС

ряд 2 Д (х, у) ^области а<х<Ь, сСу 'Н, причем Нт {ь(х,у)=/к(Ъ,у), к—1, 2,- • -рав-
*=! Х-6-0

«о

номерно по у, в ряд 2 Д (6, у) сходится равномерно на [с, </]. Тогда равномерно 
*=1

на (с, </]Нш 2 /А (х, у) =’2 (6, у).
х~4-° *=1 *-։

3°. В кольце |ч| 1г1<С Р рассмотрим выражение

г Ог г* дъ*  /

4з (2.17) непосредственным подсчетом находим

(ге"'; С) =
* М л |С| у-»

Г(1֊|֊а)г։\ г)

1 при условии всюду в кольце < |г|<р. оче
*=1 2

видно, имеем
(ге/1?; С) > 0, если >^>0,

Ли^’։ (ге/т; С)<0, если *о<СО,  

что означает соответственно субгармоничность (при *0>0) и-супергар
моничность (при Хо’хО) функции (г; С) в кольце КК1г|<р. При 
этом согласно (2.18), (2.19) на окружности |х|=|С| имеем

»“.(И«1’; Ч+֊֊т У -И-
Г (14-е) J X *՜,  Г (14-е) и х

К'/Р Г.1/Р

<----- —----- ( ——с!х, если х0^>0»
Г(Ц֊а) 3 х

I 1/р

и(Л (|С| еЧ; 0+ —^֊ [ ^=^-<1х >֊2 2 -М- [ (-^^х>
Г (1 + а) з X £։Г (1Н-а) J х

|:1/р С1/р

> ——— Г——с1х если Хо’СО» 
Г(1±а) 3 х

|"Г/Р 
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откуда, ввиду (2.10), следует (2.11). Лемма, таким образом, доказана 
полностью.

в) Пусть Г (г)—мероморфная в |г| функция с нулями {а..} и 
полюсами {&»}, отличными от 2 = 0, пронумерованными так, что их 
модули не убывают, со следующим разложением в окрестности точки 
2 = 0:

Г (г) =֊- 0.2* 4- сх н2) +1 -+-••• (с,.=/= 0), (2.22)

причем |>-| очевидно—кратность нуля (). >0) или полюса (>.<—1) в точ
ке 2=0.

Нетрудно видеть, что функция 1п Г (ге'е) при каждом д £ [—к, п] 
принадлежит классу ЗХ1։ причем

{п.}|п,= (Ми{|6,|}։ (2.23)

так как в кольцах гя "С 1г| < Гл + ։, л = О, I, --, свободных от нулей и
Г. Г' (г) .

полюсов г (2) имеет место разложение ---- — в ряд Лорана.
7Г(х)

В [1| доказывается следующее существенное обобщение форму
лы Йенсена-Неванлинны для—1<^а<^ оо (0<^р<^1):

1п Г (г) = ։ аг£ сх + У ------ --------Н1п— 4֊ У
„=1п(л-Ь<х) р

1 (*/ 2 \+ (;------------1 1г °՜*1п ^’1} (|2|<Р). (2.24)
1 —е —) /

X Р /
Пусть р < р0<1, [р, р0) П 1Гл՝1пг= 0. Рассматривая функцию

՝ .Р(։) (2.25)

П А —ЛА е ’ Р р ■’
0<1вц1<Д. аи/

и применяя для ее логарифма, голоморфного в круге \г\ р0, формулу
типа Шварца (2.5), мы, учитывая легко проверяемые соотношения 
(см. (1.17))

1т 1п /р (0) = аг£ сх, (2.26)
Г.

— I 5« ( е о 1п (ре/։) с(6 = 1п р — а У ----- ------ , (2.27)
2" < ՝ Р/ Л_1П(л-}-а)
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. также тождество (2.10), получим, наряду с (2.24), следующую 
юрмулу:

1п Г (г) = ։аг£ с, + У •----- --------- Н 1п — + У 1п •! (1---- —
я"н(п4-а) р 1'

Хе ’ 6 - 2 1п|( 1 — —р р 1 +
) О' |Ь„; < р | \ 6, / |

7!

+ -- [5„։ ( е֊'6—) р- С»., 1п Л (ре'6) </9 (|г| < р). 
2՜ и \ р /

(2.28)

Далее, применяя правило Лопиталя, нетрудно вычислить, что

_/Я\* Й1 х)‘ </х{.= 0, &=1, 2,---. (2.29)
\ Г / J X*"1 )

1:|/г

(роме того, имеем
|:|/г ПМ

3 х Р „I х
Г. 1₽ |'.1/₽

I, поскольку второе слагаемое в правой части этого равенства, оче- 
1идно, стремится к нулю при К|-*0, то

К|/г
Нт | - С (1~х)’ Их j = 1п —• (2.30)

1с1/₽ Х Г

Принимая во внимание (2.29) и (2.30), из (2.17) легко получим

Нт и<р)а (х; С)= —----- 1п — • (2.31) ‘
|?1-0 Г (1Н֊а) р

Теперь, если применить к обеим частям (2.28) операцию г~°Сх,»
/честь (2.2) и (2.31), а также смысл X, получим формулу (г, р {гл)]пг):

г՜* С»,«1п/■ (ге/?) = 2 и^\ (ге'?; а,л)— 2 и!р\(ге,?; 6») +
0< Р ‘ 0< |Ь,|< р

т:
+ СР (9-6; — р- Сх.«1п Г (ре«) (2.32)

2м V՛ \ р /
—X 

(г<р; — <к),



424 В. С. Абрамович

причем в суммах уже учтены слагаемые, соответствующие возможном 
нулю или полюсу в точке г — 0.

Из сравнения (2.24) и (2.28), считая пока р£ {гя}1п Р, получае 
следующее интегральное тождество (—

у -֊-) а,«1п Г(ре'։) | ( ֊,---------- г֊<— ֊1)х I

~* \ Р /

X £> * 1п |Г (ре/։)| </б, \г\ < р, (2.3?

из которого следуют формулы 
X ж
| е-ъвСх. « 1п Г (ре'°) с/б = 7.3 | в֊'10 £> ֊ “ 1п |Г(ре'°)|£/б, 5=0,1, • • •; 0<р<1 

—ж —г.
(2.34

г) Лемма 2. Функцию г՜’ Сх, а 1п Г (я), — можно дс
определить в круге |я|<^р (0 < р < 1) так, чтобы она была непре 
рывна в этом круге, за исключением разве лишь точки г — 0.

Доказательство. Применяя к обеим частям тождества (2.33 
операцию г-вСх,« и учитывая (2.2), имеем (рС {''л}|П/=•» « = ге'?):

[ рЛ>-6; —) Сх.а1пР(ре'°)</б = Гг֊’С,,4------------------- г--11,

\ р /
X £>֊’ 1п |Г (ре'е)I /76 (|г| < р). (2.35

Поэтому из (2.32) получаем представление

г՜’Сх, а!п Р(г) — —- 1п — + 2 м^(г;а.)-
Г(14-а) р о<։ви|<₽

- 2 (*;&,) +
о<1М<р 

- 
1 Г Г 2 1

+ 5֊ И՜’с« - 7-------------- ГСГ^-1 Я”1п (И<?). (2-36

\ р /

Интеграл в правой части полученного тождества является, очевидно 

гармонической функцией в круге \г\ < р; суммы же 2 и^« (г; а,,)
0 ՜ !а,л1 р

о 1*^ и*'՞ Ь') П° лемме 1 могут быть доопределены по непрерыв

ности. Таким образом, оператор г~а Сх,я при любом а, —1 <^а<^со 
„сглаживает“ логарифмические особенности функции 1п Г (г). Коэффи
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ленты Фурье функции г * 1 , 1п Г (ге*¥) могут быть вычислены по

Г р-’ а. , 1п Р (ре'О) <70 = 1п |с>.|4-)/1п р ֊ а V —1—V
2™0 3 \ П (п+а)/

—X

+ 3 ЯГа (й; - 2 1Га (о; — \ (2.37)
0<|<։я1'-р \ р / 0<|»,|<|> \ р /

де согласно (2.7)
1

ВМ0;С)= У ——^х.

К| 

§ 3. х, а-характеристикн

Пусть п (7; 0) и п (7; со) (0<^7<^1)—соответственно число ну- 
ей а;1 и полюсов 6, функции Р (г) в круге |х|7; п (0; 0) и п(0;оо)— 
оответственно кратность нуля или полюса в точке х=0.

Отметим, что в соответствии с разложением (2.22)

Х= п (0; 0) — п (0; со). (3.1)

'ассмотрим функции, введенные М. М. Джрбашяном [1] (—1<Са<С+со):
/

^р;0)^М (р;А\ = ^__ 2 +
\ Р/ Г (1+а)0< (ПцКр \ р /

ормулам (2.34).
В силу доказанной леммы формула (2.28) без труда может быть 

аспространена по непрерывности и на исключительные значения 
:{гл}|П^ В самом деле, функция г՜* С։, 01п Р (ге‘?) непрерывна, в ча- 

гности, по г в окрестности любой точки гя£ |гя||пЛ и, следователь-

□.интеграл I ( е ) р՜’ С«, ։1п Р (ре‘։) <76 является непрерывной 
Л \ Р /—г.

ункцией по р в окрестности любой точки гЛ£ {гл})п г. Значит обе ча
ги тождества (2.28) непрерывны по р в окрестности гп (при этом 
евая часть есть сопз4 (р)) и совпадают в этой окрестности. Отсюда 
дедует, что (2.28) справедливо и в самой точке р=гл£ {гл}1пЛ.

То же относится к формулам (2.32) —(2.34).
д) Положим в (2.28) 2=0. Тогда, замечая, что [1п Р (г)—л 1п х]г_о= 

= 1п с, , (0) = Г получим следующую формулу (0<р<1):
*о

К

п(0; 0)
Г(1+а)

(3.2)
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°°>- Л։« F) 3 w-(°i ֊•)•։•
। ( 1 -Г 7 A; |4.| О \ Р /

л (0; со) . 1
Ч-----—------ In р — а > —--------- >

/ Г (Ц-а) ^։л(л+а)

а также следующие функции: 
Г.

тл».0)== пъ,л( р;-М = — i G,7, In F) <№,

т։.,(р; оо)=/Пх.,(р; П= ֊֊ f<V. In F(pe'°) JO, 
2"'-o J

— Г, 

здесь
G^« In F (pe‘°) = max (— Gx. x In F (pe'G), 0),

Gx, ։ In F (pe/G) = max (Gx,»In F (pe/G), 0),

так что, очевидно
Г.

rru. 1 (р; F) — т*, а ( р; — ] = ----- I G։, . In F (pe/G) JO.
\ Fl 2-/0 J

—-
Функцию

Т , о mx.x(p;F) + N, (р;Г), ֊^>0
rx.«(P;f)= (0<р<1)

— л։», х ( р; — )+ЛЦр; F), /-о<О

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9

назовем х, ^-характеристикой.
Из (3.1)—(3.3), (3.8) и (3.9) следует, что формула (2.37) § 2 (д 

может быть записана в виде
Тх,. (р; F) = Гх. J ?; -Ц + • (3.10

\ FJ Г(1+а)

Полученное соотношение будем называть соотношением /■, i-равнове 
сия для мероморфных функций.

С помощью х, а-характеристики (3.9) мы выделяем из всей сово 
купности мероморфных в |г|< 1 функций те из них, для которых вы 
полнено условие

Гх, a (F) = sup Гх, а (г; F) < + СО. (3.11
0<г<1

Ниже (§ 5) будет показано, что множество таких функций, кото 
рое мы назовем классом Nx.a, не зависит от конечного числа первьп 
членов последовательности х, и потому, не ограничивая общности, дл: 
х, а-характеристики мы можем считать выполненным условие

v <&!_. (3.12

й 2
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Опираясь на лемму 1 (пункт 3е), формулу (2.32), а также соот
ношение

уо (1—х)1
Г(1 + ») .) х

Г.Г/р

бх, г<|С|<?

*о Г (1֊хГ 
Г (1+а) 3 х 

|:Г/р

(3.13)

бх, 0<|С| < Г<р,

которое непосредственно вытекает из (2.17) —(2.18), и проводя рас
суждения, совершенно аналогичные тем, которые приведены в [1] при 
доказательстве теоремы 9.3, можно доказать следующее утверждение.

Теорема 1. Если [О, со), то х, ^-характеристика Т11Л(.г; Г) 
любой мероморфной функции Е (г) не убывает на интервале (0,1).

§ 4. Некоторые свойства провзведений Вг (г; гь), связанные 
с операторами «

Прежде всего докажем следующую теорему.
Теорема 2. Для любого сходящегося произведения

В„ (г; г») = П А-----—е՜'”'’****’ (|ж|<1), —1<а<сс) (4.1)

*_1 X 7

равномерно всюду на [—«, и] справедливо предельное соотношение 

Нт Сх, 1 1п Ва (ге‘7, гл) =0, <р£ [—■к, "]■ (4.2)
г-1—о

Доказательство. Обозначим

[«& (я; С)]?_! = в,, а (г; С) (0< |С| < 1; |я| <1). (4.3)

Предварительно докажем тождество (я = ге/?)

г՜“ Сх,«1п В„ (я; я*) = V и«, а (г; я») (|я|<1). (4.4)
*—1

С этой целью заметим, что согласно оценке (2.8), ряд в правой части
(4.4) мажорируется в круге |г|<П числовым рядом

г,Л '1 I 2 (Ы< *.<■••). (4.5)
1 (я-НаЛя։] Л_о / Д=1

сходящимся ввиду сходимости произведения (4.1).
Рассмотрим круг )я| •< #, 0<7<^1. Существует такой номер 

что
|г*1> (, к > М.

Обозначим 
1 I

акт = -А Г (1—х) х՞*՜1 бх -ф- я? С ——бх, к, т = 1, 2, • • (4.6)
я* .) 3 хт+1

I'*1 ’**1
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Тогда нетрудно видеть, что из (2.7) (при р = 1) в круге |г| < ( сле
дует разложение 

1
[(1-х)» ах-

I \ / I л
|։*1 X

Г (1 4- а 4- т) 
Г(14-а)Г(14-т)‘1*'П* ’ £>7У/. (4.7)

Ввиду равномерной сходимости произведения (4.1) согласно (4.7) 
имеем

1

1п Вп (г; гк) = 2 1п 
$■=1

И <I V г (1 4- я + Л1) ( 5^ \2,Г(1+.)Г(1+т)(,Й, "7 ’ (4.8)

Отсюда следует, что
Л'/-1 «, 3

г-С„.1оВ.(г;г.)= 2 г.)-—+
« г<1+”>4£, -

+ Ые 3 ГЛ” . ( 2 ак,\гт, |г|<*. (4.9)
т=1 * (1 + а) '•*=Л,< '

С другой стороны, из (2.6), (2.7), (2.14), .(2.16) (при р = 1; С = 2*, 
М։) с учетом обозначения (4.6) имеем

“ Л/-1 - ГИ_ V
и։,„(г;г*) = 2 и».«(2; г*)- *° 2 ------—</х +

*-1 Г(14֊а)^ 3 х
1 ՛«*!

+Ке 2 (3 гл—^тгт\ 1г|<1- (4Л0)
ХайГ (!+“) /

3 
*=1

Теперь в силу равномерной сходимости ряда 2 и։, я (г; гл) из сравне-
Л=1

ния (4.9) и (4.10) следует, что тождество (4.4) справедливо в круге 
՝г\ -С £ и, следовательно, ввиду произвольности I, 0 < # < 1, всюду в 
круге |г|<1.

Однако поскольку для ряда (4.4) существует мажорантный чис
ловой ряд (4.5), в правой части (4.4) возможен почленный переход к 
пределу при г -* 1 — 0*, и предельное соотношение (4.2) следует из 
тождества (2.10) леммы 1. Тем самым теорема доказана.

См. сноску на стр. 421.
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Известны следующие важные свойства произведений Ва (г; г*)  [1]:

• Предполагается, что множество нулей Р(я) бесконечно. В противном случае 
доказательство проводим, начиная с представления (4.15).

«

а) 11ш ( 1п \Ва (ге/?; гл); <7? ~ О (—1<^а<^оо)> (4.11)
г-и-о J

—R

б) £НЧп |В,(.г; г)|<0  (|г|<1; 0<а<оо),*

которые при 0<^а<^оо, как показано Г. Г. Геворкяном [3], являются 
характерными для этих произведений. Другие характерные свойства 

՛ произведений В, (г; г*),  связанные с операторами Сх.«, выявляет сле
дующая

Теорема 3. Если для данного ։(-1|<։<^оо) аналитическая 
в круге |г|<3 функция Г (г) удовлетворяет условиям

X
а) Нт ( Сх. а 1п Г (ге/?) </ср — О,

г-и-о J 
— тс

б) Сх. ։ 1п Г (я) ■< 0 или 6՜) Сх,«1п Г()>(>,  (4.12)*

то ее можно представить в виде

Е (г) = В? (г; г*)  ехр| Г( + У ------------!> (4.13)
1 П=։п(п4-а))

где I. > 0—целое, 7—вещественное число, {г*}  —последовательность 
нулей. Е (г), отличных от г=0, в круге |г| <1 (|г1|<|г2|<\ ■ • •).

Доказательство. В силу условия а) из (2.37) следует, что 
существует конечный предел

Д = Пт у у Л-'-Ч
Р*։֊°  Д . < х а+1 ±1 X г /к*|/₽

(у г, 0<г<1). (4.14)

Пусть 7У>0— произвольное целое число. Тогда при п(г; 0) — 
—п (0; 0)> (г0<г<1)*  из (4.14) следует, что

Я / 1211 \1+։
У(1-^) <Л(1+а).
*-1 X г /

Переходя здесь к пределу при г ֊֊» 1 — 0, имеем

V (1-)г*|) ։+«< Д(14-а),
А=1 

• ®°
и, так как произвольно, то ряд У (1— |г*|) 1+1։ сходится. Но тогда

*=1
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сходится произведение Ва (г; и, следовательно, справедливо пред
ставление

Г (г) = 4 В, (г; гъ) е’(4.15) 

где Х>0— целое число, ® (г)—аналитическая в круге |«|< 1 функция. 
Из (4.15) и условия 6) теоремы следует, что (г = ге1՜՛):

1
Г (1Н-а) П_։п(п4-а) 

откуда согласно предыдущей теореме 
г0<И<1

по уз > 0, Зг0 такое, что при

Но в силу гармоничности функции С,

Iл (л4-а)

<р (а) последнее неравенство
распространяется на весь круг |г|<1, и так как з^>0 произвольно, то 
всюду в |г|<1

1
Г (1+*) Л=1 п (п4-а)

С другой стороны, из (4.11) а) и (2.34) (при 5=0) имеем 
2г.

Ит Г С», а 1п В* (ге՛*; гь) = 0.
г-1-о 3 

о

(4.16)

(4.17)

Это вместе с условием а) (4.12) и представлением (4.15), в силу тео
ремы о среднем, дает

[г “ С»,в® (г)]*=о= Г — I Сх,ч<р (ге'7) = Ча ■ст 1
Г(1+«)Дл(л + а)՜

Следовательно, ввиду (4.16), по принципу максимума

г,- С,.. = ы - 2 -±— . (4.18)
г (1 + а)я_։ л(п-Ьа)

Записав для <р (г) формулу типа Шварца (2.5) и учитывая (4.18), бу
дем иметь

® (г) = 2 ■ 1 +й, т = 1т ? (0). (4.19)
Л.,л (л+а)

Из (4.15) и (4.19) следует представление (4.13) теоремы.
Совершенно ясно, что в условиях а), б') теорема сохраняет силу.
В связи с доказанной теоремой отметим, что при дополнитель- 

“ |х-|ном условии 0<^а<^оо, V |х*| —, в силу неравенств (2.11), лем-
2

мы 1 и тождества (4.4), любое сходящееся произведение (г; г*) 
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■довлетворяет условиям а)—б), если 'о^О, и а)> &')> если ’"о^О, и, 
.ледовательно, в этом случае эти свойства будут характерными для 
(роизведений В,(г; г*)*.

* Более точно, для функций вида (4.13).
454—3

Обратим также внимание на то, что в доказательстве мы суще
ственно опирались на установленное выше предельное соотношение 
4.2). Аналогичное свойство (0.6) произведений В*  (г; х*)  не могло 
быть эффективно использовано в доказательстве теоремы Г. Г. Гевор- 
сяна [3], так как оно имеет место лишь почти всюду.

Наконец, докажем важное свойство у, «-характеристики произве
дения В, (г; г к).

Теорема 4. Какова бы ни была последовательность х, удо- 
злетворяющая условиям (1.6), (1.11), любое сходящееся произведе
ние В, (х; х») принадлежит классу М, а (—1 <С а<С со). или

зир Тх, а (г; Ва) < + ОО. (4.20)
0֊ г<1

Таким образом, если через В, обозначим множество всех сходящих
ся произведений В, (х; хь) при фиксированном а (—1 <’а<^-|- со), то 
справедливо включение

ВхСПМ.х. (4.21)

ос
Доказательство. Из мажорируемости ряда ц». а (я; ?*)  

♦=1
числовым рядом (4.5) и тождества (4.4) следует, что

3 2 м
г֊’ (#« 1п В, (х; г>) < 7° V (1 - |жА|)։+’ (кКк։|<- • •),

Г (2+а)|Д1|

и так как (г; Ва) ^0, то при *0^>0 
зир Гх. а (г; Ва) = вир Шх, а (г; Ва) = 

0<г<1 0<г<1

■к
= зир —-----  Г Сх^а 1п Ва (ге* 7; гл) с/0<՜ °о.

0<г<1 2^ J
—я

Случай хо<0 рассматривается аналогично.

§ 5. Параметрическое представление классов 
М,, (—1<^а< оо) и некоторые их свойства

Теперь мы в состоянии доказать теорему о параметрическом 
представлении рассматриваемых нами классов Ы։, а. Напомним, что че
рез 7\(х,а обозначен класс функций, удовлетворяющих условию (3.11).

Теорема 5. Класс (—1<а<^оо) совпадает с множест
вом функций Г (я), которые в круге |г|<О допускают представление 
вида



432 В. С. Абрамович

/г(г)
Д«(г; ац)
В. (г; Ь.)

(5.1>
где

5„ (г)=С։
____2____
(1 -г)1+։

= гд+^ цщ
Г (1 +.£)

В^г; а|Х), В* (г; 6м)-сходящиеся проиэзгдения вида (4.1), 6 (0)—ее՜ 
щественная функция на [—я, к] с конечным полным изменением, 
X — целое, 7 — вещественное число.

Сформулированная теорема является полным аналогом теоремы А, 
причем последнюю можно рассматривать дополнением к ней при 
х*= 1, к = 0, !,•••• При этом теорема 5 формально переходит в тео
рему А, однако последовательность х=1 исключена из наших рассмо
трений при построении классов Ы*, л.

Поскольку в предыдущих параграфах были установлены все не
обходимые утверждения, позволяющие провести доказательство тео
ремы 5 в точности по той же схеме, которая была реализована в мо
нографии [1] применительно к классам Л^(—1<^а<^оо), мы лишь на
метим его без подробного изложения.

Предварительно доказываются следующие вспомогательные пред
ложения*.

1°. Если /(х)£Л/х, ։ и §(г)^М,«, то также

/(х)Я(г)^,, и
8 И

2°. При любом целом /. =0, ±1, ±2,

3°. Если Г и (ал), {6,} — соответственно последователь
ности нулей и полюсов Г (г), то необходимо

2 (1֊ |а!х|)1+’<со, 2 (1—16,|)1+« < оо. 
р- * •

(5.2)

Используя предложения 1°—2° и теорему 4, убедимся, что функ
ция В (г), допускающая представление (5.1), принадлежит классу 7УХ. ։. 
Затем, используя лемму 9.16 [1], формулу (2.28), а также две извест
ные теоремы Хелли (6), с помощью тех же рассуждений, которые 
проведены в [1] при доказательстве теоремы 9.9, установим представ
ление (5.1) для любой функции Г (г) £ Л4, а .

Кроме того, попутно показывается, что существует такая после
довательность 0 < рг<^ р2<^- • -<^р*<^- ••, р* 1 1, зависящая от Г (г),- 
что в каждой точке 9£[—«, к], за исключением не более, чем счетно

Ср. [1], стр. 637-638 и 641 (лемма 9.17).
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■о множества, функция 4 (0) определяется по Р(г) единственным об- 
>азом с точностью до аддитивной постоянной по формуле

е
Ф (б)= иш у а., 1п /• (Р* в»?)</?. (5.3)

• См. [1], стр. 567 и 610.
** Может быть перенесен также ряд других результатов, изложенных в [1], 

стр. 649 — 660, которые мы здесь не приводим.

— к

Отметим еще, что из определения (1.10) оператора Сх,« и из 
:войств оператора £)՜“ для любых “т, — 1 <04 О2<С0 или
<^а2<^ ■ *,  имеем

Сх,«, 1п Г (г) = Сх,1п Г (г). (5.4)

Поэтому с помощью дословно тех же рассуждений, которые приведе
ны в [1], стр. 610 — 611 и стр. 635, убедимся, что при—1<^о1<^а2<^оо

М.«,сМ,в,. (5.5)

Далее, из теорем 5 и 2 легко может быть получен аналог теоремы В. 
Именно, имеет место

Теорема 6. Если Р (а) £ Л4,«, « £ (—1. 00), то всюду равно
мерно на [—«, «]

К
Пт I Сх,, 1п Г(ге'г) ֊ [ Р (Н; г) (6) = 0, ?С [- к, к] (5.6)

^-1-0 | 2֊ и

и, следовательно, почти всюду на [—я, [4]

Нт Сх.«1пГ(ге'*) = ф'(?), (5.7)
г-1-0

где функция ф (?) с ограниченным изменением определяется фор
мулой (5.3)**.

В заключение сделаем одно важное замечание.
Пусть /•’(г)£ А,, т. е. нули {ар.} '» и полюсы {6,} Г (г) удовлет

воряют условиям (5.2). Тогда сходятся произведения Ва(г; аД, 
Вх(г; Ь,) и, следовательно, по теореме 5 функции Г (з)" и 
ехр к, (г; 1п Е) (см. (0.8)) принадлежат или нет классу Л/»,« одновре
менно. Другими словами, Р в том и только в том случае,
если выполнено условие

К
Тх,« (ехр Ага) = зир — Со^а ка (ге/6; 1п Р) + ос, еслих0>0, 

о<г<1 2« J

(5.8)

Тх, о (ехр Ага)= зир — ( О^в кл (ге'в; 1п Р) -|- ос, если «о'СО. 
о<г<1 2к 1
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Пусть
- X -= {Хд, X,, 7-2,• • • ), х = {х0։ *1» *3։’ ' "}» уО^>0» 

так как согласно (3.4)

то (см. (3.9))

Гж.«(г; Г) — Т- (г; Р)~ тт.Лг\ Г)—тж.1 ( г;-^- 
։,« \. Г .

= — ('0։.,1п^(ге/й) <Ю.
2™0 Л 

— *

Однако в силу условия (5.2) и (2.37) последний интеграл ограничен 
при г —> 1 — 0 и, следовательно, 

т. е. класс М,« при изменении знака Хд на противоположный не из
меняется. Заметив это, из условия (5.8) при Хд>0 легко вывести, 
что если Мп (г)—многочлен произвольной степени л, то функции 
ехр кл (г; 1п Г) и ехр [4, (г; 1п Г) 4֊ Мп (г)] принадлежат или нет клас
су А»,а одновременно. Это равносильно тому, что класс 7УХ,« не из
менится, если изменить произвольное конечное множество чисел в по
следовательности х (сохраняя лишь условия, при которых рассматри
вались классы Л4,»: хл =/= 0, к =0, Хд вещественно).

§ б. Теоремы о функциях с быстро растущими аналитическими 
ядрами логарифмов

Вначале докажем одно общее предложение о представлении клас
са А, (—1 <СХ "С 4՜ °°)-

Теорема 7. Для любой функции Г (г) £ А, существует, та
кая числовая последовательность

/ 1 ОО .
* = {х*}о° ( Вт |хА|* = 1, V |х*|<>зо ) , 

\ *— ъ-1 /

что Р (г) принадлежит классу Р/ж, Л.
Таким образом, справедливо представление

А.= иЛ^х,«. ' (6.1)

Доказательство. В самом деле, пусть

кп (г; 1п Г) = с*г* (|г| < 1). (6.2)
И-0
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Положим

** = --------------
(А֊г1)։ тах

Г (14-А) ¥
Г (14֊ А 4-я) /

к=0, 1 (6.3)

Тогда, очевидно, что^
Л-0

Из (6.2) и (6.3) имеем

Пт (/*)* =1 (так как 
Л— -с

Пт -^1).И

|г՜’ й,.. 1кг (г; 1п ^)| = V

Г (I4-А) 
с* ՛ ,т՜;------ ;------

_Г(1+А)_
Г (1 + А 4- я)

.2

6

а тогда, ввиду (5.8)

Тх, ,(ехр к*) < + ос,

т. е. Р (д) £ М,« ч. т. д.

Следующая теорема дает положительный ответ на вопрос, по
ставленный нами в начале статьи.

Теорема 8. Пусть на [0,1) задана непрерывная, положи
тельная, монотонно возрастающая функция А (г), 1!т А (г) = -(-ос. 

г-»1-0
Каким бы ни был рост А (г) при г—► !—0 существует такая чис

ловая последовательность о( Пт |х*|л = 1, 2 |Х*|< что

любая функция Р (г) £ А,, удовлетворяющая условию

< А (г) (г0< г< 1), (6.4)

принадлежит классу а.
Доказательство. Пусть функция кл (д; 1п Р) задана рядом 

(6.2). Тогда

1РМ, = V |с*| г* (г<1).
*-0

Из (6.4) и (6.5) следует, что

Ы<—֊> ^°>1>"‘: ''о<г<1,

(6.5)

(6.6)

так как по условию А (г)—непрерывная монотонная функция на [0,1), 
то на [А (0), 4֊ оо) существует обратная функция А՜1 (х), также не
прерывная и монотонная, причем А՜1 (х) | 1 (х-» 4՜ °°). Считая без 
ущерба для общности А (0) <[1, положим

—
Г (14-А 4-я) [А֊1 (А +!)]*+■

Г (1 4-А) (А4-1)’
, А=0,1 (6.7)
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тогда, очевидно, lim (х* )" =• 1, 2 х* 
*“■” »=•(>

Кроме того, так как

А՜1 (А) > г0 при к > к0, то из (6.6) при г = Л՜1 (к + 1), 
дует, что

о> сле-

Г (1 4-А) ------------, А > Ас, 
(А+1)2

и, следовательно

|г֊«О։,։А,(я;1пГ)|=|з
I *„о г (14-А 4-а)

(В = const), а тогда согласно (5.8) 7՞։.« (ехр £-,)< -f- оо,
F(z)€ М.«.

В связи с доказанной теоремой будем говорить, что класс

е՜

порожден функцией Л (г), если {**}<7 является последовательностью 
(6.7) и обозначать его также через М,{Л (г)}.

Отметим, что ввиду оценки (0.17), справедливой для функций 
класса М, из теоремы 8 следует, например, строгое включение

(6.8)

Пусть на интервале (0,1) задана функция g (г) в виде ряда

8 ~ гЬ՜ 2 8кгк’8к> ° <°<г<1)- 1 г (6.9)

При этом (г) является, очевидно, непрерывной монотонно возрастаю
щей функцией. Пусть еще задана функция Л (г), также непрерывная, 
положительная и монотонно возрастающая.

В условиях следующей теоремы мы можем судить о взаимоотно
шении классов М{я(г)1 и (г)}

Теорема 9. Если имеют место соотношения

[А֊1 (к + 1)1*+’ ’

то справедливо строгое включение 

Нл{К(г)} сМ (г)}.

Доказательство. Пусть Е (я) £ {Л (г)}. Тогда 
ставления (5.1) теоремы 5 следует, что

(б.Ю)

(6.11)

из пред-

А« (я; In F) — if 4՜ 'ia V ----- --------- i—— Г I

—T.

,-F 2 2 ֊7—7 ') ^(6) (И<
»=1 x* Г (14- A) /

причем {x*tf является последовательностью (6.՜).

Г(14-а)

•'■о

(6.12)



О некоторых новых классах мероморфных в круге функций 437

Учитывая, что 0(5)—функция конечной вариации на [—из 
(6.12) и (6.7) без труда найдем, что

V ------ —- г‘, (6.13)

где М/ некоторая константа, зависящая от Г (г).

Найдем далее такое г0, что Л»л-< —-— при Го<Сг<05 тогда из

(6.13), (6.10), (6.9)
М<«Н (го</'<1)

и по предыдущей теореме Г (г) £ М1# (г)), т. е. включение (6.11) до
казано.

Покажем, что доказанное включение строгое. С этой целью об
ратим внимание на то, что функция

не принадлежит неванлинновскому классу N функций с ограниченно й 
характеристикой, т. е.

К

lim — (in՜*՜ exp]---- -—— ! I с(® = 4-ос*. (6.15)
r-i-o2it J |1—re/f J J

Отсюда следует, что

Fj (z) = exp
(* + l)3z*

' £0[л-։ (* + 1)Г+։
|см{.л(г)},

поскольку из (6.7) и (6.15)

sup —
О г j 2՛

Однако (г )£ Л, {^.(г)}, так как ввиду (6.10) и (6.9)

(W)3 г*
g(r) (0<г<1).

Этим теорема полностью доказана.
Легко видеть, что если условия (6.10) выполняются, начиная 

лишь с некоторого места, заключение (6.11) доказанной теоремы 
остается в силе.

В заключение в качестве одного из приложений приведем, по-ви- 
димому, новый результат, касающийся поведения линий уровня широ
кого класса гармонических в круге функций.

См. [5], стр. 478.
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Теорема 10. Пусть

/(*) = 2 (1г| < 1) (6.16)
*-о

— аналитическая в круге |г|<1 функция, причем си=/=Ъ, Л = 0,1, --, 
и сходится числовой ряд

2 ֊< + ”• (6.17)
ъ5»1с*1

Тогда, если 
и (г) = Ие / (х), (6.18)

то для любых С(— < С< 4- со), ? (0<^р<^1) множество

И ~ {х-. и (г) = С} П {*: р < |г| < 1} (6.19)

не пусто.
Д оказате льство. Не уменьшая общности, считаем, что 

Кесо=/=О и 1тс0=уЧ) (в противном случае мы рассмотрели бы функцию 
/ (г) 4՜ 1 или / (г) 4- ։). Поскольку тогда любая функция / (г) — С 
(—со <Г С<^ 4՜ °°) удовлетворяет всем условиям теоремы, то доста
точно доказать утверждение лишь для линии

« (г) =0- (6.20)

Так как в силу сходимости ряда (6.17) |с»|^>1, к">к0, то
1_

Нт |с*1А’ =1. 
к— *

Положим
1 2

*о = о------ ■ ^=1, 2,-••• (6.21)
1х& Сд С к

1 -к.
Так как при этом Нт |х*|* = 1 и 2 |х*՛ оо> то можем рассмотреть 

*՜”՞ *=о
класс УУх, о ■ Покажем, что функция (г) (6.14) принадлежит М.о. 
Действительно

|Ох.о£0 (г; 1п /Г)|=|г‘У х*г*| |х*|< 4՜ °с,
»=0 *=(!

и, следовательно
ОО

Тх.о(ехр к0) <2 |х*|< 4- оо.
*-о

Учитывая теперь, что согласно (6.16) и (6.21)

•$«. о (г) =------Н22 — = Иес04- 2 с*г*=/(г) — Нт с,„
*0 *-1 **

по теореме 5 имеем для Г (г) следующее представление:
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Го (г) = ехр յ ֊ յ [/ (е-'^) - г 1т с0] ժն (6) [. (|я| < 1). (6.22) 

— к
Предполагая, что утверждение теоремы не имеет места, мы должны 
принять, что при некотором ր„ (0<Հր0<Հ1) линия (6.20) не пересекает
ся с кольцом г0<^|я|<^1, и, следовательно, и (г) в этом кольце сох
раняет определенный знак. Предположим для определенности

и(г)>0 (г0<|я]<1). (6.23)

Пусть далее ф (®)=փւ (®) —’?։ (^)> где ф/ (/ = 1, 2) —неубывающие ог
раниченные функции на [—՞] [6].

Положим

Л (*) = е'т ехр | — ֊- [/ (е՜ '* я) — / 1т с0] ժ'յշ (6) |,

— п

(я) = ехр | յ [/ (е-'®я) — I 1т с0]^՛^ (0)| • 

— К
Тогда согласно (6.22)

/70(я)=§֊֊ (|я|<1). (6.24)
Г2(я)

Но ввиду (6.23), очевидно, |Г։(г)|<1, (я)| < 1 в кольце յ՜օ<Օ^1<31,
а значит, по принципу максимума и всюду в круге |я| <Հ1. Но тогда 
по теореме Р. Неванлинны [2] Րօ (г) принадлежит неванлинновскому 
классу М функций с ограниченной характеристикой. Между тем, как 
мы уже отмечали (6.15), Րօ (я)^ ЛЛ Полученное противоречие доказы
вает теорему.

Отметим, что рассматривая функцию А (г) = ։/(я), получим 
тот же результат для функции V (я) = 1т ք (я).

В качестве примеров функций, относительно которых заключение 
теоремы справедливо, можно привести функции

Кеехр(<тАг!՛Кеехр ехр{(Г=т4՝-՛-
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Վ. Ս. Ա^ՕԱՄՈՎԻՑ. Շրջանում մերոմորֆ ֆունկցիաների որոշ նոր դասերի մասին (ամփոփում)

Մ. Մ. Ջրրաշյանի կողմից [1] մենաղրութ յան մեջ առաջին անգամ դիտարկվել են 
մերոմորֆ ֆունկցիաների (— 1 < Я < 4՜ 00) կարևոր ղասերը^

Բ(*) е № , եթե տսթ Та (րէ Բ)< + օօ, (1)

որտեղ 7քլ(Հ\Բ)~ը Բ (х) մերոմորֆ ֆունկցիայի а (սա րակտերիսաի կան է և հանդիսանում 
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է նևանլֆննյան 7(ր, Բ) խարակաե րիոտ իկայի բնական ընդհանրացումը. Իրականացված է 
այ, դասերի պարամեա րիղացիան, որում էական ղեր են խաղում Մ. Մ. Ջրրսպյանի կողմից 
ներմուծված 8ո(2-. էհ) արտադրյալները. որոնք հանդիսանում են ԲԱաէկեի Բ (ք, 2*) 
արտադրյալները ընդորում Թո (2', £1։ )\օ-է> ~ Թ (2, 2* )'

1երկա հոդվածում ստացված է մերոմորֆ ֆունկցիաների նոր Ի1 լ, ո դասերի պարտ֊ 
մետրիղացիան. Այղ դասերը ասոցացվում են Օ ( — 1 , Հ -}- Օօ) պարամետրի և

V Гл* I <°°< Вт|-/.* |
Л—О

(2)1 m = 0

աեսյի հաղորդականս. թ յոլնների հետ և րնոլ թս. ղ րվոլ մ են Тп,п[Г\ Л՝)։, а - խա րակտե րիս֊ 
տիկայի սահմանափակությամբ'

F (z)QNl, « եթե sup 7Հ ։ (Г, F) Հ -f- oo; (3)
0<r<J

Այս նպատակով կառուցված են (2) տեսքի հաֆորղականսլթյոլնների հետ ասոցացված 
հատուկ օպերատորներ. /

V. S. ABRAMOVICH. On some classes of functions meromorphic In circle 
(summary)

In the M. M. DirbaSian’s monograph [1] important classes of meromorphic functions 
Ha (—1 < a < oo) were considered for the first time

F (z) £ N,, if sup Л (r;/)< +co (1)
. 0<r<J

Тя (r; F) — is the a—characteristic of the meromorphic function F (z) which is natyra 
generalization of Nevanlinna’s characteristic T (r; F). In the parametric representation 
of these classes the products B„ (z; zH) introduced by M. M. DZrbaSian in the above 
mentioned monograph are essential. These products are natural generalization of Blash- 
ke's products В (z; zk), with

B։(z; Zklln-b = В (z; z*).

In the present article parametrization of the new classes of meromorphic functi 
ons Afx< ։ ) associated with the parameter a(—1 < a < oo) and sequences of the form

” L
x = , 2 i**l< 00, Ит x*՛՛■ = 1, Im x0 = 0 (2)

k=o *

i s given. These classes possess bounded *, a — characteristic T\ , (r; F)

F (z)£ Nt, «,ifsup Г,,, (r; F) <+ oo. (3)
0<r<l

For this purpose operators of special kind, associated with sequences (2) were constru. 
cted.
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