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О ВЕСОВОЙ ПОЛНОТЕ МНОГОЧЛЕНОВ

В работе [1] Т. Холл исследовал следующий вопрос.
Пусть на комплексной плоскости задано счетное точечное мно

жество Е: {^п} и на этом множестве определена произвольная функция 
®(гл) = Ал>1 такая, что Пт [|гл|*=  ? (гл)] = 0, £=0, 1, 2,---. Рас- 

п -*  4- «•
смотрим семейство ЭХ всех полиномов р (г), которые на множестве 
{«„} мажорируются функцией ъ (гп), т. е.

|р(гл)|<Лл (л = 1, 2,•-•).
Обозначим

Ф (г) = зир |р (г)|.

Ставился вопрос: при каких условиях для данной точки г £ £ 
ф (г) = 4- оо? Т. Холлом показано, что если дополнительное множе
ство замыкания Е обозначим через где каждое £>* —открытое и 
связное множество, то в каждой области £)*  либо 6 (д)= -|- со, либо 
1п Ф (г) —непрерывная и субгармоническая функция. При некоторых 
предположениях относительно расположения множества Е на плоско
сти им были указаны достаточные условия для тождества Ф(г)=+ °о, 
г £ Е. Приведем один из его результатов.

Теорема (Т. Холл). Пусть все точки гЛ расположены в полу
плоскости 1т г ֊С — 1. Тогда условие

ф (z) = + °°,
|zn|*  |z„|*где с» = sup —- •= sup ------ , влечет
•<4Л (гл)

Эта теорема имеет довольно общий характер в том смысле, что 
здесь не предполагаются определенная плотность множества {zn} и 
регулярность роста функции <p (z). Однако отметим, что вследствие 
этой общности, она не гибко реагирует на плотность и распределение 
точек zn на плоскости. Например, если в качестве множества Е взять 
множество {±п8}, а <р (г) == ехр 2 |z|l/։, то будем иметь cii=k2ke~2k и 
следовательно условие Т. Холла не выполняется, хотя в этом случае, 
как мы убедимся ниже, (z) = 4 оо z(E
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В настоящей заметке, предполагая, что функция <р (?) = ф (|г|У 
имеет нормальный рост и что lira |zn| = + устанавливается связь 
между плотностью множества {гя} и ростом функции ?. обеспечиваю
щая выполнение тождества ф (z) = 4֊ z££. При этом существен
ную роль будет играть критерий С. Н. Мергеляна, состоящий в 'том, 
что тождество ф (z) = + со, z (^Е эквивалентно полноте многочле
нов в весовом пространстве С [2].

г+тг
Далее в заметке устанавливается теорема об одновременной ве

совой аппроксимации непрерывных функций многочленами на лучах 
комплексной плоскости и на данном дискретном множестве точек, уда
ляющихся в бесконечность.

1°. Перейдем к изложению нашего результата.
Теор.ема 1. Пусть точечное множество {гя) удовлетвоояет 

условиям
1. lim |zn| = + оо;

2. Существует стремящаяся к бесконечности последователь
ность концентрических колец Кг- гя<|г|<гя с центром в нача- 

4՛ п
ле координат, не содержащих точек множества Е и таких, что 
Гп—Гп > S>0.

Пусть на множестве Е определена нормально возрастающая 
функция ® (z)

Г
ф (z) = ф (jz|) = exp р (г) = exp J dt, ш (t) f + оо, г = |z[. (*)

1

Пусть далее n (t) означает число точек zn, попадающих в круг 
|z| -С t, и, наконец,

г 
N(r) = { dt. 

J t 
1

Тогда условие

lim [TV (г) — р (г) 4֊ 2 In г] = — со (1)

влечет

Ф (z) := + со, гб-Е.

Доказательство. Согласно критерию С. Н. Мергеляна дос
таточно доказать, что полиномы составляют всюду плотное множество 
в пространстве С ? , то есть доказать, что любой линейный функцио- 

1+14
нал, обращающийся в нуль на многочленах, есть тождественный нуль. 
Пусть F—произвольный такой функционал: £[f*]=0,  £ = 0, 1, 2,•••. 
Тогда будем иметь также
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F[U*-z*)(f  —.z)՜1 ] = 0, t^E.z^E (*  = 0,1,2,...)
ИЛИ

к=0, 1, 2,•• ••

Обозначая через V (г) = Г ------- и замечая, что согласно об-
I 1—г |

щему виду линейного функционала в С т (Е)
։+1Й

t* I _ у anZn (1 + |гл|) 
t — z I (z,. — z) <? (zrt) 2 |ая|< + oo, 

n —1
будем иметь

М |Zn—z| ® (zn)

Обозначая через

c*=  sup 
»>։ <p (zn)

1 I lz/i| |z|и замечая, что --------- - — при z^Af' r- , из (2) получим
|zn — Z| о т' т

|ИИ1<^|‘|-2|а.|<с4пр „■ ■
рр о “ G |z|ft m /я

Левая часть неравенства (3) не зависит от к., следовательно

|К(г)|<е,-|г|-Ы ^ = ֊4^,. ^К,„- , «. = 1,2,-, 
* |гр 1 (1г|) т т

где Т (г) — функция Островского:

Т (r)= sup — •
* Ck

Покажем, что

Т՝ (r) > у «ХР Р (г)-

(3)

(4)

(5)

С этой целью на плоскости хоу, х = 1п г рассмотрим ломаную 
у = вир (п 1п г — 1п ся), которая представляет график функции у=1п Т (г), 

п
рассматриваемой как функцию от 1п г. Эта ломаная подпирает график 
функции у = р (г) (как функция от 1п г) и очевидно, что

«Пп г (г) _еМг)| <1։
Лиг <11п г |

поэтому
In Т (г) > р (г) — In г.
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Из (4) и (5) следует оценка
| И(г)| < с։ И3 е֊Р ‘1'1’, z^Kr- r- , т = 1, 2, • • •. /и т

Функция

n4sF|^lsya,_JL+l*.l
I t— z £ (zn—z) <р (z„)

(б>

мероморфна во всей плоскости и множество ее полюсов включается в 
множество Е. Покажем, что из (1) и (6) следует, что Г {г) =0. В са
мом деле, в противном случае применяя формулу Йенсена к функции 
V (г), получим

г 2т:
1' Л 4- ֊?֊ [ 1п I И(ге‘&)| О (1) 

и 2я и 1 о

или, беря г = гт = -—(гт-\г гт) и учитывая оценку (6), будем иметь

И (г,п) 4- 2 1п Гт — Р (гт) > О (1), ТП = 1, 2, • • •, 
что противоречит условию (1) теоремы. Таким образом, /г(г)=0, т. е. 
ап =0, п = 1, 2,и следовательно функционал А’^О, Теорема 1 
доказана. Отметим следующее очевидное

Следствие. Если п (/) < (1—'е) ю ({), г^>0, то | (г) = 4- со, 
Е, или, другими словами, система полиномов полна в С , (Е).

՝ Г-Пй
Следующая теорема дает некоторое представление о точности 

приведенного следствия.
Теорема 2. Пусть заданная весовая функция <р (г) имеет вид

Г
® (г)=ехр | j d*  4-1 = exp rf(r>> 

г
где р (г)—некоторый уточненный порядок и lim р (г) = р^>(Х

(7)

Для

данного е^>0 можно построить такое дискретное точечное мно
жество Е=\гп}, функция плотности которого удовлетворяет не-
равенству

п (/-)<(! 4֊ г) ш (г), г>г0, (8)
однако ф (г)< 4՜ м во всей плоскости.

Доказательство. Возьмем натуральное число т > р так, 
чтобы

tg^
8 4m 4m

(9)

На луче arg z = 0 возьмем точечное множество {xn}, 0<^хх<^ " •'<С 

<СхЛ<-՛-, плотность которого при показателе rf^ равна—)А1 4"е X

X tg т. е. 
4m
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П1 (г) /1 4- в . то
■ Тйо = —4^ ’

где л։ (г) означает число точек х*  в интервале [0, г]. Теперь в каче-
[<»» ։^|

стве требуемого множества Е возьмем множество <и^хЛе Фун

кция плотности множества Е вследствие условия (9) удовлетворяет 
неравенству

р л (г) д J 1 -г е **р  ~ ... . zin\Д” =4т “ к— 4т < (1+е) ₽- {10)

Из (7) имеем
w (г) = г [р (г) 4֊ гр' (г) 1п г] =

= prHD | + JL rf/ (г) 1П г | = ргНИ.ф (г) (Ит ф (г)=1). (11)

Из (11) и (10) следует, что плотность множества Е удовлетворяет 
неравенству (8).

Теперь докажем, что полиномы, имеющие мажоранту (7) на Е, 
составляют нормальное семейство на плоскости. С этой целью рас 
смотрим каноническую функцию f (я) множества Е и ее индикатор 
77/(0). Предполагая, что р—нецелое число, по формуле ([3], стр. 120) 

для индикатора 77/(0) при 0<0^-— будем иметь2771

Н/(0) =--------- — tg cos р (j — 0 - к ) =
sin "р 4т у=1 \2т /

Легко видеть, что при целом р это равенство также сохраняется.

Из (12) имеем, что при 0-СО^—— 77/(0)^>0.
2т

Учитывая симметричное расположение корней целой функции / (я), 
будем иметь

77/(0)> 0, 0<0<2к, (13)
77/ (^֊/) = /14-е , / = 1, 2,- • -,4т.

\2тп /

Так как для любого многочлена р (я) имеем Нр (0) =0 77/(0), то
можно применить теорему Б. Я. Левина о представлении целой функ
ции интерполяционным рядом Лагранжа [3]

Р (г) = 2 
п-1

p{zn) f (я) 
/' (гя)(я—ял)

(И)

Далее, учитывая асимптотическое равенство [3]
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In I/' (z„)l^ V1 + в|глГ(|Хя1).

из (14) получим, что если p£9R, то

IP (0)|<|/(0)i-S IP (г")1 1
I/' (*п)1  • |гл| ՝ ~>\zn\

* Результаты Б. Я. Левина по весовым приближениям и их применениям не 
опубликованы. Они приведены в его спец, курсе, прочитанном им в 1957/58 уч. году в 
Харьковском государственном университете.

|։я]МНл1)(1֊Г1 .) 
е (15)

где Cj — константа, не зависящая от полинома
Из (15) следует, что ф (0) <^ + о՝. Согласно цитированному в 

начале заметки свойству ф (z) имеем ф (z)<^ 4֊ со. Теорема 2 доказана.
В заключение этого пункта приведем одно применение теоремы 

1 в вопросе квазианалитичности специальных классов бесконечно диф
ференцируемых функций, введенных Б. Я. Левиным*.

Пусть имеем пространство С? (—оо։\4-оо). Возьмем произволь
ный функционал F из сопряженного пространства и рассмотрим функ
цию

/(х)^[е'"> Се»х^Л), (16)
J ?j (О

где ф։ (0 = Jim inf ? (■։).

Нетрудно проверить, что функция / (х) бесконечно дифференци
руема на оси — со < х<^ -г 'зо. Если теперь функционал / будет про
бегать все сопряженное пространство, то формулой (16) определится 
некоторый класс бесконечно дифференцируемых на оси (— со, -|- оо) 
функций, который мы обозначим через Л9. Класс Л- назовем квази- 
аналитическим, если для двух произвольных функций /։ (х), /։(х)£Л? 
из условий

/Г’ (*о)=  Л” <хо)» п = 0, 1, 2,- • •, ХО£ (- оо, + оо) 

вытекает, что (х) = /։ (х).
Имеет место следующая основная
Теорема (Б. Я. Левин). Класс Л5 будет квазианалитическим 

тогда и только тогда, когда полиномы составляют всюду плотное мно
жество в Ст (— о=, + со).

Отметим, что в этой теореме не делается никаких предположе
ний о регулярности роста функции <?.

Беря в частности функцию ? в виде

a։(n=J+°°. n<|f|<n + l
1 exp р (n), |/| = n, n — 0, 1, 2, ■ • •, 

r
где p (r) = j Z՜1 w (t) dtt co (t) f + co, и замечая, что в этом случае 

1
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полнота полиномов в С?(— '-с, + ос) эквивалентна расходимости ин
теграла

(17) 
J г2 1

получим известную теорему Валле-Пуссена [4] о квазианалитичности 
класса функций f (х), представимых в виде

/(х) V е р(") [a„cos пх + bn sin nxj, 2 [(|a.,l т |6n|) (18)
о

Предположим теперь, что интеграл (17) сходится, то есть класс 
(18) не является квазианалитическим, и поставим вопрос о нахождении 
нетривиальных квазианалитических подклассов неквазианалитического 
класса (18). Ответ на этот вопрос, как обычно [4], дается в терминах 
плотности отличных от нуля коэффициентов ап, Ьп.

Возьмем произвольную последовательность целых чисел 0 пг <_ 
' "С л*՜  ’’» и рассмотрим следующий подкласс Л?(п*)  класса 

(18):
/(х) = У в ''( "к)(аП)։ cos пцх + sin л*  х), 2(|а«*1+|6 Як|) < Ч- со.

(19)
Следующее утверждение является непосредственным применением 

следствия теоремы 1 и теоремы Б. Я. Левина.
Теорема 3. Если функция плотности nr (t) множества {л*)  

удовлетворяет неравенству

< (4՜—е)ш £'>0,

то подкласс Ло (л»)— квазианалитический.
Пусть теперь {п^ }—зависящая от параметра a возрастающая 

последовательность целых чисел. Обозначим через л, (/) функцию 
плотности множества (л* ’1} и рассмотрим теоретикомножественную 
сумму классов Л- (л* а)):

л?= U Л?(п1в)).

Отметим, что это не линейное множество.
Из теоремы 3 следует
Теорема 4. Если для некоторого е^>0 и для всех рассматри

ваемых значений параметра а

то класс А? — квазианалитический.
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2°. Одновременная аппроксимация на лучах и на 
данном дискретном множестве точек комплексной 
плоскости. Рассмотрим теперь множество ПХ полиномов р (я), ма
жорирующихся на вещественной оси — оо<х<-|-сс и на данном 
множестве £={яЛ| функцией ® (х) и значениями ® (|ял|) соответственно, 
т. е.

(х)| < ® (х), |р (я„)| < ® (|яя|). (20)
Приведем достаточное условие для того, чтобы соответствующий 

фу нкционал
6 (г) = 4֊ ос, 1т г =/= 0, я =/= гп, п = 1, 2,• • •. (21)

Мы предположим, что Нт |яЛ| = + со, а плотность точек множе
ства Е, лежащих в верхней (нижней) полуплоскости, будем характери
зовать функцией *։ (У) (\> (/))—числом точек яЛ, 1тял^>0 (1тял<0),

попадающих в область

Теорема 5. Предположим, что существует последователь
ность луночек

ьг г 1п|
п' п 2 ! 2 । 2 2

в верхней полуплоскости и такая же (но возможно другая) после
довательность луночек в нижней полуплоскости, не содержащих 
точек множества Е.

Если функция у (я) — ® ((я1) нормально возрастающая, т. е- 
представляется в виде (*),  то из (20) и из условий

, 1 ж—аге 51П —
Л՜1 2^՜ У р 

. 1 аге »!п — г

г зт։

, 1 R—аге 91П-— г г
Нт I С 2 ( с12---- — С р(гз1п8)

'■н« I,) г 2՜ 
1 . ։ • аге ат — г

сЛ>
г з!п։ »

(22)

(23;

следует тождество (21).
Доказательство. Согласно критерию С. Н. Мергеляна до

статочно доказать, что полиномы составляют всюду плотное множе
ство в С? [(— со, 4-оо)и£], т. е. надо доказать, что произвольный 
линейный непрерывный функционал, обращающийся в нуль на степе
нях 1”, п = 0, 1, 2,՛՛՛, есть тождественный нуль. Пусть У7՛—произволь
ный такой функционал: Г [/Л| = 0, п = 0, 1, 2.---. Тогда, как и в 
предыдущем пункте, обозначая через V (я) = Г I —-— , получим

я* И(я) = Г
( — я

(24)
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Из общего вида линейного функционала в С? [(— °о, + ^o)U£] имеем 

р I — I ** _ yi Zn Qn t
«J _J z ?(f) ",zn—z?(z«)

где s (/) — функция ограниченной вариации на (— оо, 4֊ °о), а 
гк

֊ |а„|<2 4- о». Обозначая через с*  = sup ------- , из (24) и (25) получим
Ч> И

оценку

| V (z)|< const —в*  , (26)
lz|*  о (г)

где 3 (z)— расстояние точки z до множества (— оо։ 4’OO)U£'.
Из (26), как в предыдущем пункте, получим

|И(г)|<-^-е-₽(Н). 
о (z)

Беря теперь z на дуге . Г т “Г Гт Гт—‘ r™, |z|>l и при этом заZ — I

мечая, что о(«)>—, будем иметь
I *»»1  “

|Z(z)|<c |z3e '<14 , Гт — Гт Гт 4՜ Гт । i _  -> in
z — i —2----  =-----2---- > |г|>1, /П=1, 2, •. (27)

Функция

и(г)=я֊^-1= , <28)
Н — г | 3 (<—г) (? (г) " (г„— г) <р (гЛ)

— ОС

мероморфна в верхней полуплоскости 1т я ^>0 с возможными полюса
ми в точках z=zn, 1т гЛ^>0. Докажем, что V (г) = 0 в полуплоскости 
1т г ^>0. В самом деле, в противном случае, применяя к V (г) форму
лу Б. Я. Левина [5, 6], будем иметь

. 1 X—ВГС ЯП — г г
С^Л4-^- Г 1п|И(г5ш&е'»Я ->0(1). (29)
3 Г 2к и Г 51П։ &
1 «ГС «<п —

г
Из (29) и (27), имея в виду, что

0(1), С In (r։ sin3 &) -4* —= 0(1), 
J -г sin3 О

, 1

получим
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2°. Одновременная аппроксимация на лучах и на 
данном дискретном множестве точек комплексной 
плоскости. Рассмотрим теперь множество ЗХ полиномов р (г), ма
жорирующихся на вещественной оси — оэ < х < 4֊ со и на данном 
множестве Е — {гп} функцией ? (х) и значениями ? (|гп|) соответственно, 
т. е.

\р (х), |р (гЛ)|<? (|гл|). (20)
Приведем достаточное условие для того, чтобы соответствующий 

фу нкционал
Ф (z)ss + со, Im£=/= 0, z=j=zn, п = 1, 2,- • •• (21)

Мы предположим, что lim \zn\ = + со, а плотность точек множе 
ства Е, лежащих в верхней (нижней) полуплоскости, будем характери
зовать функцией *։  (/) (* г (О)—числом точек хп, 1тгЛ^>0 (1тхя<0),

• arc sin — г
следует тождество (21).

Доказательство. Согласно критерию С. Н. Мергеляна до
статочно доказать, что полиномы составляют всюду плотное множе
ство в С? [( — оо, 4-=о)и£], т. е. надо доказать, что произвольный 
линейный непрерывный функционал, обращающийся в нуль на степе
нях £п, п = 0, 1, 2,-*՛, есть тождественный нуль. Пусть Л՛—произволь
ный такой функционал: Г [£я] = 0, и = 0, 1, 2.---. Тогда, как и в 
предыдущем пункте, обозначая через V (г) = Г | —-— |, получим

I ■
(24)

попадающих в область

Теорема 5. Предположим, что существует последователь
ность луночек

Lr' г՝ inf
л л 2 । 2 । 2 2 

в верхней, полуплоскости и такая же (но возможно другая) после
довательность луночек в нижней полуплоскости, не содержащих 
точек множества Е.

Если функция ? (z) - <? (|z|) нормально возрастающая, 
представляется в виде (*),  то из (20) и из условий

т. е՛

lim Л-

, 1 т:֊агс sin — 
1 с ' 

2- J 1 
. 1 arc sin —

г sin ■>)----------
г sin2 U (22)

z- arc sin—

lim c/i)
г sin2 >)

---- ОО (23)

zkV(z) = F
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Из общего вида линейного функционала в [(—со, + х)ц£] имеем

г I tk = Г ** __ у gn
17,—г] t — z s(0 ~,гЛ — z?(zn) (25)

где s (f) — функция ограниченной вариации на (— со, 4֊ со), а 
г*£ |аЛ]< + <». Обозначая через с*  = sup ------- , из (24) и (25) получим

ф(г)
оценку

| V (z)|< const - f* , (26)
|z|*  8 (z)

где 8 (z)— расстояние точки z до множества (— со, +oo)(j£'.
Из (26), как в предыдущем пункте, получим

Беря теперь z на дуге

|Z(z)|<-^-e֊P(l«l). 
о (z)

Гя П՜ 1>Ж> И>1 И при этом за

мечая, что o(z)>—, будем иметь

|H(z)|<c |z.3e -/’<H), , Гт— Гт Гщ-'ГГт i i- d nZ — I —2----  =-----2---- , m=l, 2,- •• (27)

Функция

7(z) = F (0______ I ЧГ1 _______ an_____
(«—*)  ? (0 ' (.Zn— z) <f> (zn) (28)

мероморфна в верхней полуплоскости 1тг^>0 с возможными полюса
ми в точках *=г я, 1т гЛ^>0. Докажем, что V (г) = 0 в полуплоскости 
1ш г 0. В самом деле, в противном случае, применяя к V (г) форму
лу Б. Я. Левина [5, 6], будем иметь

. I Х-8ГС МП — Г г
֊м+^- ( 1п|И(г։1„1>е»)| -Л_>о(։). (29)
г 2- и г ею2 &

. 1 аге *<п  — г

Из (29) и (27), имея в виду, что
, 1 z-arc ein — г

</п
г sin8 U

, 1 х—arc sin —г
0(1), С In (г3 sin3 &) _^— = О(1), 

J - г sin8
arc sin — г

получим
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, 1 г - arc sin—

TtaT — С p(rsinO)֊^—>С>-оо,
Г-+- J t2 2т: J Г sin2 »

1 arc sin —г

что противоречит условию (22). Таким образом, V (z) = 0, Imz^>0. 
Аналогично доказывается, что V (z)==0, Imz<0. Тогда из (28) сле
дует, что ап = 0, л = 1, 2,- • • и </з (/) =0, —оо < *<+  ^с, т. е. F==0. 
Теорема доказана.

Замечание. Известно [7], [8], что если функция ф(О=ф(И) = 
= ехр р (<) — нормально возрастающая, то необходимым и достаточ
ным условием полноты полиномов в С-г (— 4֊ л) является расхо
димость интеграла

dr

(достаточность этого условия следует также из теоремы 5). Отсюда 
следует, что если вес ® (f) обеспечивает полноту полиномов в (—оэ, 
4-со), то любая ее положительная степень ф’ (/) — ехр ар (/) также 
обеспечивает полноту полиномов в соответствующем пространстве 
С 4-°°)- Это означает, что на свойство полноты многочленову« ՝ *
константа а не имеет влияния. Из теоремы 5 следует, что если к 
множеству (—зс, 4-°°) присоединить еще дискретное множество {гЛ|, 
то полнота полиномов в С?։ [(—ос-, 4֊ ос) (J {z„)], вообще говоря, за
висит от параметра а^>0.

Используя теорему единственности для мероморфных в угловой 
области функций, можно получить достаточное условие для одновре
менной весовой аппроксимации на лучах в комплексной области и на 
данном дискретном множестве точек. Мы приведем без доказательства 
теорему для того случая, когда аппроксимация совершается на коор
динатных осях и на дискретном множестве |zn).

Теорема 6. Пусть множество {zn} удовлетворяет условиям

1. lim |zn| = 4՜

2. inf Re zn, inf Im zn 8 ^>0;

3. b каждом угле j — <_ arg z 0+1)֊. 7=o, 1, 2, 3 существует

последовательность четверть колец г п, / < |z|<'rn, /, не содержащих 
точек множества {zn} и таких, что inf (гп. /— г«,/)=8/^>0 (/=0,1, 2,3). 
Тогда из условий.
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-----— Р (г) | = — со, = arg z*,  յ=0, 1, 2, 3 

следует, что полиномы всюду плотны в С, [(— оо, -|- со) Ա ( — г°°, + 
+ г--о)и(гл}].

В заключение автор выражает искреннюю благодарность Б. Я. Ле
вину за обсуждение и ценные указания.
Институт математики и механики
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Ի. Հ. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ. Րազմանւյամների կշռային լրիվության մասին (ամփոփում )

Հոդվածում քննարկված է բազմանդամների լրիվության հարցը. Շդ (Е) տարածոլ- 
թյսլնոլմ, որաեդ E-ն կոմպլեքս հարթության (Za) կետային բազմություն է, և 
llm |Z/1 1 — 4-00, իսկ Հ (zj =e(|z|) ֆունկցիան նորմալ աճող է, այսինքն ներկայացվում 
է հետևյալ տեսրով

Г
ք*  <0 (է)? (z) = expp (ր) = exp I —-— dt, ա (f)T ֊ր ~ , |z| = r>
1

Ապացուցվում է մի թեորեմ, որից հետևում է, որ եթե որևէ E 0 թվի համար 
(*/։  J բազմության Ո(է) ֆունկցիան բավարարում է Ո (է) < (1 — ր) W (է) պայմանին, ապա 
բազմանդամները ամենուրեք խիտ են Օգ (Ej—ումէ

թևրմում է մի կիրառություն անվերջ դիֆևրենցելի ֆունկցիաների մի դասի րվա- 
ղիանա լիտ իկութ յան հարցում»

Գիտա րկված է նաև առանցքի և տված կետային բազմության վրա միաժամանակյա 
կչռային մոտավորության հարցը։

I. H. KCHACHATRIAN. On the weight completnees of polynoms (summary)

The polynoms in the space C? (E) are investigated. Here £ is a discret set 
(хЛ) on the complex plain with lim |zfl|= + oo, and the function <p (s)=«p (|z|) is nor
mally increasing, that is

r
tp (z) — exp p (r) =exp J dt, u> (#) f 4- oo, |z| = r. 

։

It is proved, that if for some s>0 the density function n (f) of the set {։n} sa
tisfies the condition

Ո (ք) < (1 — г) Ш (f),

then polynoms are everywhere dence in C? (2?).
The simultaineous approximation on the axis and on the given discret set is also 

discussed.
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