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О БАЗИСАХ В ПРОСТРАНСТВЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ, ОБРАЗОВАННЫХ РЕШЕНИЯМИ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 2-говПОРЯДКА

Известно, что полиномы Лежандра образуют базис в простран
стве функций, аналитических в любом фиксированном эллипсе с фоку
сами в точках—1 и 1 (К. Нейман, 1862 г., см. [1], стр. 138), а функции 
Бесселя целых порядков—в любом круге с центром в начале коорди
нат (К. Нейман, 1867 г., см. [1], стр. 215). Метод К. Неймана Фольк 
[2] применил для установления базисности системы решений уравнения

Ро (*) У՛' + Р1 (?) у + ра (г) у + = О ՛ (1)
с полиномиальными коэффициентами в определенных некоторым обра
зом областях, содержащих только два простых корня коэффициента 
р0(г). В настоящей статье получены некоторые новые обобщения.

Пусть в уравнении (1) р0 (г), рг (г), ра (г)—функции, аналитические 
я области О. Известно, что замена переменных

1 г'
У (г) = и (0 т <(г), 7 (z)=[p0 (z)f -exp f — ֊у Г <&1 (3)

L 2 J Ро (’) J
А :

{интегрирование ведется по пути, соединяющему точки z0 и z, лежам 
щему в области D и не проходящему через корни функции р0 (z)) при
водит уравнение (1) к виду

u40+[7’(z) + k«]a(0 = 0; (4)

здесь Т (z)—дробь, у которой знаменатель равен [рр (z)]։, а числитель 
есть полином от р0 (z), (z), pt (z) и их производных не выше 2-го
порядка; в уравнении (4) под z в Т (z), очевидно, мыслится г=Ф (t)— 
обращение интеграла (2).

Условимся через L обозначать гладкие замкнутые простые конту
ры, обходящие один раз против часовой стрелки фиксированные 21 
корня—и никакие другие—функции р0 (z) (с учетом их кратности). 
Через D (L^, будем обозначать двусвязную область, ограниченную 
двумя непересекающимися контурами и Zjj в силу определения кри. 
вых L в области D (Z^, Zj) нет ни одного корня функции р0 (z). Пусть 
D (Z1։ Lt\ ctj, а3) есть односвязная область, получаемая из D (L^, Zj) с.
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помощью разреза из точки ах £ в точку будем при втом пред
полагать, что линии Ь пересекают разрез (04, а^ только в одной точ
ке. Обозначая через с точку пересечения кривой £ с разрезом (а1։ о^), 
будем под £ (с, с') понимать кривую £ от точки с на одном краю раз
реза до точки с' на другом краю, включая концы с и с', пробегаемую 
против часовой стрелки.

Рассмотрим преобразование (2) в области И (£1։ £,; а1, а2), пред՜ 
полагая, что путь интегрирования от х0 до г лежит в этой области. 
Интеграл не зависит от выбора пути интегрирования и выражает од
нозначную в области £> (£1, £^; а2, аа) функцию

г

1 = (2)
*) V РоЫ

Однако функция ф (х), г £ 2) (£։, £2; аъ а։) не обязательно однолистна, 
и потому образ С области £*, получаемый отображением (2), может 
быть многолистной областью. Область С ограничена дугой ^^2— об
разом одного края разреза (о^, а։), дугой А1 Ач—образом другого, 
края, и дугами Ах Ач и Ая Ач — образами контуров £х (с։, ы) и £։ (с։, 
сч). Очевидно дуга А\ Ач получается из АХА2 сдвигом на вектор •»}, где

В дальнейшем будем предполагать, что выполняется
Условие А: Область О (2^, 2^; 04, аа) такова, что ^=£0, и су

ществует кривая (с, с') ^ £>(£։, £։; а1г а^, которая функцией. 
2 = ф (г) взаимно однозначно отображается в вектор т) = СС, где 
С — образ точки с, С' — точки с'.

Докажем лемму.
ь Лемма. При выполнении условия А в области 0(1^, 1^; ау, с^)՛ 

можно выбрать такую подобласть О (2^, 2,; ау, ая), содержащую кри
вую 1^, которая функцией. 2= ф(г) отображается в некоторую об

ласть С взаимно однозначно.

Предположим противное. Пусть в любой подобласти 2), содержа
щей кривую £д, функция ф (г) не однолистна, и пусть £|։) и £^—две 
кривые, лежащие по разные стороны от £о- Область 2Х։> =£>(£1։\ 2^’) 
а?*, а^) отображается, согласно предположению, в б(։) не однолист
но. Следовательно, в 2X4 есть точки и г։ такие, что ф (гх) = ф (^1), 

Обе точки гу и г\ не могут лежать на 2^, так как £0 перехо
дит в С С' взаимно однозначно.

Возьмем подобласть £М2' = £) (£*2), £22); а\*\ ач1) области 2>(։ : та
кую, что в ней не лежит ни одна из точек и г\—в том случае, когда 
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ни ни не лежат на £0, а в противной случае пусть в 2Х2) не ле
жит точка, находящаяся вне £0.

Согласно предположению Д(2) также переходит в свой образ С»(2) 
не однолистно. Следовательно, в /Х2) имеются точки г։ и гг, х։ =г՜ г։, 
такие, что ф (г2) = ф (ха). Продолжая так рассуждать, получим бес
конечную последовательность областей £Х2\ £)(8\ • • •, вложенных 
друг в друга; всегда можно выбрать их так, что они стягиваются к 
кривой Д). В каждой области имеются точки я* и я*, я* =^= я* та
кие, что ф (гк) = ф (гл). Выберем подпоследовательность индексов 
£։, 4> • • ■ такую, что существуют пределы глу -* С, —*• С'. Очевидно 
точки С и С лежат на £0. Из ф (г*у)=ф (г*;), перейдя к пределу, най-. 
дем ф (С) = ф (С).

В том случае, когда £=/=£', приходим к противоречию с условием- 
А. Если же С = С, то приходим к выводу, что отображение £ = ф (з) 
не однолистно в точке С, а это противоречит тому, что ф' (С) =. 
= г 1 =/= 0. Лемма доказана.

В образе С подобласти О лежит вектор СС’. Проведем в С па-, 
раллельно СС' два вектора СХС1 и С։Са по обе стороны от СС', и 

пусть Д0) и 4°։ их прообразы в О, расположенные по обе стороны 
от Д>- Область Р։°> = £> (40), а|°\ аа0՜’) взаимно однозначно ото
бражается в ограниченную двумя векторами СЛС\ и СяСг и дуга
ми С1Сз и С1 С?, из которых вторая получается из первой сдвигом 
на вектор •»;. Приготовим бесконечное множество областей £Х0) и 
склеим их по разрезам (аи а2) в одну бесконечнолистную рима
нову поверхность Оо. Функция # = ф (г) преобразует ее в беско
нечную полосу Го, образованную из (70) сдвигами на векторы 

к = ±1, ± 2,- • •• Полосу Го можно мыслить образованной сдвигами 
на ку прямоугольника, тогда прообразы его сторон, перпендикулярных 
к вектору т), являются краями разрезов (аи а2). Наконец, еще одно 
упрощение: если вместо преобразования (2) взять такое 

X

то получим полосу, параллельную действительной оси, а длина пря-. 
моугольника, образа одного листа римановой поверхности &, будет 
равна к; при этом вместо уравнения (4) получим аналогичное ему.

Итак, при выполнении условия А, не ограничивая общности ис
следования, можно считать, что

4-412
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и область D (Lit Lt; alt ая) взаимно однозначно отображается в пря
моугольник G, у которого длина стороны, параллельной вещественной 
оси плоскости t, равна «.

Функция t = ф (z) в области D имеет обратную z = Ф (Z), анали
тическую в области 6. Прямоугольник G и его сдвиги на к~, к = ± 1, 
+ 2,••• являются образами отдельных листов римановой поверхности 
О над областью D. Следовательно, можно распространить функцию 
t = ф (z) на риманову поверхность 8. Тогда она осуществляет взаимно 
однозначное отображение ft на бесконечную полосу Г. В дальнейшем 
под линиями L будем понимать лишь прообразы прямых Im t = const.

Перейдем к исследованию решений уравнения (1), аналитических 
в двусвязной области D^L^, Lt). Согласно равенству (3) решение имеет 
вид y(z) = u(t)- f'(z). Функция f (z) в области D (Л1։ £,) дифферен
цируема, но не однозначна. Действительно, обозначим через v сумму 

вычетов функции ՝ относительно 2Z корней функции р0 (г), лежа- 
Ро \z)

щих внутри контура L. Тогда 7 (z)|r — значение 7 (z) после обхода 
контура L равно

Г(*)к = I (z)~, 
1*

.где = ехр [«Z(Z - v)J.
I*

Когда в плоскости z переменная z описывает контур L, то в 
плоскости t переменная t пробегает отрезок длиной к, параллельный 
действительной оси. Следовательно, для того чтобы функция у (z) 
была однозначной: у (z)|t=y (я), необходимо и достаточно выполне
ние условия

и (։ + к) = рц (<). (6)
Так как в области D (Llt Lt) функция 7(z)^=0, то вместо того, 

чтобы искать аналитическое в D (1^, £,) решение уравнения (1), можно 
искать аналитическое в полосе Рх Im t р2 решение уравнения (4), 
удовлетворяющее условию (6), поскольку из дифференцируемости ре
шения у (z) следует дифференцируемость функции и (Z), и наоборот.

Очевидно, если такое решение и (Z) существует, то оно являет
ся также решением следующей краевой задачи:

и*<(0 + {7’[ФЮ] + х։1 n(f) = 0, 
и (л -f- ZP) = pu (ZP),

и (« + z₽) = ры' (z₽), t = s + zp, (7)
поставленной на любой прямой Р = const, Рх Р < Ps.

Обратно, если решение краевой задачи (7) существует, то оно 
не .зависит от того, на какой прямой Р = const задача решена, причем 
решение и (Z) есть аналитическая функция в полосе Рх<^ Im t ps, удов, 
.летворяющая в ней условию (6). Действительно, возьмем в полосе 
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произвольную точку t0 и, применив метод последовательных прибли- 
։ений, найдем два линейно независимых решения и։ (f) и ?г։ (f) урав

нения (4), удовлетворяющие начальным условиям

"1 (U = 1> “։ (*о) =0; иг (f0) =0, Ы2 ’ -
4з аналитичности функции Г[Ф (<)] легко заключить, что решения 
։х (t) и ua (f) также аналитические. Предположим, что удалось кон
такты сг и са в общем интеграле u (t) = c1u1 (t)с3 u2 (t) подобрать 
•ак, чтобы получить решение краевой задачи (7) на некоторой прямой 
= const. В таком случае из краевых [условий заключаем, что для 

^яалитической в полосе функции и (t) в фиксированной точке t = 
ыполняются условия

u (t 4- к) — ци (Z) -jo,

и' (/ + «) — ни (i) -0.

Обращаясь к дифференциальному уравнению для и (<), легко получить 
Iй (* + к) ~ ри" (0|,=/₽ = 0- Продифференцировав обе части дифферен
циального уравнения, найдем: и'" (< + <։) — ри"' (0|*«й = Продолжая 
՝ак рассуждать, получим, что для любого к=0, 1, 2,

Следовательно, из теоремы единственности вытекает, что 
1 (I + я)— ци (I) = 0 во всей полосе < Im f <[₽8. Итак, решение кра֊- 
:вой задачи на одной прямой будет решением и на любой другой 
(рямой р = const.

Ниже будем пользоваться результатами и обозначениями XII гла- ■ 
։ы книги [3]. Легко проверить, что краевые условия (7) удовлетво
ряют неравенству /423 — Аи =/= 0 (но Аи= 0). Поскольку в цитирован
ий книге интересующие нас результаты формулируются для случая 
4м=/=0, то укажем соответствующие нашему случаю изменения. Имен- 
io, выполнив вычисления, аналогичные приведенным в книге, получим,, 

что функция Грина в нашем случае равна
Г ($, Е, р2) = М ^S’ р , где ш (р) = 4 pzp cos кр — 2г (р2 + 1) р, 

ш (?)
М (s $ 2) _ Isin р (« — Е + s) — 2г sin р (s — Е), для s •< Е 

’ Р (2рг‘ sin р (« — s + Е) — 2г'р2 sin р (Е — s), для s > Е.

Корнями уравнения ш (р) = 0 являются числа рт = 2т± (I — »), где- 
т = 0, ±1, ±2,•••. Функция (в), равная по определению

-^МГ(։Лр>)/(Е)<й 

Ст о
и вычисленная с помощью теории вычетов, примет вид 

Om(s) = exp [։ (V — Z)s]-Sm (s),
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|Где sm ($) обозначает частную сумму ряда Фурье функции f (s) expX 
X [г (/ — ■») s] на отрезке 0 < s < к:

К
sm (s)= Va* cos 2ks + Ьц sin as, ae=— f exp [։ (Z —» E]/ (5) di, 

TZ I*-o У
К

О P
a* = — I exp [i (Z — v) E] j (E) cos 2fcE

к J 
о

x
2 c

bk = — I [exp [i (Z — ■*) E] /(E) sin 2Jci di.
K J

Согласно теореме 3.1, существует функция Грина О задачи (7) 
|И, согласно теореме 3.2, последовательность {5m (s)}:

Sm (s)=~ 2b J (fG (s> E> p։) f (e) *)?d?

Cm 0

равно сходится на'отрезке [0, it] с последовательностью am(s).
Чтобы перейти к теоремам о разложении рассмотрим сопряжен

ную к (7) краевую задачу:

V" «) 4-{Г[Ф(<)| 4-х8} v (t);= О,

О (it ֊UP) =4: V (1 ₽), (8)
Н

v' (it + Ip) = -i- v' (i₽).

■Она аналогична (7) с заменой р на -֊, но не для v (Z), а для «(7).
I1

Следовательно, если существует решение краевой задачи (8) на ка
кой-нибудь прямой Р = const, то комплексно сопряженная к нему функ
ция является аналитической в полосе Рх < Im t Ра и не зависит от 
■того, на какой прямой рассматривается краевая задача.

Сделаем теперь дополнительное к условию А предположение:
Условие Б. Предполагается, что все полюсы функции Грина 

задачи (7) простые.
Это позволяет применить теоремы 5.1 и 5.2 книги [3] и мы при

водим к следующим выводам:
1. Краевые задачи (7) и (8), рассмотренные на какой-нибудь пря

мой Р = const, имеют счетные последовательности собственных чисел

х?,

Ai биортогональные системы србст венных функций
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«1 (0, “мЮ, «а (О»'”
«1W, «։(*). »»(<),•••, Z=s4֊Z₽.

2. Всякая непрерывная на отрезке s -С" функция f (t) такая, 
что / (Z) exp [Z (Z—v) Z] представима равномерно сходящимся рядом 
Фурье, может быть разложена в равномерно сходящийся на нем ряд 
по собственным функциям задачи (7):

К
/(0 = 2 где aj = f/ (Z) vj(t) dt, t = s 4֊ i p. (9)

/-1 0J

Возьмем функцию ? (Z), аналитическую в по юсе Pj Im t Ps и 
удовлетворяющую в ней условию <р (Z + к) = |*<р (Z), р = ехр [кг (■»—Z)]. 
Функция <р (Z) exp [Z (Z — v) Z] = Ф (Z) к — периодическая и потому пред
ставима на любой прямой Р = const, < Р < Р2 равномерно сходящим
ся рядом Фурье. Следовательно, функция <р (Z) может быть разложе
на в ряд (9), равномерно сходящийся на каждой прямой р = const, 
Рг р Р։. Докажем, что фактически разложение равномерно сходится 
в любом прямоугольнике Q: 0<s^k, р1 <р-< Рг, Jr де Рх < Р ։ <^Рг<^Ря-

Рассмотрим ряд Фурье функции Ф (Z) на какой-нибудь прямой 
Р = const. Согласно теореме Лебега ([4], стр. 193),

|sm (Z) — Ф (01 < (3 + In т) Ея, 
где Ет — наилучшее приближение функции Ф (Z) тригонометрическими 
полиномами порядка не выше т. Согласно теореме Джексона для вся
кой непрерывной с периодом 2« функции справедлива оценка

Ет < 12 о) (—\ ([4], стр. 117),
\ т/

где ш — модуль непрерывности функции. На отрезке 0֊Cs-Ck, Р = const 
возьмем две произвольные точки sx 4՜ Z Р и sa 4֊ Z р. Имеем

Ф (ss 4- ZP) — ®J(S14- ZP) =■֊ J ф' (Z) dt.

<T| + /p V 
Обозначая через Мг = max |Ф' (Z)|, получим

|Ф (s։ 4- ZP) ֊ Ф (sx + ZP) |<МХ |S1 - s։|.
Таким образом, функция Ф (Z) удовлетворяет условию Липшица с 

общей константой Мх для всех прямых Р = const, pi^C Р Ра- Итак, 
окончательно, для частных сумм (Z) ряда Фурье получим следую
щую оценку, справедливую на всех прямых Р = const, Pi -С Р -С Р։:

|sm (Z) - Ф (Z)| < (34֊ In m) 12 Мх —!• 
т

Обозначим М = max | Ф (Z)|. Тогда
t&i
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|Sm (01 < М + 12 М' (3 + 1П
т

Отсюда следует, что sm (0 ограничены для всех т и t £ Q одной кон
стантой.

Пользуясь обозначениями из [3], имеем для частных сумм ря
да (9)

|&, (01 < Ism (01 + I’m (0֊Sm (0| + (0 ֊ °* (01-
Если проследить за доказательством теоремы 3.2 из [3], то 

можно убедиться, что приведенная там оценка для |sm (0 — От (01 мо
жет быть сделана независящей от того, на какой прямой Р = const, 
Pi -С Р < ₽2, мы производим оценки.

Окончательно заключаем, что суммы Sm (0 ограничены для всех 
т и t £ Q одной константой, и, следовательно, по теореме Витали ряд 
(9) сходится равномерно в Q.

Остается перейти к разложению функций, аналитических в дву
связной области D (Д, LJ. Пусть f (я) такая функция. Образуем вспо
могательную функцию

ф(0 = ^]-44 7[Ф(0]

Очевидно она аналитическая в полосе Р1 1т I Р։ и удовлетворяет 
условию <р + к) = р<р (/). Следовательно, справедливо разложение 
(9). Переходя к переменной я, получим

/(«) = 2 (0 7 («)>
/-։

где I определяется равенством (2')-
Заметим, что согласно (3) произведение и/(£) (я) есть решение 

уравнения (1), аналитическое в области О (1^, 1^) и соответствующее 
собственному числу = к}. Окончательно получим

/ («) = 2 а/ зМ, (10)
/-։

где, согласно (9), после замены (2՜) коэффициент а/ выражается так»

О) = I / (я) V/ (/) ֊ . Нетрудно убедиться, что функция
Л 7 (*) V Ро (*)

ференциальному уравнению

аналитическая в D (Z^, Z.s) и удовлетворяет диф-

Ро (*) з" 4՜ [2ро (я) Р1 (я)] у' 4- [ро (я) —- рг (я) + ра (я)] у + =0. (11)
Таким образом, для вычисления коэффициентов а/ разложения 

(10) необходимо знать аналитические в О 1^) решения х] (я) диф-
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ференциального уравнения (11). Полезно отметить, что функции х/ (я) 
можно выразить через решения дифференциального уравнения (1). 
Именно, сделав замену

х/ (х) = 7V(x) Xj (z), где N (х) = -1— exp 
Л>о О)

d~ > (12)

можно убедиться, что X) (г) удовлетворяет дифференциальному урав
нению (1) при л2=л/. Так как в равенстве (12) левая часть аналити
ческая в Р (£1, £։) функция, а Л (х) при обходе контура Ь один раз 
против часовой стрелки помножается на ехр [2«/*], то Л/ (х) такое ре
шение дифференциального уравнения (1), которое после обхода кон
тура £ один раз против часовой стрелки умножается на ехр [—2«Л].

Таким образом, нами получена
Теорема. При выполнении условий А и Б существуют:

1) счетная последовательность чисел
12 )2*■։, '-з, • • •,

2) соответствующая последовательность аналитических в дву
связной области Б (£1։ £,) решений при ).* = к}, / = 1, 2,••• урав
нения (1):

Уг (*). Уг(г)> У»И, -->

3) последовательность решений уравнения (1) при = 1/, } =1, 2, • • •

Л(*), Х,(х), ^(х),-..

такая, что системы {уу (х))7=1 и {/V (х) Л/(х))£=1 биортогональны 
на любом контуре Ь.

Кроме того, всякую аналитическую в области О (1^, £,) функ
цию /(г) можно разложить, и притом единственным способом, в 
равномерно сходящийся в области ряд

/ (х) = ауу/(х), ау = Г / (х) К (г) Х]{г) Иг.

£

♦ * ♦

Рассмотрим в качестве примера дифференциальное уравнение

(1-х2) у" + [₽- а - («+₽+2) х] y'+f X2 - -^±£±1L1 у = 0, (13)
L 4

где а и произвольные комплексные числа такие, что а ? не рав
но целому числу.

Переход на плоскость t осуществляется в этом случае с по
мощью следующей замены переменных:

I + ag 14-2а

t = -у arc sin х, у (х) = и (f) (1 -f- х) (1 — х)
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Нетрудно видеть, что условие А выполняется. Действительно, 
, 1

■»} =2 J* y^Z =2'ге> а в качестве контуров L следует взять произ- 

— 1
вольные эллипсы с фокусами в точках—1 и 1—образы прямых, парал
лельных действительной оси плоскости t при отображении z= sin 2t.

Проверим выполнение условия Б. Полюсы функции Грина явля
ются собственными числами краевой задачи

Z«) + р-2..֊2р-+2№-—)„-2, + . (()_0 
| cos 2t J
и' (к) = exp [wi (1 + а 4֊ ₽)] и' (0), (14}
и (it) = exp [it/ (1 + а + ₽)] и (0),

где р։ = 4k8,
Легко убедиться, что они являются корнями уравнения

cos itp — cos it (а 4՜ Р 4՜ 1) 4՜ О (—\ = 0. (15}
\ Р /

Отсюда получаем асимптотические значения для собственных чисел 
Р; = 2/+14-а4-₽4-з/, р} = 2/-1—а-Р4-в;, (16)

By, By 0 при У-»со.

Собственные числа можно найти также, исходя из другого соображе
ния. Это будут такие значения параметра К8, при которых уравнение 
(13) имеет однозначное решение в окрестности бесконечно удаленной 
точки. Для исследования характера решения в ее окрестности в урав

нении (13) сделаем замену переменной z = — и для полученного урав- 

нения

z\ (Л֊ 1) у" 4֊ [2г? 4֊ («֊₽) г? 4֊ (« + Р) у 4֊ [ X8- = 0

(П) 
будем искать решение, аналитическое в окрестности начала коорди" 
нат, в виде ряда

У («։) = si [ 1 4-^0* г* I. (18)
I- *=! J

Подставляя (18) в дифференциальное уравнение (17) и приравнивая 
нулю коэффициенты при одинаковых степенях z1, получим рекуррент
ные формулы для определения коэффициентов ац и, |так называемое, 
определяющее уравнение для показателя 7:

? ֊ 7 (* 4- Р 4- 1)Н -(а-+ Р +1)2 - к» = 0.
> 4
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Корни его равны:
_ «0+1 . J , • + ? + ! ,
1.--------- 1------  + Ь---------֊2-------

Поскольку решение (18) будет однозначным в окрестности точки ях=0 
только при 7 равном целому числу, то отсюда следует, что 

а + ?4- 1 Л/= ( j------------------
V 2 

где 7 = 0, ±1, ± 2, ■ • •.
Так как р* = 4)’, то

Р/=2у±(« + Р + 1), j = 0, ±1, ±2,-...
Сравнивая эти значения с ранее полученными асимптотическими 

значениями (16), заключаем, что все числа ву=е; = О. Следовательно, 
фактически уравнение (15) имеет вид

cos к? — cos к (а+₽ 4֊ 1)=0. (19)
Поскольку а 4՜ ₽ отлично от целого числа, то Р/== 2/4՜« + ? + 1» 
у = 0, ±1, ±2,••• являются простыми корнями уравнения (19). Итак, 
полюсы функции Грина задачи (14) простые.

Мы получили счетную последовательность собственных чисел 
).;= (j--- а "1՜ +1 Л ,7 = 0, ±1, +2, ■ • •, при каждом X/ уравнение

\ 2 /
(13) имеет два линейно независимых решения, из которых одно, со
ответствующее показателю Yi =/, j'=0, ±1, +2,••• является анали
тической функцией yj (z), а второе, соответствующее показателю 
7, = — /4՜ (« 4- ₽ + 1), / = 0, ±1» ±2»-------будет многозначной функ
цией Xj(z).

Для коэффициентов а* функции

у7(я)=я1^

получается следующая рекуррентная формула:
аф к (а 4֊ ₽ + 1 ֊ к -27) + а(£։ (а-₽)(7+ к - 1) +

■ +аЯ?(74-*-2)(7 + Л֊1)=0. (20)

При 7 = 0, —1, —2,••• получаем, что у] (я) есть полином—7-0Й степе
ни относительно г, так как из (20) следует, что а^+1, а(2/+а равны ну
лю. Следовательно, с точностью до постоянных множителей, получили 
известные полиномы Якоби (я) (см., например, [5]). Функции же 
у^(я) являются функциями Якоби второгорода С5а'Р)(я).

При 7=1, 2, 3, •••, собственная функцияуу(я)=-^-Г 
z1 L

аналитическая вне отрезка [—1, 1]; в этом случае нам удобнее найти 
не X, (г), а х/(я) = (?)Х) (я).
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Функция X) (я), согласно общей теории, является аналитическим 
в эллиптическом кольце решением дифференциального уравнения (11), 
которое в настоящем случае имеет вид 
(1-я։) у"+ [а-₽-На +Р ֊2) г] у'+ Р - (Л±^+1)’ р» у=0. (21)

Решение х/ (я) мы будем отыскивать таким же образом, как и у) (я): 
„ ~ ' 1 ‘сделаем замену переменной я = — и для полученного уравнения

Я1 (я?—1) у՞ -ь [2я?4֊ (Р—а) я?— (а+р) ях] у-\-

>7 ^=0 (22)

будем искать решение, аналитическое в окрестности начала координат.

Таким образом, получим хДя) = яИ+1Г1+\'я* , я= —, где 
' 1 J Ъ

вычисляются с помощью следующей рекуррентной формулы: 
№ к (2/ - 1 ֊ к - а - р) + Ьц-1 (р ֊ а)(А - /) + 6^2(Л֊1 -/)(*-/)= 

= 0, ;= 1, 2, з, --.

Нетрудно видеть, что х/ (я) является полиномом у —1 степени от
носительно я.

Итак, если / (я)—функция, аналитическая в эллиптическом коль
це, образованном софокусными эллипсами, с фокусами ±1, то ее 
можно разложить единственным образом в равномерно сходящийся в 
этом кольце ряд

/(я) = А] Р/’₽)(я) +2В/У/И,
7=1

где

Лу= 1/(я)(я—1)“ (я+1)₽ (г) аг,

где в качестве контура £ можно взять эллипс с фокусами ±1, лежа
щий в области аналитичности / (я), а (я—1)" (я-|-1)₽ играет роль М (г) 
в формуле (12).

Если же / (я) аналитична всюду внутри эллипса с фокусами ±1, 
то очевидно В/=0, и мы получим разложение аналитической функции 
в ряд по полиномам Якоби. Аналогично получается разложение функ
ции / (я), аналитической вне отрезка [—1, 1].
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Можно рассматривать дифференциальное уравнение (21) как ис
ходное и получить аналогичные результаты. Например, для функции 
f (z), аналитической вне отрезка [—1, 1] и обращающейся в нуль на 
бесконечности, получим

С,= f /(z)P$''W(z)<fc.

/“О 1

Этот результат пересекается с указанным в книге [5]. Именно в 
ней приведены вышеуказанные разложения для произвольных действи
тельных значений <?>- —1, ß > — 1.
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Р. Ի. ՕՐԵԽՈՎ, Մ. Գ. ԽԱՊԼԱՆՈՎ. Երկրորդ կարդի դիֆերենցիալ հավասարման լուծումներով 
առաջացած անալիտիկ ֆունկցիաների տարածության բազիսների մասին (ամփոփում)

Հոդվածում բերված են պայմաններ, որոնց դեպքում pQ («) (z) p' H“Pa (z) У 4՜ ^*У =0
դիֆերենցիալ հավասարումը ունի pQ (2)~ի զրոները լպարունակող ինլ-որ մի երկկապ տիրույ
թում անալիտիկ սեփական ֆունկցիաների սիստեմ, որոնք բազիս են կազմում այդ տիրույթում 
անալիտիկ ֆունկցիաներ տարածության մեջւ Մասնավորապես ապացուցված է, որ Յակոբիի բազ
մանդամները կամայական կոմպլեքս CL-ի ե ß-Д համար, որոնց Ct+ß գումարը ամբողջ չէ կազ
մում են բազիս ֆոկուսները ունեցող ակամայական ֆիքսած էլիպսում անալիտիկ ֆունկ
ցիաների տարածության մեջւ Այս արդյունքը հայտնի էր կամայական CL^-l և ß>-I իրական 
թվերի համար»

В. I. ORECHOV and M. G. KCHAPLANOV. On the bates in the spaces of 
analytical functions formed by the solutions of the differential equation of the 

second order (summary)

The conditions are pointed out under which the equation „

P։(։)s4-PiWy'+pi(։)y-|-  ̂= 0
possesses a system of eigenfunctions which are analytical in a doubly-connected, 
free from the zeroes of p0 (z) domain, the system itself constituting a basis in the 
space of the functions, analytical in the domain. In particular, Jakoby polinomials for 
arbitrary complex a and ß, such that a-Hß is not an integer are shown to constitute a 
basis in the space of functions, analytical in every fixed ellipce, with foci in ±1. 
This result was known previously for every real a > — 1, ß > — 1.
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