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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПОЛУГРУППЫ КВАДРАТНЫХ МАТРИЦ 
РАНГА ОДИН НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

1°. Теорема.'Пусть А—квадратная матрица порядка п ранга г над 
произвольным полем К. Тогда существуют две прямоугольные матри
цы В и С размеров (пХг) и (гХп) и ранга г такие, что А= ВС. Та-- 
кое разложение однозначно с точностью до умножения В справа на 
невырожденную матрицу М размера г X г и одновременного умножения 
С слева на обратную.

Д = ВС = (ВМ) (М-' С).‘
Пусть С—полугруппа всех квадратных матриц порядка п. Дву- 

сторонние идеалы этой полугруппы образованы матрицами ранга г, 
где г—любое число от 1 до п. Поэтому они образуют простую струк
туру

С => Сп-1 => 0.
Изучим строение структуры одночленных (главных) идеалов, т. е. 

таких, которые порождаются одним элементом.
Пусть г—ранг порождающей матрицы А. Тогда в силу теоремы 

А ~ВС,
где В и С матрицы размеров (пХг), (пХп) ранга г. Идеал, порожден
ный матрицей А, составляет множество В (СХ) = ВС', где В фикси
рованное, а С состоит из всех матриц размера гХп-

Матрица В определяется с точностью до умножения справа на 
невырожденную матрицу. Поэтому, если идеалу сопоставить подпро
странство размерности г, натянутое на столбцы матрицы В, оно не 
меняется при умножении В справа на невырожденную матрицу и будет- 
однозначно соответствовать идеалу.

Обратно для любого г-мерного подпространства найдется соот-՜ 
ветствующий идеал (в качестве В можно взять матрицу, столбцы ко
торой составляют базис подпространства).

Итак между одночленными идеалами и подпространствами п-мер- 
ного пространства имеется взаимно однозначное соответствие. Это со
ответствие есть структурный изоморфизм: вложению идеалов соответ
ствует вложение подпространств. Число одночленных идеалов (при ко
нечном поле К) ранга г равно числу подпространств размерности г 
п-мерного пространства над полем К. Как известно, оно равно
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(?"֊1)(<7Я —?)••■ (?я-д'-») = (д'1—1) (д"-«-1)---(дл-г+1֊1) ։
(9Г— 1) (<7Г— д) • • • (д'՜ — д'՜՜1) (д'՜ — 1) (д'՜՜1 — 1) • • • (д — 1)

здесь д—число элементов поля.
Число элементов в идеале равно числу матриц С' и равно дпг.
Исследуем с какой матрицей связаны два подпространства «-мер

ного пространства строк и столбцов размерности г (имеются ввиду 
пространство, натянутое на столбцы и пространство, натянутое на 
строки).

Пусть А такая матрица, —пространство столбцов, —про
странство строк.

Для любых двух подпространств размерности г можно найти мат
рицу Л, для которой эти подпространства будут Ра и Вд.

Именно, пусть

где столбцы матрицы С составляют базис пространства R, а строки 
матрицы В составляют базис пространства £.

Положим
А = СМВ, 

тде М—любая невырожденная матрица порядка г. Тогда
« R, Вд = В.

Это есть общий вид таких матриц, так что при фиксированных R кВ 
имеется взаимно однозначное соответствие с невырожденными матрица՜ 
ми М порядка г.

Выберем базис для каждого подпространства. Над конечным по
лем будет конечное число подпространств М, Л •

Пусть В, и С/— матрицы, соответствующие выбранным базисам 
7-го подпространства R/ и у-го подпространства В/{1 — 1, —,/V; 
у=1,..., ТУ).

Пусть
А1 = В/М1С], А2 = ВкМ2С1.

Тогда
А2А2 = В, (М&ВкМД С, = В1 М2С1, 

.где
Мз — М3Р)к М2, 
Ри= С1Вк.

В том случае, когда С,Вц—вырожденная матрица, заменим ее ну
лем, если мы рассматриваем полугруппу матриц ранга г „с точностью 
до матриц меньшего ранга“, т. е. „склеиваем“ их с нулем.

Для каждого Подпространства R пространства столбцов суще
ствует „ортогональное“ к нему подпространство R* в пространстве 
строк. Если размерность R равна г, то размерность /?* равна п—г.
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Для того чтобы матрица С]Вц была невырожденной, необходимо 
и достаточно, чтобы

Отметим, что
1. Число невырожденных матриц порядка г равно

5г=(/֊ 1) (9г_д).._ (дг_дг-1)։

2. Число прямоугольных матриц пХг ранга г равно
АП։Г = (яп — 1)(<7П— ч)--(дп — д'՜՜1).

3. Число подпространств п-мерного пространства размерности г 
равно

Сп г = Ап г = (Ч՞ — г) (9՞ ~ ?) ' •' (<7՞ ~ Я'՜1).
5г (<7Г —1) (<7'՜—<?)••• (<7Г—<7Г-1)

4. Число матриц порядка п и ранга г равно

Сп, Г • 5г,
где Сп, г есть число строк и столбцов определяющей матрицы 
Р — ЦС7 Д*|], а 5г есть число элементов группы невырожденных матриц.

2° . Этот пункт посвящен исследованию матрицы Р.
а" — 1Пусть ^ =—————, • •, Ь։\—все одномерные подпростран-
я—1

ства п-мерного пространства над полем К из элементов, 2Ъ •••,2п — 
какие-либо ненулевые векторы, содержащиеся, соответственно, в 
£х,Выберем их следующим обр>азом (координаты расположены 
в столбцах);

... 1 ... О--- О О

... г/։ ... 1... О О
• • •

1 •

Это множество векторов обозначим через Ж. Выбор такой, что пер
вая отличная от нуля координата равна 1. Тогда остальные, независи
мо друг от друга, пробегают все значения в поле.

Матрицы ранга 1 имеют вид 2]С21, где 2}, Д/ независимо про
бегают все множество Ж, с£К, с=/= 0. Умножение таких матриц осу
ществляется по формуле

2)сх 2{, 2ьсл 2а=- 2] (с։ 2{ с։) 2а=2) с32[,
где

Сд—^1^2 •
203—5
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Поэтому нас интересует матрица Р = (Pik), составленная из „ска
лярных“ произведений Ptk—Zi Zu, рассматриваемая в групповой алгеб
ре мультипликативной группы поля над полем комплексных чисел.

Пусть у0, /,,•••, 7.ч-2—все характеры мультипликативной группы, 
»о—главный характер. Через Z (р) обозначим матрицу, получающуюся 
из матрицы Р посредством замены каждого ее элемента значением 
характера у., причем полагаем Z (0) = 0. Покажем, что det у. (р)=/=0. Для 
Этого рассмотрим

|det у, (р)|а = |det у. (/>)/. (р')1»
здесь Р1—матрица, транспонированная к р, Z характер, сопряжен
ный с у.

Элемент г-ой строки и ж-го столбца матрицы у. (р) 7. (р') равен

>HZ/,Z*)= 2 7 (Z, U)7.(u'Zk).
^SR

Пусть Т—невырожденное преобразование основного пространства. Ес
ли U пробегает все векторы совокупности SR, то TU пробегает все 
векторы совокупности SR с точностью до скалярного множителя

TU, = &i. т ‘ tZr (7).
Поэтому

ф(72/, TZk) = 2 z(Zj Г' U)7(U'TZk) =

= 2 7.(Zi U-&U' ji) 7. (ли^т՛ ‘ Zk)= 
nW

= 2 z (Zi U) Z («у, r) 7. (*y, r) X (^Z*)= 
i/eSR

= 2 7AZi U)7(U' Zkl^tZ, Zk). 
t/c-SR

Но любую пару векторов можно перевести линейным невырож- 
Денным преобразованием в любую другую пару векторов.

Поэтому как все диагональные элементы матрицы /_ (р) (//), так 
и все недиагональные элементы равны между собой. Достаточно под
считать Ф (Z1։ Z2) и Ф (Zj, ZJ, 
где

Ясно, что
(21։ ZJ = 2 z (2 U) у (ь՛ Z.)= 9«-’.
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Если характер Z=/=Z0, тэ Т (2։, Z2) = 0, а для главного харак
тера Z = Zo

Ч- (Л, Z») = 2 Z (2! и)-л (U', Z։) = <7«֊։ - <7«֊2.
«Ж

Соответственно, для Z =f= 7.0 имеем 

отсюда

det X (р)| = <7 
и

• 
7 

°՜ о- 
1 ,1. 
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vi _о-
|det /л (р)| =

<7я-1

<7я—։ —<7Я~2» Чп 1 — Чп~2:
откуда

г[(/1-։)Т=Т+я]
|<Ы X, (,)| = / 1 •

3°. Полугрупповая алгебра над полем комплексных чисел С по
лугруппы матриц ранга -С1 с элементами из К образована формальны
ми суммами

2 а^с^/с 21.

где ацс £С, с£К. Будем считать, что при с=0 соответствующие сла
гаемые равны нулю (6С), то есть нуль полугруппы считаем нулем по- 
лугрупповой алгебры. Элементы полугрупповой алгебры можно пред
ставить в виде

2 Ь]12; 2?1 ,

где
бу = 2 аЛс с

— элементы групповой алгебры для групп К* ненулевых элементов по
ля К.

Умножение осуществляется по правилу

(*) S^y/Z; '2 buZk Zi = put Ьщ Zj Zi •
'• J k,i

Если ввести обозначение В = (6/*), то в терминах этих матриц 
правило (*) умножения имеет вид
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Вг t- Вгг= В^В,, 
где через ° обозначено умножение по правилу (*).

Так как Р—невырожденная матрица как доказано в 2 полугруп- 
повая алгебра изоморфна алгебре матриц над групповой алгеброй 
группы Հ*. Поэтому она вполне приводима и все представления есте
ственно продолжают представления /-о, А> ' ‘ мультипликативной 
группы Л* поля ЛГ.

Результат настоящей работы является конкретизацией результа
тов А. Клиффорда [1J и И. С. Понизовского [2], [3].
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А. 1Г. ԵԴհՂԱՐՅԱՆ. Վեր^ակոր ւյաշտ|> ւ|րա մհկ ոանց|ւ քաոակուսայ|ւն մաարիցների կ|ւսա- 
խմթերի ներկայացումներ (ամփոփում)

Աշխատանքում ապացոլցվում կէ որ վերշավոր պաշտի վրա մեկ ոանպի րաոակուսային մատ- 
րիցների կիսախմբերի րոլոր ներկալացոս1ն!։րը կոմպլեբս խվերի պաշտի վրա լրիվ բերելի Լն 
հ ա1ԴսէՒսի կիսախմբի րոլոր ներկալացումների համար տրվո։մ Է սպառիլ պատասխան։

В. М. EDIGARIAN. Representation of the semigroup of square matrlcles 
of rang 1 over the finite field (summary)

The paper establishes, that all representations of the semigroup mentioned in the 
heading are entirely reducable. The full answer is given for all representations of the 
semigroup.
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