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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИКО-ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ

Введение

В работе изучаются краевые задачи для уравнений эллиптико- 
параболического типа, имеющих вид

Ж (п)=Р, ( (, х, м4֊Л (*, х, О) и = А (Ц х), (0.1)
\ О1 /

где

Լ (է, х, О) и= 2Լ օ> (է, х) Շ* и
|։| '.2т

—эллиптический дифференциальный оператор порядка 2т (х^>1 и 
пг^-1 произвольны).

Напомним (см. [6]—[8]), что оператор Я)? (и) называется эллипти- 
ко-параболическим в области <2, если для любой точки (?, х) £ <2

аДп)э 4֊ Ьът (/, х, к)=/=0, 
где произвольные вещественные ' и ; таковы, что |'| 4՜ |;| =/= 0. (£гт — 
означает главную часть оператора £).

В цитированных работах [6]—[8] для эллиптико-параболических 
уравнений изучались краевые задачи в неограниченном цилиндре 
<2 = СХ[0,оо), а также периодические решения по Е Здесь изучаются 
общие краевые задачи для уравнений (0,1) в ограниченном цилиндре 
<2 = СХ [0, 7]. Ввиду того, что эллиптико-параболические уравнения 
некорректны в смысле Адамара-Петровского [6] (исключение состав-

I, х, — \==—г т. е. параболическое уравне

ние), прежде всего возникает вопрос о постановке задачи по времени, 
т. е. вопрос о числе условий, которые следует в дополнение к урав
нению (0.1) задавать при £=0 и при /= Т. Как выяснилось число та
ких условий при ( =0 и при ( — Т, вообще говоря, различно. Именно, 

если в нечетно и (—1) а^^>0, то при £ = 0 требуется х— к уело- 
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вий, где к — I -^֊ |, а при / = 7՞ оно равно к. Если՜же՜ (—1) а5 <^0, 

то плоскости £=0 и I = Т меняются ролями. В случае же четных 
5 2к число условий при / = 0 и 1-Т одинаково и равно к.

(В связи с этим отметим, что простейшие краевые задачи, рас
смотренные в [7] для уравнения (0,1), являются сопряженными друг к 
другу в том смысле, что при изменении знака / при нечетном 5 они 
меняются ролями, а при четном з остаются инвариантными. Это свой
ство является весьма важным и во всей теории эллиптико-параболичес- 
ких уравнений).

Как показано в настоящей работе для эллиптико-параболических 
уравнений справедлив принцип локальности, т. е. принцип „заморажи
вания“ коэффициентов, широко используемый в настоящее время при 
изучении эллиптических и параболических уравнений. Как известно, этот 
принцип состоит в локальном изучении задачи внутри области и вблизи 
границы и последующем свертывании с помощью разбиения единицы. 
Следуя этой схеме, мы устанавливаем в § 1 разрешимость краевой за
дачи для уравнения (0.1) вначале в бесконечном цилиндре (?= СХИ1 в 
пространствах типа Ь? (О). Затем в § 2 устанавливается аналогичная 
теорема о разрешимости краевой задачи по I в полуограниченном. ци
линдре [0, оо). При этом доказываются точные двусторонние
оценки.

Теорема в § 3, касающаяся малых возмущений оператора £(#, х, О), 
носит вспомогательный характер. Основные теоремы о фредгольмово- 
сти поставленных задач получены в §§ 4 и 5. Отметим, что нами рас
смотрен здесь случай, когда оператор £ (£ х, £>) является самосопря
женным (§ 4) или полуограниченным снизу (более точно см. § 5). Де
ло в том, что при изучении краевых задач в цилиндрической области 
необходимо возникают вопросы согласования начальных условий при. 
I =0 и { = Т (заметим, что при переходе через верхнюю или нижнюю 
кромку цилиндра <2, меняется число граничных условий, т. е. меняет
ся индекс факторизации символа оператора (и) (см. [4]). Условия 
согласования для рассматриваемых в §§ 5 и 6 задач состоят в воз
можности разложения начальных условий и правой части уравнения 
А (£ х) в ряды Фурье по собственным функциям оператора £(£ х, £>),.. 
В случае же общего эллиптического оператора Ь (/, х, О) эти условия՛ 
могут иметь иной характер. Вопрос согласования начальных и гранич
ных условий при переходе через угловые точки цилиндра <2 есть, по 
существу, вопрос о правильном понимании в этих точках известного՛ 
условия Шапиро-Лопатинского или условия дополнительности (см., 
например, [1], [4]). Изучение этого вопроса требует иного подхода и 
выходит за рамки настоящей работы.;

В заключительном § 6 более детально изучается краевая задача, ана
логичная задаче Дирихле для эллиптических уравнений, в частности по
лучена теорема единственности. В конце параграфа приведены примеры-
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§ 1. Краевая задача в неограниченном цилиндре

Пусть Q = G X R’-ЕССГр ЕЕИ'.СЕЕЫЙ ЦИЛИНДР с бСКСЕСЙ псгерх 
ностью S = dG X R1, Gc R". Рассмотрим в цилиндре Q уравнение

2Х (u) s а;И<'Ч L (х, D) и -= h (t, х) (1-1)

при условиях
Bj(x, D) н|$ =0, /=!,•••» гп. (1-2)

Здесь
L (х, D) и = 2 аа (x) D* и, а, (х) £ C“ 

|я| < 2т
—эллиптический дифференциальный оператор порядка 2т с гладкими 
комплексными коэффициентами. Напомним, что оператор L (х, D) на
зывается эллиптическим в области Gc:Rn, если для любого х=(х։,՛՛* 
- • ■, хЛ) £ G и любых вещественных 5 = (5։,• • •» ՝л)

Lim (х, Л)=£0, |;| =/=0.
Допустим, что граничные дифференциальные операторы

Bj(x։D)uis 2 bß (х) D9 и, m7<2m—1, j == 1,-• • > т

определяют для оператора L (х, D) полуограниченную самосопряжен
ную задачу (о необходимых и достаточных условиях справедливости 
этого требования см., например, [2], [12], [13]). Пусть о>о (х), ^(х),-՛՛ 
—система собственных функций этой задачи с собственными значения
ми В дальнейшем условимся говорить о функциях % (х),
wi (•*)>' • • как о собственных функциях оператора L (х, D).

Введем необходимые для дальнейшего пространства. Пусть 
■Н1=Н‘ (G), где I > 0 — вещественное число,—пространство Соболева- 
Слободецкого (см. [11], [10] или [5]). Напомним, что при целых I нор
ма в Н1 равна

М? = (2 J |£>“и|։</х. 

о
Обозначим далее через H(r, I) (г^-0— целое число) пространство 
функций и (t, х), заданных в цилиндре Q=/X G, где ZcR1 есть либо 
вся ось (к § 1), либо полуось [0, оо) (к § 2), либо отрезок [0, 7] (к 
§ 4), с нормой

Нг,« = J (М?+ РГ) |о) dt. 

I
Определим теперь пространство Hl {Bj} как пространство рядов Фурье 
по собственным функциям оператора L (х, D). Более точно, функция 
u(x)^H‘{Bj} тогда и только тог^а, когда и (х) представима в виде 
.ряда

и (х) = сошо (х) 4- (х) 4----- ,
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сходящегося в метрике пространства Н‘. Как известно (см., например, 
[2], [3j) Н° {Bj]=L2 (G), а при I = 2т пространство Н2” {Bj} есть 
подпространство функций и (х) Hin, удовлетворяющих условиям

В) (х, D) и|ао = 0, / = 1,- • •, т.

При Г>2т пространство Hl {Bj} Уже указанного подпространства-
Наконец, H(r, I) [В,} означает пространство рядов Фурье, схо

дящихся в метрике Н (г, I), т. е. функция и (t, х)^Н (г, I) {Bj} тогда 
и только тогда, когда и (t, х) представима в виде ряда

u (£, х) = с0 (О «о (х) + Ci (0 <ох (х) 4----- ,
сходящегося в Н (г, I). Пространство Н (г, 1){В/} в дальнейшем есть 
пространство решений задачи (1.1), (1.2).

Теорема 1. Если s нечетно и среди собственных чисел опе
ратора L(x, D) нет нуля, т. е. >ч=/=0, i = 0, 1,- • ■, то отображение

Ы(и)-.Н (Г,Г֊} {В/} -+ H(r-s,(r֊s) {Bj}
\ S / \ . S /

есть изоморфизм. При этом справедлива двусторонняя оценка՝
Г

[|SK(M)|| 2 <Ci(M 2m Н-И4ло)<С2||ЗХ(и)|| . (1.3),
г. г— r-3.(r-sj—

где Ci > 0, Cs > 0 — постоянные, X — min р֊/|, i =0, 1,-• ■.
Доказательство. В прямую сторону утверждение теоре

мы очевидно. Докажем обратное, т. е., что для любой функции 
h^H существует единственное решение задачи (1.1),

г-s, О՜-*) —

(1.2) и£Н (&/}, причем имеет место неравенство (1.3). Будем ис- 

кать решение и (t, х) в виде ряда

и (t, х) = 2 а (0 ш/ (х). (1.4).

Подставляя ряд (1.4) в уравнение (1.1), убеждаемся, что функции 
ci(t) должны удовлетворять системе обыкновенных дифференциальных, 
уравнений

asc<is)(t} + ^cl(t)= h(t), (1.5).

где

hi(t) = (Л, ш/) ss J h (t, х) ш/ (х) dx. 

о
Лемма 1. Если s нечетно и Х=^=0, то для любой функции 

h (t) H'~s (R1) уравнение
a3U^(t) + lu(t) = h(t) (1.6),.
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имеет единственное решение и (1)£НГ (R1), причем справедливо не
равенство 

— —ЦА<'֊'>|| + |К| ' И < Сг (|и<^ 4- р-Г М) < С3 (|А<'֊'1 + Р֊| ' И). (Ь7)
ео

где С1^>0, С։^>0 — постоянные, ЦиЦ2 = |и|2с//.
— ОО

Доказательство. Общее решение уравнения (1.6) можно за
писать в виде

*-։ 1«(*) = 2 е^'(в}+ (* е՜^ АфД (1-8)
;=о \ V '

где р/(л) — корни характеристического полинома а5 Р* + — 0> А/ про
извольные постоянные, —определитель Вандермонда из чисел ру, 
И?у— алгебраические дополнения последней строки В^. Пусть корни 
Ро, •••, р*_1 таковы, что Ие ру2>0 (/ = 0,• • •, к—1), а Ке Р*<СО,• • ■, 
Ке |Ъ—1 <^0. Положим для у = 0,•••, к—1

В/=—ъс «-►/■ Л(Ч*.

О
а для / = , 5—1

о
5;=^- у е՜^ А (г) Л.

— ОО—

Осталось показать, что для Л (/) £ Н'~* так определенное решение (2.7) 
и ({)£НГ и справедливо неравенство (1.7). Имеем

“^ = ֊2^^' Г е՜^ Л(т)Л+2^г/ С е-^А(х)Л, 
/=0 р /=*

или, что то же,

“« - 3 V [е՜'7’А ('+’> * + 2 тИ '֊«, о՝1
откуда, используя известное неравенство Минковского и тот факт, 

что \ру| = р.| , получаем оценку

М-Мссн
После этого, из уравнения (1.6) последовательно по г получаем оцен
ку (1.7). Лемма доказана.

Возвращаемся к доказательству теоремы 1. Рассмотрим ряд (1л}, 
где функции с/(0 являются решениями уравнений (1.5), найденными в 
.лемме 1. Покажем, что так определенный ряд сходится в н(г, г

\ 5 /
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и является искомым решением. Пусть ип (£, х)= 2 с/(/) ш/ (х) —'частич- 
1=0

ная сумма ряда (1.4). Очевидно и„ (<, х) можно представить в виде

ия а ,х) = 2 С/(0 ®/.(х)+ 2 с/(<) Ш1 (х)=ип (*, х) + Ыд (<, х).
>./<о 0О./О.Д

Получим вначале оценку для составляющей Ил ({, х). Поскольку сис - 
тема собственных функций ш0 (х), °>1(х), ортонормирована, то из 
неравенства леммы (1.7) получаем, что

Ввиду того, что функция и7 (£, х) порождается конечным числом 
функций ш/ (х), 1-1 <0, то последнее неравенство эквивалентно тому, 
что

Г
КН 2т+^КЬ).о<СзМ (1.9)

лгп , .л>тг, г— т-з, (г -з)~о о

Рассмотрим теперь составляющую ип (*, х). Из неравенства (1.7), 
как и раньше, получаем, что 

оо 2Г ос оо

[|и:(г)йл+ 2 РчГ . Г|С/|«Л<С։( Г|1РлЛ^)^Л +
_•! °<х/ <х» Л, 'Л

г (г-з) -
+ 2 М 4 1|Л/|։л\ (1.10)

о< >./ < хл J /

где РПЛ+ = 2 Л( ({) ш/ (х). 
оо./ < >.п

Заметим теперь, что сужение оператора Ь (х, О) на подпространство 
^+* 1В)} с Н2т^{В)}, порожденное собственными функциями <в/(х), у 
которых X/ > 0, есть самосопряженный оператор, который обозначим 
Ь+. Поскольку оператор £+ положителен, то определена его степень 
£+ для любого вещественного а>0. Учитывая сказанное и ортонорми- 
рованность системы и0 (х), ^(х),---, замечаем, что неравенство (1.10) 
можно представить в виде
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ее “ Г ж» Г-—3

j(W(r)S?+-- к1+-֊^4и"1б) dt < сг +1pnh+^dt

или, что то же,
г

Ь+Н 2m+>"Vb <Сз5А'А+1 2т, (1л1)
г, г— r-',(r-s)—S л

ибо 
г

MI 2m<Q£%;fc<c։jun+|| 

г — г 7"

Полученное неравенство (1.11) вместе с неравенством (1.9) приводит 
к основной оценке частичной суммы ип (t, х)

г

Ы 2т + * ՛ С“"Во.о < С„ А|| „т,

где РЛЛ =2 /ц (/) («/ (х). Из этой оценки немедленно вытекает, что 
<=о

(2т\ г, г —} как толь

ко А(#, х) £н(г—$, (г — а) — ^{Д7]. Следовательно, ряд (1.4) схо- 
\ а /

дится в пространстве г—{Ду}. Нетрудно видеть, что ип (I, х) 
\ з /

удовлетворяет уравнению
+ £ (х, £>) ип = Рп Л (#, х), 

откуда, устремляя п?-»[+ со, находим, что сумма ряда (1.4) и (#, х) (- 
/ 2т\€ А/(г, г —} (Д7} является решением уравнения (1.1).
\ а /
Теорема 1 доказана.
Рассмотрим теперь случай четного а.
Теорема 2. Пусть а =2А и (—1)* аг* ^>0. Тогда, если соб

ственные числа Хо, л,, • • • оператора Ь положительны, т. е. )> 0, 
то оператор ЗК (а) отображает пространство И (г. г — {Bյ} на 

\ $ /
пространство Н (г — (г—а)—{В)} изоморфно. При этолг спра

ведливо неравенство
Г

.2т<Сг(Н 2т+хоНо.о)< С8||Ж (П)В (1.12)
Г-3. \Г-~3) — Г, г — .. .... 2<п 
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где С\ > О, С8 > 0— постоянные.
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре

мы 1.
В заключение этого параграфа укажем другой вариант теоремы 

разрешимости задачи (1.1), (1.2) в цилиндре <2= ОХ (—00, °°).
Нижеследующая теорема для нечетных $ менее точна, чем тео

рема 1, однако здесь задача (1.1), (1.2) изучается в пространствах 
/ 2тп\ / 2/71 \Н(г,г ), отличающихся от пространств Н( г, г—1 {В]} тем, что 
\ 5 / \ з /

элементы этих пространств не связаны с разложениями по собствен
ным функциям оператора Ь (х, О) и. Этот результат будет использо
ван в § 5.

Определение 1. Оператор ЯК (и) называется эллиптико-пара- 
болическим, если для вещественных " £ R1 и ; £ R" таких, что |х|+|?|։/։0 

аДп),-г 1лт (х,к)=# 0, (1.13)

где Lim (х, ii)= 2 (х)(։?)’—главная часть полинома £(х, zc).
|»l=2m •

Обозначение. Допустим, что оператор L(x,D)u полуогра- 
ничен снизу (самосопряженность не требуется). Тогда положим

\> = inf Re ц>ц) • (1.14)
«6Я2т j } (и> и)

Очевидно, в случае самосопряженности оператора L (х, D) и \ есть 
первое собственное число.

Теорема 3. Пусть оператор ЯК (и) вллиптико-параболичен и
\

Г— S,(r — s) 1 су-
S /

ществуетединственное решение задачи (1.1), (1.2) и (#, х)^Н^г, г 

причем справедливо неравенство 
Г

w • +^Ио)<С8И аот, (1.15)
. r-s. (г-з) — r,r~ г-л ir~s^ ~

где С^О, Сг^>0 — постоянные, не зависящие от и (t, х) и
Доказательство. Перейдем в задаче (1.1), (1.2) к преобра

зованию Фурье по t. Тогда получим, что функция и (т, x)=Ft-z [u (/, х)] 
удовлетворяет соотношению

ЯК (и) [a,(n)‘ + L (X, D)] и (г, х)=А (т, х), (1.16)

Bj(x, D) и (г, х)|$ — 0, у = 1,• • •, т, (1.17)

где A (t, х) = Ft,-. [А (/, х)].
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Поскольку оператор 30? (и) является эллиптико-параболическим, 
то при любом т задача (1.16), (1.17) есть эллиптическая задача с па
раметром, меняющимся на вещественной оси. Как доказано в работе 
[1] эта задача при любом - £ R1 фредгольмова, а при |"|^>1 однозначно 
разрешима. Кроме того, при больших по модулю " имеет место оценка

Й 2т + Н'-' Йо < С։ й 5 + |г|' ш < ся (й 2т + КМ 4). 
('■-■’>-7՜ ' — (Г-4) —•»5 Л

(1.18).
С другой стороны, из неравенства

(«R (и), «)>'ой (1Л9>

(напомним, что >0^>0) вытекает, что всегда имеет место единствен
ность решения. Значит в силу фредгольмовости задача (1.16), (1л17) 
однозначно разрешима при любом " £ R1 и для любой правой части 

, .2т(г- 4)—
А (•։, х) £ Н (С). Легко видеть теперь, что и оценка (1.18) имеет 

место для любого ". Следовательно, функция и (I, х) [и (■։, х)] оп
ределяет искомое решение задачи (1.1), (1.2)- Оценка (1.15) следует 
из оценки (1.18) и неравенства (1.19) (по существу (1-15) есть из
вестная оценка резольвенты эллиптического оператора). Теорема 3 
доказана.

§ 2. Краевая задача в полуограниченном цилиндре

Пусть <2=СХ[01 00)—полуограниченный цилиндр с боковой 
поверхностью 3=дСУ. [О, со). Рассмотрим в цилиндре О эллиптико-па- 
раболическое уравнение

30? (и) = 04+ £ (х, £)) и = А (7, х)
при граничных и начальных условиях

В^х, В) и|$ = 0, / = т, 
и(П1) (0, х)=<р/(х), ։=0, •••, з—1—к, п/^-0, 

где число к определяется следующим образом:

ч Г Б1 [г]а) к = — , если з нечетно и (—1) О4>0,

г з 1 ГН
6) к = I — 4֊ 1, если з нечетно и (—1) а,<^0,

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Как и в § 1 считаем, что граничные условия (2.2) самосопряженные. 
Кроме того, допустим, что выполнено следующее условие (аналог ус
ловия Шапиро-Лопатинского в теории эллиптических задач).
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Условие 1. Для любого л^>0 определитель

det J р"‘ 0֊)|=/= 0, i, j=0, • ■ •, s — 1 — к,

где Н/ (/.) — корни алгебраического уравнения а$р44՜ /- =0 такие, что 
Ие IV ('֊)< 0.

Теорема 4. Пусть выполнено условие 1 и первое собственное
/ 2тп \число /0>0. Тогда для любой функции А (/, х) £Н(г—э, (г—з)---- ) X
\ 5 /

X {ВД и любой системы начальных значений <р/(х)£ Н’1 [В]}, Ц =
* 2/тг т .л .= (г—т)------------ существует единственное решение задачи (2.1)—

5 5
/ 2тп \(2.3) и (/, х)£Н( г, г---1 {В;}. При этом справедлива двусторонняя 

априорная оценка

М 2т + 2 
г—*, (г—s) — ;_n

' I s—l—k
<Ci(M 2 +M4). о) < c։ (И + 2 ||®/h). (2.4)

где С։^>0, С2^>0 — постоянные, г тах (з, п/ Н֊1).
Доказательство. Первое неравенство в оценке (2.4) очевид

но. Докажем теорему существования и вторую часть оценки (2.4). Бу
дем искать решение задачи (2.1)—(2.3) в виде ряда

֊ и (t, х) = 2 C,(t) Ш, (х), (2.5)
V—0 

где функции с,(/) определяются из системы обыкновенных дифферен
циальных уравнений

asc^ (t)+kc,(t) = h,(t), v=0, I,--- (2.6)

при условиях

с\п‘> (0) = ф/ъ i = 0, • • •, s-1—k, (2.7)

где А, (/) — (h, ш,), ср/, = (®/, ш,).
Лемма 2. Пусть и выполнено условие 1. Тогда для

любой функции hi(t) ^Hr~s (0, со) существует единственное решение 
c-,{t՝)^Hr (0, со) уравнения (2.6) с условиями (2.7).

При этом справедлива оценка

— Clf J-I-k - (г -П[) - 5-
1|С^ щ->4 к, к с3 (йаГ^о+х, 3 м + 2 Ы), (2.8)

/~0

где С3^>0, Цс\|| — норма в 1^(0, со), r> max (з, п/+1).
Доказательство. Общее решение уравнения (2.6) имеет вид 

203-4
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/
С: (0 = 3 (в,+ ^{ e~^h, (֊) dz } , (2.9)

֊ oJ

где В)-, — произвольные постоянные. Обозначим через Ро>, • • •, |Ч - ։ - *,» 
(Л — число, указанное в начале параграфа) такие корни характеристи
ческого уравнения, у которых Ие Р/»<0; остальные корни Ру», у = 5 к, 
•••, з—1, имеют Ве ру,^>0. Ввиду этого положим для у=5 к, ••՝,$ 1

о
Остальные неизвестные постоянные определяются из начальных усло
вий (2.9)

где

2 р՞* В^ = + аь, i — 0, • • •, s 1 к,
i-ч

(2.10)

а,ч = е^‘ 
W

W

е՜'^'՛ h-. ('-) d~ )
/ z-o —

J е'^’Л, (т)Дт 

о
/=о

Поскольку по условию det Jp՞' (>>)Д=7^=0, то система (2.10) имеет 
единственное решение 

J-1-*
В)- = 2 ₽//»(?<»-Ь«ь),

/=0

где Ру, = ру, (л) — однородные функции порядка ord Ру, = — — . Тем 
s

самым найдено искомое решение задачи (2.6), (2.7). К оценке (2.8)
теперь приводят непосредственные вычисления. Лемма 2 доказана.

Покажем теперь, что ряд (2.5), где коэффициенты с, (f) опреде- 
(2 \

г, г-—) (В;} и опреде

ляет решение исходной задачи (2.1) —(2.3). Действительно, для час- 
И

тичной суммы ыл (f, х) — 2 С, (t) W, (х) неравенство (2.8) приводит к 
։-0

оценке
r—s

ЦилЦг, о + ил||о,о -I- 1-0 Junfo.o < Cl [ ||/э'яЛ#г—о 4-JZ, * Рп +
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где £’ = £7 (х, О) — степень ։ положительно определенного эллипти- 
п

ческого оператора Ь (х, £)); Л = Л»(<) то же • По-
»-о

скольку для любого а^>0

Р«л!]о < С։ ||илк«< Св й£’
то последнее неравенство эквивалентно тому, что

Н 2т
. .2тГ-1, (г-з) — ('֊'■/) V ֊ Г

Полученная оценка означает, что ряд (2.5) сходится в пространстве- 
/7 (г, г^-\ {Ву] и поскольку

X з /

а,илэ)+ Ь (х, £)) и„ = Рп Л,

то функция и ({, х) = с0 (/) ш0 (х)+ ■ • • есть решение уравнения (2.1).- 
Очевидно для и (£ х) справедлива оценка (2.4). Теорема доказана.

Замечание. Если самосопряженный оператор £ (х, £)) не поло
жителен. но полуограничен снизу, то задача (2.1)—(2.2) нормально 
разрешима, т. е. имеет конечномерное ядро и коядро. В частности, для 
однозначной разрешимости, очевидно, достаточно, чтобы правая часть 
Л (£ х) была ортогональна корневому подпространству оператора 
£ (х, £>), порожденному собственными функциями с неположительными 
собственными значениями.

§ 3. Малые возмущения оператора £ (х, £>) и

1. Рассмотрим в цилиндре <2= СХ R1 уравнение
(и) = а,и« + £ (£ х, О) и = Л (/, х), (3.1>

где

£ (£ X, £>) и = аа х):О.*и
|«|<2т

—эллиптический дифференциальный оператор с гладкими коэффициен
тами. Для уравнения (3.1) вновь ставится задача отыскания решения, 
удовлетворяющего на боковой поверхности 5 = дИ X R1 условиям

В}(х, О) и|$ = 0, у — 1, ■, т. (3.2)
Теорема 5. Пусть в некоторой точке (х0, £ <2оператор

В (<о> хо> с граничными условиями (3.2) является полуограничен- 
ным эллиптическим оператором. Пусть далее в <2 справедливы не
равенства

|а« (г, х) — а« (£0> х0)| < е, |а| < 2т.

Тогда для любой функции сущест—
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вует единственное решение задачи (3.1), (3.2) и (#, х)£Н[г, г $ 

если только е>0 достаточно мало, а первое „собственное число 
/^^>0 оператора Ь((о, х0, О), напротив, достаточно велико. При этом 
справедлива оценка

И 2т С1 М 2т- +)'О Мо.») < С* Н 1т • ^3՛3^
г-з.(г-з)?^- г,г& г֊з.(г֊։) —

/ 2т \
Доказательство. Обозначим через п!г, г----  I, г > з под-

\ 5 /

пространство функций и ((, х) Н (г, г----\ удовлетворяющих на бо-
\ з /

ковой поверхности .5 цилиндра <2 граничным условиям (3.2). Очевидно 
оператор ЭХ (и) есть ограниченный оператор, действующий из про
странства Н (г, в пространство Н (г—з, (г — з) ----- ). Нам над-

\ з / \ з /
лежит доказать, что при малых е^>0 и больших оператор ЗХ (и) 
имеет ограниченный обратный. Обозначим через 2Х0 (“) оператор

30?о (и) = ал и^ Ч- £ (#0. хо> В) и>
т. е. оператор ЭХ (и) с фиксированными в точке (х0, <0) коэффициен
тами. По теореме 3 ЗХ0 (и) обратим, т. е. существует оператор

/?0:/7<г-з, (г-з) -}-*н(г, г — У

(2ш \
г— 5, (г б)   ), ТО

5 /

1т +)>о 4^0% о < сх и , . (з.4)
г-з.(г-з)Ио̂

где Сх>0—постоянная, не зависящая от А (/, х) и Рассмотрим опе
ратор ЭХ (/?0Л). Очевидно

ЗХ (ВД = ЗХо (^А)Ч-(ЗХ - ЗХ0) (ВД^А + ГА.
Покажем, что ГА, как оператор, действующий в пространстве 

(^г 5» (г 5) имеет малую норму. Допустим вначале, что г 

кратно з. Тогда применяя формулу Лейбница, находим, что

В7%1 2»+ з Гз ^х^ч^-'-Чо-н
Г-З. (Г-3) ֊- г. Г— |։) <2т I

+ 2 Р?^(^“)^+т(ед.о], |₽|>1, (з.5)
131+/ТК 1
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где 5 = 5 (а) -» 0 при ։ — О, 6։(7, х) = си (7, х) — а, (70, *о)- 
Используя известное неравенство

до
получаем из (3.5) оценку

Ил 2т <(5 + ОД)£/?0Л|| ^ч-ситЖйЬо,

откуда, с помощью неравенства (3.4), приходим к тому, что
Г

ИМ 2<ОД (։ + «+>«' ОДЗДМ 2 • (3.6) 
72. г_,.

Последнее неравенство получено для г, кратных 5, однако в силу ин
терполяционных теорем в шкале соболевых пространств (см., напри
мер, [9]) оно справедливо для любого целого г^О.

Полагая в неравенстве (3.6) о^>0 и ^1^>0 столь малыми, а
_ г_

столь большим, чтобы (о + т)С2)+>ч։ С3С3 (•»)) =(/<^1, получим

ИМ

что, как известно, влечет обратимость оператора (7 + Т) к. 
Следовательно существует непрерывный оператор

(7+ П՜1 : Н (г- 5, (г֊з)—}~* Н( г—з, г—з) —А • 
\ 5 / \ 5 /.

Полагая теперь R = /?0 (/+ 7)՜’ , получаем, что Ж 7? = /. Теорема до
казана.

§ 4. Краевая задача в ограниченном цилиндре в случае 
самосопряженного оператора Ь (х, 79) и. Фредгольм овость

Пусть <2= СХ[О, 7]—ограниченный цилиндр с боковой поверх
ностью 5=^бХ[0, Г].

Рассмотрим в <2 уравнение

Ж (и) = Р, (։, и + Ь (х, £>) и = К (7, х), (4.1)
\ оЬ /

где
Л ( 7, и= 5} а9 (7) и^, а, = ± 1,

а7 (7), 0 -С Ч <С 5 ~ гладкие комплекснозначные функции переменного 7. 
Оператор £ (х, 7)) и есть, как и раньше, полуограниченный само

сопряженный эллиптический оператор порядка 2т.
К уравнению (4.1) присоединяются дополнительные условия на 

границе цилиндра <2
7?Дх, £)) и|$ = 0, / = 1,..., т, (4.2)
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1=0,- • s-1֊ к, (4.3)

Re ( t, х,u\t—r = У-1 (х), 1=0,-• к 1. (4.4)
\ dt /

Здесь
Р, ( /։ хД\и=у piq(f, х) Plnt =1, 

4 dt / д-0

Re (t, х, ^-\и = у. rig (t, x) u(v>, rmt =1 
\ (ft / "o

—дифференциальные операторы no t порядков ni и m; число к то же, 
что и в § 2.

Допустим, что выполнено (см. § 2)
Условие 1. Для любого ). где >■ — некоторое число, спра

ведливы неравенства
1) det =/=0, i, j=0, - ■, s— 1— к, где ?j('֊)— корни алгебраическо

го уравнения
as [i՛։ + К = 0 (4.5)

такие, что Re ру (Ч <С0;
2) 6е1 Цр՞^ =/= 0, I, у = 0, • • •, к —1, где ру 0) — корни уравнения 

(4.5), имеющие положительную вещественную часть, т. е. Re ру (л) <^0.
Теорема 6. Если выполнено условие 1, то задача (4.1)—(4.4) 

фредгольмова. Это значит, что для любых функций

h (t, х) £H(r—s,
о_ \ б-ч)

(r-s) — ){Bj}, !»/(*)€# 
s /

2т т
~~Т {Bj\

. . лт пл(/-ГЦ)--------
Ъ(х)£Н 3 3 {Bj},

подчиненных конечному числу независимых условий (пусть число 
этих условий равно *), задача (4.1)—(4.4) разрешима в простран- 

(2т \г, г---- ) (5/}. Решение задачи определяется с точностью
s /

до любого решения однородной задачи, среди которых имеется ров
но х линейно независимых. Кроме того, справедлива следующая дву
сторонняя оценка

А (h, Ф» Z) < С։ (0u|| 2m.—Мо.о X С2 A (h, 'i, z), (4.6)
Г, г--- -5

где

>1(А,Ф,х)=Н 2m + 'sh'll
r-s.(r-s)2^-

C2 — постоянные.
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Для доказательства сформулированной теоремы достаточно до
казать следующую теорему.

Теорема 6. Пусть выполнено условие 1 и \)^>0 достаточно 
велико. Тогда задача (4.1) —(4.4) однозначно разрешима. Это зна- 

1т \ чит, что для любых функций А (£,х) [г— 5, (г — $)----
\ 5 /

(х) £Н^֊֊Т {В/},7./(х)6 

существует единственное решение уравнения (4.1), удовлетворяю
щее условиям (4.2) —(4.4). При этом верна оценка

А Ж СМ 2ш<Д(А, у,х), (4.7)

где С։, С3 — постоянные.
Действительно, доложим

В (и) =: (30? (и), Р/и|/_о, Ые и|(-т), .
где г=0, •••, з—1—к, 1=0,-• •, к—1, и рассмотрим Ви как оператор, 
отображающий пространство

у=н(г,г^-\{В)}ху[ н՛ 5 {ВЛХП ** ՛ ' {В^ 
\ 5 / .1=0 1-0

в пространство

Д = Н (г- э, (г - з) {вд X "п л(г"Л«ат- - V {ВА X 
\ . / АЛ

А 1 2*» т

х п н{г-П1) 3 3 {Ву}. 
1=0

Тогда задача (4.1)—(4.4) эквивалентна операторному уравнению 

в(у)=Д,
где у £ У, г £ Д.

Заметим теперь, что если положить

(и) = (30? (и) + ди, Р;и|<=о, /?»и|б_г), 
то = /0 + д будет также сколь угодно большим. Следовательно^ по 
теореме 7 для таких д уравнение В9(у) =Д однозначно разрешимо.

С другой стороны, оператор В отличается от оператора В? на 
вполне непрерывное слагаемое, ибо вложение УсД вполне непрерыв
но. Как известно, фредгольмовость оператора инвариантна относитель
но вполне непрерывных возмущений. Значит, исходная задача (4.1) — 
(4.4) фредгольмова, что и доказывает теорему 6.

Доказательство теоремы 7 (изложение следует работе [1]).
Возьмем на отрезке [0, Г] достаточно гладкое разбиение единицы
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2 = (4-8)

Очевидно это разбиение можно выбрать так, чтобы носители лишь 
двух функций <рх (#) и содержали точки #=0 и ( = Т соответ
ственно. Для каждого * возьмем функцию ф»(0 € С’ (0> ^)» равную 
тождественно единице в окрестности носителя функции ®,(#) и нулю н 
несколько большей окрестности.

Очевидно оператор В (и) можно представить в виде

В (и)= ®,В(ф,и)
,-1

или, что то же

В (и) = ?1 В (ф։ и) + <р, В (ф, и) + ®,у В (фл.и).

Будем считать, что коэффициенты исходного оператора 93? (и) и гра
ничных операторов Р/ и 7?/ определены в бесконечном цилиндре 
<2=С5<В1. Тогда операторы В (ф, и) = В, (ф, и) можно рассматривать 
для *=2,—2 во всем цилиндре О, а для *=1 и — —в полу-
ограниченном цилиндре <2=б'Х[0, оо) (в последнем случае # заменяет
ся на—#).

Положим теперь

Во (“) = (5В?о (“)» Рю “|/=о, Рю н|/=т), 
где

33?О (и)^а4ц(4) 4֊ Цх, О) и, Рюи и(Л/) , Рюи = а(л/) , 
։ = 0,..., 5-1-к; 1=0, к-1.

Согласно теоремам 1, 2 и 4 при >-о^>0 операторы В,ои меют обрат 
ные операторы 7?, (Л, ф, х) (*=1, М), где ф = (ф0, • • •, ф*-։-*), Х=(Хо,- • • 

и 7?, (Л), у = 2, - -, 77—1.
При этом справедливы соответствующие оценки (1.3), (1.12) или 

(2.4).
Пусть Я

р (А, Ф, х)= 2 Фр!Яц («нА, ?нф, <Рн/.).
и—1

Тогда оператор R (к, ф, /) действует из пространства Д в простран
ство У ограниченным образом. Покажем, что если /ч>0 достаточно 
велико, то имеет место формула

В R = 1+ Т, (4.9)
где I единичный оператор в Д, а норма Т достаточно мала. Приве
дем соответствующие рассуждения из работы [1] (стр. 87).

Имеем

В R (К, ф, /.) = 2 2 В?ф,фц («р^А э.хи ®„ х). 
н ’ ՛ ՛
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В этой сумме отличны от нуля только те слагаемые, в которых ф,®;1=+0. 
Полагая ul = ?>'•», ®>/.)» мы можем преобразовать такое слагае
мое следующим образом:

ф, В. ф, фр.ы.л = ?.. В ф ,’Ьц и> = ф, Ба ф, ф|1 Нц.

Иначе говоря, мы можем заменить оператор В, оператором В:1, перей
дя при этом к соответствующим локальным координатам. Теперь мы 
имеем

В R (h, ф, z) = 22 ?»В,Л фИуЯ^ (А, ф, z). 
I» » 

Напишем теперь
BR (h, ф, z) = 2 2<Р>Ф»Фр. Вно Rrfv- (А, ф, z) + Т (Л, ф, z), 

И *
где

т (А, ф, z)= 22<Р>[В.1ф1(ф|1- ф>ФнBJ ЦИ +22 ф»ф,фи [Ви—Вр.о]и։1.
и » и- ’ (4.10)

Так как оператор Ry является обратным к Вио, то

S 2 <Р>ф.ф|хВцо (А, Ф, Z) = SS М’Фн?’ (А, ф, х)=
р. V Р- *
= S S ?՝?•> (А, Ф, Z)= fS?’ Y (А, Ф, Х)= (А, ф, Z), 

и- ’ \ ’ /
откуда и вытекает формула (4.9)*.

Оценим теперь норму оператора T (h, ф, х)> как оператора в про
странстве Z.

Пусть J-Цг — норма в пространстве Z, как норма прямого произве
дения. Имеем для фиксированных м ’

О?’[Вр.ф’Фр. — ?’Ф|ХВJui4z<С{(|[ЯХф,фи—ф,фр. ЯХ]+ 
г-3, (г-з)^-

+ 2 11[Лф,фи-ф,фиЛ] Upll + 
« (г-Я1)-г-?

+ S П^Ф’Ф^-Ф’Фн т. (4.11)

Очевидно операторы, стоящие в квадратных скобках, ни содер
жат старших членов. Воспользуемся теперь для оценки правой части 
в (4.11) неравенствами (1.3), (1.12) и (2.4) (оценки для Up.) и тем фак
том, что производные промежуточного порядка оцениваются через 
старшие производные со сколь угодно малым коэффициентом и саму 
функцию, т. е.

[|и(,)Цо < 8 + С (s)Mo> ° -С <7<с S-

Тогда получим неравенство
Цф, [Вцф,фи —ф.фр, Ви] ujz<(e+ С (М)В(А, Ф, х)к, 
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где з сколь угодно мало, а С (>0) -» 0 при 'и ~' + 00 и не зависит от 
рассматриваемых функций.

Точно также оценивается и второе слагаемое в формуле (4.10). 
Следовательно при достаточно большом ^^>0 получаем оценку

Г(А, •?./><-֊11(Л.'?>/>.

из которой вытекает, что оператор / 4՜ Т обратим. Положив теперь 
В1 =7? (/+ Т)՜1 , убеждаемся, что В՜1 есть правый обратный для опе
ратора В. Он же является и левым обратным. Априорная оценка (4.7) 
устанавливается совершенно аналогичными рассуждениями с разбиением 
единицы (ср. стр. 76—-79 в [1]). Теорема доказана.

§ 5. Обобщение предыдущих результатов

Пусть (2—ограниченный цилиндр с боковой поверхностью 5. 
Требуется найти решение эллиптико-параболического уравнения

Ж (и)= Р* х, ) и 4- £ (/, х, £>) и= К (I, х) (5.1) 
\ <Н /

с коэффициентами, зависящими от / и х; а3= + 1. К уравнению (5.1) 
присоединяются граничные условия (4.2)—(4.4).

Допустим, что выполнены следующие условия.
I. Для любого фиксированного [0, 7] оператор £ (7, х, £)) по- 

луограничен снизу, т. е.

М*) — inf 
06H2m {Bj)

Re (£ (t, х, D) и, и) 
(и,

ОО,

II. Для любых фиксированных [0, з] (/ £ [ Т— з, У]), где е>0— 
некоторое число, оператор £ (t, х, D) as £ (0, х, D) (L (t, х, D)=L(T, 
х> D)) является самосопряженным оператором в пространстве №m {Bj ].

III. Граничные операторы удовлетворяют условию 1 § 4.
IV. Коэффициенты оператора SR (и) и граничных операторов 

(4.2) — (4.4) достаточно гладки, причем aq(t, х) = aq (t) для tf- [0 е] и 
«6 [Г— в, Т}.

Прежде, чем сформулировать основную теорему этого параграфа, 
введем необходимые пространства. Обозначим через н(г, про- 

\ s /
/ 2zn \ странство функций и (t, х)^Н(г, г —], удовлетворяющих условиям

(4.2) и таких, что если о (f) £ C“ [0, 7] и supp <р (t) П [0, е] =# 0 или 
suppHOntr-e, 71У=0, то f, (t) и (t, х) £ Н (г, г —(В,}. Иными 

\ s /
словами, от функций и (t, х) £ н(г, г требуется, чтобы в некото
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рых окрестностях точек t = 0 и t = Т они разлагались в ряды по соб
ственным функциям операторов L (0, х, D) и L(T, х, D) соответствен
но. В остальном они произвольны.

Теорема 8. Если выполнены условия I—IV. то задача (5.1), 
(4.2) и (4.4) фредгольмова.

Это значит, что для любых функций.

h (t, х) £ h (г— s, (г — s) ] 
\ s /

Цх^Н {Bj\ (։=0,- • •, s-1-Л), ZjW € Н {В,}

(1 = 0, •••, Л-1), 
подчиненных конечному числу условий х, существует решение за
дачи (5.1), (4.2)—(4.4) и (t, х) £ н(г, г —Л , определяемое с точ- 

\ s /
ностью до /■ линейно независимых решений однородной, задачи. Ес
ли же >0= min ՝iv (t), O^t-^T достаточно велико,-то х = О, т. е. 
имеется изоморфизм. При этом справедливы оценки (4.6) и (4.7) 
соответственно.

Доказательство этой теоремы проводится по той же схеме, 
что и доказательство теоремы 7, только разбиение единицы следует 
взять и по х. При этом, поскольку коэффициенты главной части опе
ратора L (t, х, D) и, вообще говоря, переменны, следует по ним сде
лать локализацию (см. [1]), воспользовавшись при оценке оператора 
Т (h, ф, х) теоремами 3 из § 1 и 4 из § 2, а также теоремой 5 из § 3. 
Выкладки остаются прежними. Теорема 8 доказана.

§ 6. Аналог задачи Дирихле. Теорема единственности

В этом параграфе рассмотрим простейший пример задачи, кото
рая изучалась в предыдущем параграфе. Именно, ищется решение сле
дующей задачи:

Pf (—и + L (х, D) и = h (t, х), (6.1)

ВДх, D) u|s = 0, j=l,- • •, т, (6.2)

и (0, х) = 0, • • •, (0, х) = 0, (6.3)

и (Т, х) = (),■••, и^֊0(Т, х) = 0. (6.4)

Как вытекает из теоремы 6 задача (6.1)—(6.4) фредгольмова. Сейчас 
нас будет интересовать вопрос однозначной разрешимости этой зада
чи. Справедлив следующий результат.

Теорема 9 (теорема единственности). Если полином

А (г, l,)3Re 2а,(й)Ч^>0, 
в-о
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то задача (6.1)—(6.4) имеет единственное решение.
Доказательство. Рассмотрим, например, случай $ = 2к +1, 

(—1)*а/>0. Тогда условия (6.2)—(6.3) принимают вид
и (0, х) = 0, • ■ ■, и(*> (0, х) =0, (6.5)
и ( Т, х) = 0,• • •, ( Т, х) = 0. (6.6)

Допустим, что А ({, х)==0 и покажем, что решение нашей задачи 
и(/, х)=0. Имеем

Р։ (— \и,й]+[Цх,О) и, Ц]=О, (6.7)
\д1 / 1

где [и, о] означает интеграл по
Продолжим решение и ((, х) тождественным нулем для I 0 и 

/ > Т, обозначив полученное продолжение по-прежнему и (/, х). Легко 
видеть, что

2»
+ 2 (-1)'[в"Л 

<7-0
где 0 к. Далее находим, что

Ие ач (Л)<? |и(-с,х)|։с^7х,

гдеи(т, х)—преобразование Фурье по I функции и (/, х). Следователь
но, учитывая определение числа Хо, из (6.7) выводим неравенство

(֊1)А^-И)(7’,*)1Й + 
А

А (*, Хо) |ц (т, х)|2 сЛ</х 0.

Поскольку полином А (т, )ч։) >0, то вто означает, что и (х, х) = 0, 
т. е. и и (/, х)=0. Случаи з=2Л-{-1, (— 1)* а$<3) и в=2к трактуются 
аналогично. Теорема единственности доказана.

Примеры
1. Рассмотрим уравнение

— и'" + (—1)« Д'՞ и = А (£, х).
В этом случае требуется найти решение при условиях (6.2) такое, что 
и (0, х) = и (0, х)=0 и и (7՜, х) = 0. Задача имеет единственное реше
ние для любой правой части А (/, х).

2. Рассмотрим уравнение

и"' + (—1)т Д'" и = А (/, х).
В этом случае, наоборот, и (0, х) = 0 и и (Г, х)=0, и՛ (Т, х)=0. Зада
ча однозначно разрешима.
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3. Рассмотрим уравнение четного порядка
ы(։*) д_ (—I)1"-* Д'" и = А (£, х).

Для этого уравнения условия по I (6.2), (6.3) превращаются в усло
вия Дирихле и (0, х) = 0,• ■ и(*~Р (9, х) = 0, и (Т, х) = 0,• • •, и(*_|)Х 
X (Т, х) =0, определяющие корректную задачу.
Московский энергетический

институт Поступило 20.У .1968

ЗП1*. Ա. ԴՈԻՐԻՆՍԿԻ. Կոշու խնդրի և հաստատուն գործակիցներով դիֆերենցիալ հավասարում
ների մի դասի եզրային խնդիրների մասին (ամփոփում)

Գէցոէ-ք Q = IXG (/= (—00։ + °0)» /=[0, 4“ °0) ևաէ^ Z=[0, T], T «Հ co; GdR) 
զլանային տիրույթ է.

Տիրույթում դիտարկվում է

խ+£ (D, X, է) ս = h (x, է)է

տեսքի կլիպտիկա-պարարոլական հավա սարումների համար ընդհանուր եզրային խնդիր, որտեղ 
ԲՏ (է, է, Ղ.)-ն է >1 կտրդի րադմանդամ է է-ից, Լ֊ր' 2էՈ կտրգի էլիպտական օպերա
տոր,

Հիմնական արդյունքը' այդ խնդիրը նորմալ լոէէելի է։

YU. A. DUBINSKII. On Cauchy and boundary problems for a class of 
differential equations with constant coefficients (summary)

Let Q =■ I X G (/ = (— oo> + no)i /= [0, -f- 00] or I — [0, T], T < oo; Gc R) be 
a cylindrical domain. General boundary problems for elliptic-parabolic equations 

и + L (P, X, f) u=h (x, t),

where Ps (x, t, x) is polinomial of x of degree s>l, L—elliptic operator of order 
2m, are considered in Q.

As a main result—the normal solvability of the problems is obtained.
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