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1. Понятия конструктивного объекта и конструктивной операции 
(алгорифма) являются основными понятиями современной конструктив
ной математики ([1]—[7]). Как правило, всякая общая концепция кон
структивной математики строится на основе того или иного понятия 
конструктивного объекта, к которому в дальнейшем присоединяется 
тот или иной вариант понятия алгорифма. Вместе с тем, вопросы по
строения точных определений конструктивного объекта и конструктив
ной операции, по мнению автора, еще не выяснены исчерпывающим 
образом и требуют дальнейшего исследования.

Методы введения понятий конструктивного объекта и конструк
тивной операции, чаще всего применяемые в настоящее время в кон
структивной математике, в основном характеризуются следующими 
чертами. За основу берутся какие-либо конкретные типы конструктив
ных объектов (например, слова в алфавитах ([1], [3], [4], [5], [6]), на
туральные числа ([2], [7]), „вещи“ ([7], § 50) и т. п.) и конкретные 
типы простейших операций над объектами (например, соединение слов, 
приписывание буквы к слову, прибавление единицы к натуральному 
числу и т. п.). Эти понятия чаще всего строятся на основе внемате- 
матических („физических") представлений. Как правило, приходится 
заимствовать из внематематических („физических") соображений также 
и ряд основных свойств конструктивных объектов и операций. Общее 
понятие конструктивной операции (алгорифма) в традиционных по
строениях конструктивной математики вводится уже после того, как 
выяснен основной набор свойств конструктивных объектов и простей
ших операций над ними.

При введении основных понятий конструктивной математики ука
занным методом возникает ряд трудностей, как принципиальных, так 
и технических. Принципиальной трудностью является, например, отсут
ствие при таком построении четкого водораздела между утверждениями, 
которые мы принимаем в качестве исходных положений теории и заим
ствуем из внематематических („физических") соображений, и утверж
дениями, которые мы получаем путем логической дедукции из исход
ных положений. Отметим, что сама по себе апелляция к внематемати- 
ческим соображениям, быть может, неизбежна при построении кон՜ 
структивной математики. Вместе с тем, естественно стремиться к то
му, чтобы такая апелляция не „просачивалась" в ткань развиваемой 
теории, а была бы по возможности четко локализована в исходных по՜ 
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ложениях теории. Ясно, что, используя внематематические („физичес
кие") соображения по ходу построения развиваемой теории, мы рис
куем лишить теорию ее дедуктивного характера.

Технические трудности, связанные с традиционными методами 
введения основных понятий конструктивной математики, заключаются 
в основном в недостаточной общности и гибкости как самого исходно
го понятия конструктивного объекта, так и основанных на нем вспо
могательных понятий. Беря за основу конструктивные объекты какого- 
либо одного вида (например, слова в алфавите), мы вынуждены пред
ставлять в их терминах конструктивные объекты любых типов, что 
приводит часто к неоправданно громоздким и искусственным построе
ниям.

В этой статье мы будем рассматривать несколько иной способ 
определения понятий конструктивного объекта и операции на основе 
применения аксиоматического метода (вполне аналогичного аксиомати
ческому методу классической математики) с сохранением основных 
принципов конструктивной установки. Рассматриваемый способ, по-ви- 
димому, в меньшей степени подвержен указанным выше трудностям 
по сравнению с традиционной методикой֊ Предлагаемый подход мож
но условно назвать „аксиоматико-генетическим“, (ср. [7], § 8). Аксио- 
матичность подхода выражается в том„ что определения конструк
тивных объектов и операций не связываются непосредственно ни с ка
кими их конкретными „физическими“ образами. Предлагается, напро
тив, рассматривать произвольные объекты и операции, удовлетворяю
щие определенным условиям (аксиомам), и устанавливать свойства 
этих объектов и операций посредством логической дедукции из аксиом 
(точка зрения, в определенном смысле сходная с высказанной, указана 
в отношении натуральных чисел в [7], § б, § 50, см., например, [7], 
стр. 26 русского перевода, абзац 5-й снизу; однако эта точка зрения 
не получает систематического развития в [7]).

Генетичность предложенного подхода выражается в том, что счи
тается возможным рассматривать как одновременно существующие лишь 
конечное число объектов (см. [5], стр. 287, верхний абзац). Таким образом, 
если мы не ограничиваемся рассмотрением заранее фиксированного конеч
ного множества объектов, то должны рассматривать их как порождаемые 
при помощи некоторых фиксированных порождающих операций (см. [4], 
стр. 227; [5], стр. 286—287; [7], § 6, § 8, § 50). Хотя подобная точка зрения 
является одной из составных частей конструктивной установки в матема
тике ([3]), однако мы отмечаем ее здесь отдельно, так как она весьма су
щественна для конструктивной интерпретации аксиоматического мето
да. Отметим следующее следствие из приведенного положения: если 
мы не хотим ограничить наше рассмотрение заранее фиксирован
ным конечным множеством объектов, то вынуждены допустить՛ 
рассмотрение операций с заранее не определенной областью зада
ния. Рассмотрение операций с заранее не определенной областью за
дания в конструктивной математике, по-видимому, надлежит считать 
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естественным: если мы порождаем, например, слова в алфавите или на
туральные числа при помощи операций приписывания буквы или при
бавления единицы, то область задания таких порождающих операций, 
очевидно, не может быть определена заранее; напротив, порождаемые 
объекты могут быть построены лишь при том условии, что мы пред- 
вирителъно определили порождающие их операции. При традиционном 
построении конструктивной математики это явление обычно остается 
в тени, так как употребляемое общее понятие операции (алгорифма), 
как правило, вводится уже после того, как основное понятие конструк
тивного объекта сформировано при помощи „порождающих операций“, 
которые после этого по существу не фигурируют в построениях или 
же рассматриваются как частные случаи общего понятия алгорифма. 
Создается таким образом иллюзия того, что для каждой рассматри
ваемой операции (алгорифма) мы имеем дело с вполне определенной 
заранее областью ее определения. Но если мы вообще должны узако
нить рассмотрение операций без предварительного определения обла
стей их задания, то не видно причин, почему мы должны сохранять 
такое положение для одних операций и избегать его для других. В 
соответствии со сказанным мы не будем в дальнейшем фиксировать 
заранее областей задания для рассматриваемых операций.

Для логической дедукции из аксиом мы будем пользоваться кон
структивными методами рассуждений, имеющимися в традиционной 
конструктивной математике и логике ([3], [4], [5], [7]). Будут исполь
зоваться конструктивные логические связи &, V, о, "I, у, 3, понимае
мые обычным образом. Мы не будем пользоваться методами рассуж
дений, которые формулируются в существующих теориях конструктив
ного истолкования суждений ([3]; [7], § 81); не будем прибегать также 
к рассуждениям, опирающимся на метод конструктивного подбора 
([2]). Таким образом, мы будем пользоваться лишь некоторой частью 
методов рассуждений, принятых в конструктивной математике; эта 
часть приблизительно соответствует тем методам рассуждений, кото
рые формализуются в конструктивной (или, в терминологии [7],—ин
туиционистской) формальной арифметике. Конструктивные методы рас- 
суждений будут пониматься содержательно, а не формально; мы не 
будем строить никакой формальной логической системы, в которой 
формализовывались бы применяемые рассуждения (хотя при желании та
кую систему можно было бы построить). Таким образом, мы предпо
лагаем, что из внематематических (в данном случае—из логических) 
источников нам дано представление об определенном наборе „конструк
тивных методов рассуждений“, так что мы можем отличать конструк
тивные доказательства от последовательностей рассуждений, не явля
ющихся конструктивными доказательствами.

2. Г. Крейсел в работе [8] строит формальную систему, которую 
он называет „абстрактной теорией конструкций“; эта система пред
назначается Г. Крейселом для аксиоматического описания понятий 
.^конструкции“ и „конструктивного доказательства“. Некоторые дета
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ли работы Г. Крейсела будут применяться в дальнейшем изложении 
(например, введение равенства и других аналогичных понятий с по
мощью операций; рассмотрение понятий пары и компонент пары на 
аксиомататической основе и т. п.). Однако результаты, полученные 
Г. Крейселом в работе [8], относятся в основном к обоснованию ис
числений интуиционистской логики и не пересекаются с утверждения
ми, устанавливаемыми в настоящей статье.

Аксиоматическое построение рекурсивной арифметики, т. е. тео
рии рекурсивных операций над натуральными числами было предложе
но X. Б. Карри ([9]) и Р. Л. Гудстейном ([10], [11], см. также [12], 
раздел „рекурсивная арифметика“). Аксиоматический подход к опре
делению конкретных операций (рекурсивных функций) сближает рекур
сивную арифметику с рассмотрениями настоящей статьи; однако в ре
курсивной арифметике отсутствует общность рассмотрения понятия 
объекта (в роли объектов используются лишь натуральные числа), и, 
кроме того, применяемый логический аппарат сильно сужен по срав
нению с обычным логическим аппаратом конструктивной математики. 
Следует также отметить, что рекурсивная арифметика рассматривает
ся как формально-логическая система, и логика понимается в ней 
формально, а не содержательно. Все это обуславливает существенные 
отличия рекурсивной арифметики от рассматриваемой здесь разновид
ности аксиоматического метода; результаты, получаемые для рекур
сивной арифметики, не пересекаются с утверждениями, устанавливае
мыми в этой статье. В работах [13], [14], [15], [16] и в ряде других 
работ аксиоматический метод применяется в рамках конструктивного на
правления в математике; однако исходные установки, направление иссле
дований и результаты, полученные в этих работах, отличают их от на
стоящей статьи. Приводимые ниже аксиомы бинормальной К-структуры 
внешне сходны с отношениями между алгорифмами, определенными в § 6 
из [16]; некоторые из них сходны также с рядом формул, указанных в [13].

Отметим еще, что некоторые понятия, вводимые в дальнейшем 
при рассмотрении конструктивного аксиоматического метода, аналогич
ны понятиям, рассматриваемым в соответствующих классических тео
риях. Так например, рассматриваемое ниже понятие К-структуры имеет 
ряд общих черт с понятиями конструктивной алгебры и алгебры ([17], 
§ 1, п. 13).

3. Уточним теперь некоторые конкретные черты предлагаемого 
метода.

По ряду соображений технического характера оказывается удоб
ным не рассматривать по отдельности понятия „операции“ и „объекта“, 
а рассматривать эти понятия как синонимы, считая всякий объект опе
рацией (быть может „вырожденной“), и, употребляя слова „операция“ 
и „объект“ лишь для того, чтобы подчеркнуть в каком именно аспек
те проводится то или иное рассмотрение. Элементарные предикаты 
над объектами мы будем также рассматривать как операции; мы будем 
фиксировать в качестве выделенных значений, выдаваемых этими опера
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циями, некоторые объекты И и Л, понимаемые как символ истинности и 
символ ложности (вместе с тем, мы не будем требовать, чтобы каждое 
значение, выдаваемое операцией указанного типа, совпало бы с И и с Л).

Таким образом, понятия „объекта“, „операции", „элементарного 
предиката" мы сводим к единому понятию операции.

Каждая рассматриваемая операция будет обладать определенной 
„размерностью“ п>0; размерность операции мы будем называть также 
„количеством мест" или „количеством переменных“ данной операции и 
говорить о нульместных, одноместных, двуместных и т. п. операциях 
(можно было бы при желании выделить „собственно объекты" как нуль- 
местные операции, однако мы этого делать не будем, и, более того, 
будем отличать объект от нульместной операции, выдающей этот 
объект). Область задания операции, в соответствии со сказанным вы
ше, не фиксируется, и соответствующее понятие не вводится. Опера
ция может преобразовывать любые объекты, в частности, любые опе
рации; не исключается также случай применения операции к ней самой. 
Будем считать работу операции детерминированной, т. е. будем счи
тать, что если операция работает в разных случаях- над одними и те
ми же исходными данными, то ее работа протекает в этих случаях 
одинаковым образом.

Сказанное следует воспринимать, разумеется, не как математи
ческие определения, а как наводящие соображения, находящиеся вне 
математики. Нижеследующие положения являются попыткой провести 
грань между математическими и внематематическими рассмотрениями. 
Для этого мы вводим некоторые термины, предложения и типы пред
ложений, которые объявляются „понятными" на основе внематемати- 
ческих соображений. После того как мы зафиксировали элементы язы
ка, мы можем воспользоваться уже ранее зафиксированными способами 
построения сложных предложений языка (они были взяты нами на ос
нове определенных логических средств, т. е. также исходя из внема- 
тематических соображений) для построения определенных аксиом (вы
бираемых на основании внематематических соображений), исходя из ко
торых мы можем выводить новые предложения с помощью имеющихся 
в нашем распоряжении способов рассуждений (снова выбираемых на 
основе имеющихся логических средств). Математика, таким образом, 
начинается там, где уже выбраны язык, логика и аксиомы*.

* Подобная точка зрения, разумеется не может претендовать на новизну, ибо 
она является модификацией многочисленных имеющихся концепций, касающихся фор
мализации математических теорий. Однако применение подобного рода концепций в 
конструктивной математике, насколько известно автору, не предлагалось. Естествен
ное возражение против атого применения заключается в том, что подобная формали
зация может показаться „порочным кругом“ на том основании, что аппарат формали- 

/. зации здесь обладает такой же сложностью, как и формализуемая теория. Автор не 
согласен с такого рода возражением. Некоторые доводы против него будут приведе
ны ниже. Сейчас отметим лишь, что средства метаязыка, как правило, более сильны, 
чем средства языка: проще „называть“ объекты, чем их фактически „выписывать“.
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Итак, мы допускаем употребление слов:
(1) Операция (синоним: объект);
(2) Нульместная, одноместная, двуместная,... операция (синони

мы: операция размерности нуль, один, два,...). Мы считаем „понятным 
смысл следующих предложений:

(3) После подачи на вход n-местной операции / объектов х1։ х2, • 
•• •, хп операция срабатывает и выдает на выходе объект у.

(4) Объект х есть И.
(5) Объект х есть Л.
Мы допускаем образование новых предложений из уже построен

ных при помощи обычных логических связок &, V, ZJ, Т, V, 3-
Мы допускаем образование новых понятий из уже имеющихся при 

помощи правил порождения. Под „правилом порождения“ мы понимаем 
предложение следующего вида (где f1։ f2, ■ ■ fm суть фиксированные 
операции размерностей, соответственно, ки kS։- • •, кт)',

(6) Если х։, х2,...., хп суть некоторые объекты, и если для yiu
Д12>՜'՜» имеет место Ри для у.л> уК,՛ • •, ум, имеет место Р2, 
для Уг\, ул,-■ •, yrir имеет место Рг, и если после подачи на вход 
/^-местной операции объектов пп, ы12, • • •, ui*,  операция срабаты
вает и выдает на выходе объект v1։ и если после подачи на вход 
&2-местной операции /2 объектов un, и22, • • •, и-т, операция срабаты
вает и выдает на выходе объект vs, • • •, и если после подачи на вход 
/rm-местной операции Jm объектов ит\, иП2>- ■ •, Umk„, операция сраба
тывает и выдает на выходе объект vm, то для я։, г2, • • •, zq имеет ме
сто Q.

(Здесь Pit Рг,---,РГ— некоторые понятия, уже имеющиеся или 
определяемые, Q — некоторое определяемое понятие, каждый из объ
ектов yij и и/, имеет вид ха՛, каждый из объектов zi имеет вид х» или vj).

Мы считаем, таким образом, понятным каждое конкретное прави
ло указанного типа и допускаем задание понятия или группы понятий 
при помощи таких правил.

Мы считаем, наконец, „понятными“ кванторы общности и осуще
ствимости, вводимые для понятий, определяемых при помощи правил 
порождения.

4. Сделаем некот орые замечания по поводу введенных соглашений.
Говоря об „п переменных“, а также в других аналогичных местах, 

мы не предполагаем известным понятие натурального числа. Для по
строения каждой конкретной теории нам нужны лишь операции фикси
рованной размерности, поэтому мы могли бы при желании ограничить
ся операциями размерности, например, не больше двух или трех. Чи
слительные „два“ или „три“ здесь вовсе не обязательно употреблять, 
так же, как не обязательно помечать индексами 1, 2, ••• объекты, по
даваемые на вход операции; вместо этого можно было бы говорить, 
например, о „розовом входе“ и „голубом входе“ операции (ср. [18], 
„Предисловие для учащегося“). Аналогично обстоит дело с натураль
ными индексами в приведенном выше описании порождающего правила.
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Вместо общего описания того, что такое порождающее правило, мы 
могли бы без вреда для дела объявить „понятными“ лишь те конкрет
ные порождающие правила, которые нам потребуются в дальнейшем.

Заметим, что при соблюдении некоторых аксиом (например, ука
занных ниже аксиом для спаривающих или системных операций) мы 
можем, не нарушая общности по существу, ограничить наше рассмот
рение лишь нульместными, одноместными и двуместными операциями 
(так, как это сделано ниже при введении аксиом (Лэт)—(Л10) бинор
мальной структуры). Можно также ограничить использование генети՜ 
ческих определений лишь несколькими заранее фиксированными слу
чаями (см., например, [17], § 1, п. 1.3, теорема 1).

5. Введем некоторые обозначения. Суждение вида (3) из разде
ла 3 будем обозначать через „/ (хъ хг, хя) есть у", а тот объект 
у, который выдается на выходе, если имеет место ситуация (3) из 
раздела 3, будем обозначать через / (х1։ х2, • ■ •, хя). Суждение 3У (/ (хъ 
х2,- ■ •, хп) есть у) будем обозначать через ! / (хь х։, • • •, хя). Суждение 
(4) раздела 3 будем обозначать через х+, а суждение (5)—через х՜. 
Мы будем употреблять символ X, понимаемый аналогично тому, как 
это определено в [19] (см. также [12]), а именно: если Е есть выраже
ние со свободными переменными х։, х2,•••, хя, то выражение Хх1х2--- 
■••хя-Е понимается как обозначение операции, которая для всяких: 
объектов х։, х2, •••, хп, для которых выражение Е имеет смысл, выдает 
значение выражения Е для заданных значений х1։ х2, • • ■, хП. Мы не бу
дем рассматривать выражений вида Хх։х2---хя-Е в тех случаях, когда, 
выражение Е содержит свободные переменные, отличные от х1։ х2, • • •, хя..

В случае, когда в выражении вида / (х1։ х2,•••, х„) операция / 
сама задается при помощи какого-либо выражения, мы будем выраже
ние, определяющее /, заключать в фигурные скобки. Мы будем иног
да применять указанные в [12] и [19] правила преобразования выраже
ний, содержащих фигурные скобки и символ X; допустимость примене
ния указанных преобразований каждый раз очевидна на основании со
держательной интерпретации указанной символики. Например, выраже
ние {Хх-/(х)} (у) обозначает тот же объект, что /(у).

Записывая обозначение операции, мы будем иногда указывать 
размерность этой операции при помощи верхнего индекса в скобках; 
так, например, /(2), х(5>, суть обозначения соответственно дву
местной, пятиместной, нульместной операции. Иногда мы будем опус
кать обозначение размерности в тех случаях, когда размерность рас
сматриваемой операции очевидна или несущественна.

6. Введем теперь понятие К-структуры, которое будет играть ос
новную роль в дальнейшем изложении, а также некоторые понятия, 
связанные с ним. Определения, излагаемые в этом разделе, не явля
ются определениями внутри аксиоматических теорий, а потому мы не 
будем ограничиваться при их введении установленными ранее жестки
ми нормами языка.
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Всякий набор операций вида • • • ։ /^л* \ /?(2>) мы будем
называть конструктивной структурой или, сокращенно ^.-структу
рой. Операции /1Л,),/?։), •••, Д(л*/? (2) мы будем называть базисными 
элементами К-структуры (/1Я|\ ■ • • , ).

Понятие элемента К-структуры /зП1\---,/['*  \ ^)> (об°՜
значаемой далее через 3), вводится посредством следующих порождаю
щих правил:

(1) Каждый из объектов • • •, /£л\  ^<2) есть элемент*
К-структуры 5.

(2) Если есть элемент К-структуры 5 и х1։ х2, •••, хп суть 
элементы 5 и ! Г<п> (х։, х2, •••, х„), то ЛЛ) (х։, х2, • • •, хя) есть эле
мент К-структуры 5.

После введения понятия элемента К-структуры 3 мы допускаем 
употребление квантора всеобщности у и квантора потенциальной осу
ществимости 3 относительно переменных, для которых допустимыми 
значениями являются элементы рассматриваемой К-структуры. В роли 
таких переменных мы будем употреблять символы х, у, г, {, у, А, Г, С, 
Н с индексами или без индексов. Вместо „элемент К-структуры 5“ в 
случаях, когда это не приводит к недоразумениям, мы будем говорить 
просто „элемент“.

При рассмотрении К-структуры (А,/։, • • •,/л, Л) двуместный 
элемент R мы будем называть операцией равенства, вместо R (х, у)՜ 
будем писать х—у, а вместо R (х, у)~ будем*  писать х=^=у. Сужде
ния вида

! / (*1,  х2,- • ., Хя) V ! у (у1։ уг, - -, Ут) =>
=> / (*1.  *։,  • • •, хп) = у (^1, Уз, • • •, Ут)

мы будем записывать следующим образом:
/■(х1։ х2, • ■ •, хп)=*у  (у1։ Уз,---, Ут).

Будем говорить, что К-структура (/., /2,-■-, /п, R) является под
структурой К-структуры (Ух, Уз, - - -, Ут, О), если /1, /2, • • •, /п, R 
являются элементами К-структуры (уи у2, • • •, ут, (2), и имеет место 
(2 (R, <2)+- Будем говорить, что К-структура (/1։/»,•••, Д, R) является 
правильной, если в этой структуре выполнены следующие аксиомы:

(А) V*  (*  = х);
(у42) уху (х = у ^>у = х);
(А) Уху г (х = у &у ֊ г = х ֊֊ х);
(А) Чху (х = У V X у);
(А) (х = у & х #= у);

Таким образом, непосредственно не определяется как отрицание х=д. 
Однако аквивалентность х+д и т (х=у) вытекает из приведенных ниже аксиом 
(Л4) и (Л,}.
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(Лв) Для любых п-местных операций /7<л> и СН") 
У-Чх2- • хл ^1У2- ■ -уп (Лл>= С(л,& хг = У1 &

& Хг =у,&.- • •& Хл =уп =3 Яя’(х։, х2, - • Х„) С<л> (уг,у2г- -^Уп)).
(Заметим, что аксиома (Л3) по существу является схемой аксиом). 

В дальнейшем мы будем рассматривать лишь правильные К-структуры.
Будем говорить, что элемент К-структуры является всюду 

определенным, если
(А) уххх։ • • • х„ I /<Л> (х1։ х2, • • •, хл).

К-структуру (/։, /2, • • •, /*,  R) будем называть сплошной, если все ба
зисные элементы /1։ /2, • • •, /*,  R всюду определены.

Рассмотрим теперь некоторые примеры применения понятия 
К-структуры. А именно, мы покажем, каким образом в терминах 
К-структур можно определить понятия натурального числа, слова, а 
также понятия пары и системы объектов. Правильную К-структуру 
(а, з(1), Rm) будем называть пеановой, если в ней выполнены сле
дующие аксиомы:

(А) ух1зШ(х);

(Д.) ¥х(з<։)(х)=#а);
(Ао) V*«/  (։(1) (х) = 5(1) (у) => X = у).

Натуральные числа можно определить теперь как элементы пеа
новой К-структуры, определяемые при помощи следующих порождаю
щих правил (1) а есть натуральное число; 2) если х есть натуральное 
число, то 5 (х) есть натуральное число. Как правило, элемент а пеано
вой К-структуры (а, 5, R) мы будем обозначать черен 0; вместо $ (х) 
иногда будем писать х֊Ь1; элементы 5(0), $ (в (0)), з(з.(з (0))),• • • бу
дем обозначать иногда через 1, 2, 3,•••.

Аксиома индукции при содержательном восприятии понятия нату
рального числа не должна вводиться; правомерность рассуждений по 
индукции непосредственно следует из генетического характера поня
тия натурального числа (см. [1], подстрочное примечание на стр. 18).. 
Следует заметить, однако, что при формализации рассуждений о 
К-структурах в рамках некоторой формально-логической системы (ска
жем, наподобие той, которая была указана в [7], § 19), схема аксиом 
индукции (или некоторая эквивалентная ей схема) является необходи
мой, иначе мы будем лишены возможности проводить в нашей системе 
рассуждения по индукции. Можно сказать, что схема аксиом индукции 
как раз и является тем средством, при помощи которого в формально
логическую систему вводится генетическая концепция понятия объекта.

Понятие натурального числа можно было бы вводить и на осно
ве иных К-структур. Так, например, можно было бы ввести операции 
следования, сложения, умножения, на основе обычных аксиом (см. [7], 
§ 19). Точно так же можно было бы рассматривать в качестве опера
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ций суперпозицию, примитивную рекурсию и ^оператор и, таким об
разом, строить аксиоматическую теорию рекурсивных функций.

Рассмотрим теперь аксиоматическое определение понятия слова 
в алфавите. Правильную К-структуру (а, зР, • • •> ЗяЯ), где л>1, 
будем называть п-алфавитной, если в ней выполнены следующие ак
сиомы: >

(Ли) ухи°(х)

(Л„) ух (зР (х)=И=а) (1<։<л);
/ 1 -֊< / п \

(Л„) уху (зР (х)=£з/п (у)) I 1</<л ;
\ <¥=/ /

Мн) Уху (зР (х) = зр(у)г>х=у) (1<Г<л).
Слова в п-буквенном алфавите определяются теперь как эле

менты л-алфавитной К-структуры (а, зх, з։,••■,зп, R), задаваемые по
средством следующих порождающих правил:

1) а есть слово;
2) если X есть слово, то з/(х) есть слово (1-^/-^л).
Аналогично тому, как это было отмечено для натуральных чисел, 

мы можем строить теорию слов на основе операции объединения слов, 
а также на основе операций композиции, разветвления, повторения 
операций над словами и других операций, рассматриваемых в [1].

Рассмотрим аксиоматические определения понятий пары и сис
темы объектов. Пусть задана некоторая К-структура. Будем гово
рить, что операция этой К-структуры является спаривающей, если 
можно построить такие операции 1(1), х<П (называемые обратными спа
ривающими операциями) для о(2), что выполнены следующие аксиомы:

(Ли) уху! о<2>-(х, у);
(Ав) ух!^)^);

(А,) уг1х(1)(г);

(Аа) Уху (а<2> (х, у)) = х);
(Л1В) уху (х<։) (о(2) (х, у)) = у).

Если дана спаривающая функция а, то объект х называется парой, ес
ли имеются такие объекты х и у (называемые компонентами пары), 
что а (х, у) = г. Ясно, что по паре х всегда возможно однозначно 
восстановить ее компоненты.

Аналогичным образом определяются системы объектов. Пусть 
задана некоторая К-структура 5, пусть о(2) —спаривающая операция в 
•$> и пусть 1<։> и х<։)— обратные спаривающие операции для а<2). Пусть 
далее (0, з(1), Я(2)) —пеанова подструктура К-структуры 5. Тогда бу
дем говорить, что элементы «Ю, и А являются системными от
носительно о®, , х(0, 0, з<։’, если удовлетворяются следующие ак
сиомы:
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(А20) ух!г(1>(х);
(Л21) Для всякого элемента х и для всякого натурального к. 

! (х, к).
(Дй) Я» (Л) = 0;
(Аа) у*у (»” (=(2) (х, у)) =
(Ди) уху (т.(2)(з<2) (х, у), 0) = х);

(Аг!) Для всяких элементов х и у и для всякого натурального к 
тД2։ (о<2) (х, у), б(1)(Л)) = я<2) (у, к).

Если заданы системные элементы «, о, Л относительно о, I, х, 0, 
э, то понятие системы, а также отношения „натуральное число к есть 
длина системы у“ „элемент х есть Л-ый член системы у“, вводятся 
при помощи следующих порождающих правил:

1) Л есть система;
2) 0 есть длина Л;
3) если х есть элемент, у есть система, к есть длина системы 

у, и я есть 1-й член системы у, то
(За) з (х, у) есть система;
(ЗЬ) б (к) есть длина системы а (х, у);
(Зс) х есть 0-й член системы а (х, у);
(Зс1) г есть 5 (/)-й член системы а (х, у).

Легко видеть, что по каждой системе г- можно однозначно определить 
ее длину о (г) при помощи операции о и все ее члены к (я, 0), к (х, 
1), • • •, к (г> &) (ГДе 5 (к) = 3 (г)) при помощи операции я.

В дальнейшем мы будем пользоваться понятиями натурального 
числа, слова в алфавите, пары, системы, считая известными основные 
свойства этих объектов, рассматриваемые в конструктивной математи
ке. Исходя из изложенных принципов соответствующие теории, оче
видно, можно развить на аксиоматической основе;, мы не утверждаем,, 
что введенных выше аксиом достаточно для вывода всех свойств рас
сматриваемых объектов, рассматриваемых в традиционных изложениях 
конструктивной математики; однако набор аксиом, достаточный для 
этой цели, очевидно, может быть построен; такое построение пред
ставляет собой самостоятельную проблему, которой мы здесь не бу
дем заниматься.

Введем, наконец, понятие бинормальной. К-структуры.. Будем го
ворить, что правильная К-структура /а""1,• ■ • ,Д”*\  Л(2)) является. 
бинормальной, если в ней выполнены следующие аксиомы:

(Лв.0 ... &х
& 8?\ ■ • •,^))}(х)-/;л/) (^’ (х),^։)(х),.- • 4’ (х))) (1 <։<*).

)));
(А.) 8(,)* (I Г(/П), {Г(/<’), ^))} (х)^/0)(г(1>(х)));

(А.) зЛу/(1) 8™ ху (I Г (/(’), & [Г (/(1)։ ^2))) (х> у) (х> у))}..
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(Ао)а^У/(2) ^’А^хОЛМ «(1), А<’>) &
& {А’(/2>, Л<’))} (х) = /<2> («<» (х), А<» (х)));

(А.) яГу )т г? £' *։  IV (А Л Л «֊ ■
& {А’(/2)> £<2), £2°)} (х, у)^Г~ (81 (х, у), 8з (х, у)));
(4а։) ЭАу /1} 8(,) А(։) х (! Г (/’), Л»)) &

& (/(О (х)+ о {Г (Л», 8Щ, А«11)} (х) =- Я(1> (х) &
& /<» (х)֊ =э {Г(/<։>, $<»>, А<։> )} (х) ~ А1 (х) &
& (1 /* ’ (х)+ & 1 /<'> (х) ֊ => 11 {Г (/, 8(,), А<’))) (х)));

(Лм) Можно построить такой элемент У7, что для любых /(1), х 
оказывается: ! Г С/™, 8^), и, кроме того, ! (А^/^, ^։))} (х) имеет мес
то в том и только в том случае, когда можно построить систему эле
ментов х0, х1։ •••, хл, где л^>0, такую, что х0 = х, х/и =/(|) (х/) при 
0-^г<^л, 8 (х‘)~ ПРИ 0<С։<х.л, ® (хл)+; и, наконец, если I {А’(/(1), 
^'0} (х) то (А’(/(1), 8^} (х) — хл, где хя есть последний член по
строенной указанным образом системы.

(Ли) 3Г¥ /<°> X (! Г (/«»)) & {Г (/“))) (х) - /<°> ( ));
(Ли) ЗА у /<>> хд (! Г (/») & {Г (/*))}  (х, у) - /։> (х));
И«) аАу/։) хУ (1 /’(/”) & {А՝ (/։’>)} (х, у) (у))->

(Аг1) 3Аух ((А (х)} ( ) = х);
(Аз) Я/¥*  (/(х) = х);

(А») Я/Ух/ (х)+;
М«) Э/ух/ (х)-.

Как уже указывалось выше, аксиомы бинормальной структуры 
внешне сходны с условиями, указанными в определении нормального 
замыкания ([16], § 6); отличие заключается, во-первых, в том, что мы 
не вводим здесь понятия „предиката“, рассматривая по существу „пре
дикаты" как частный случай „функторов"; во-вторых, вместо условия, 
касающегося отбрасывания фиктивной переменной, здесь употребляет
ся аксиома (^и), касающаяся осуществимости функций—констант; на
конец, аксиомы бинормальной структуры формулируются лишь для 
операций с ограниченными размерностями (большинство аксиом сфор
мулировано для размерностей, не превосходящих двух, чем и обуслов
лено название „бинормальная структура").

При рассмотрении бинормальных структур мы будем употреб
лять некоторые специальные термины и обозначения (ср. [16], § 6). 
Пусть фиксирована операция удовлетворяющая условию, указан
ному в аксиоме (/4а։) (говоря точнее—условию, получающемуся из 
(Л։։) посредством удаления аГ), тогда для любых Л(’) мы
будем называть (/0), ДО) разветвлением и А(՝> относи
тельно и обозначать посредством Н1еп еке А(1>; кроме то-
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го, {^si A(IJ)} (*)  мы будем обозначать посредством if(х)+
then g(|) (х) else h(1) (х), причем в этой записи мы будем иногда заме
нять (х), g<։) (х), (х) другими эквивалентными им выражениями.
Далее пусть фиксирована операция Fi3, удовлетворяющая условию, 
указанному в аксиоме (Дз։); тогда для любых gm мы будем назы
вать Fjj (/։։\ gW) повторением относительно и обозначать 
while gW- do / (1);знак ~ иногда будем вводить внутрь записи g, напри
мер, вместо (/-x-R (х,. О))՜ будем писать Хх-х=/=0.

Замечание 1. Слова if, then, else while, do заимствованы из 
языка АЛГОЛ-60 ([20]); введенное здесь обозначение разветвления в 
точности совпадает с обозначением разветвления, принятым в А АГ ОЛ- 
-60, однако обозначение повторения несколько сокращено по сравне
нию с указанным языком; точная запись повторения по правилам язы
ка АЛГОЛ-60 могла бы иметь, например, следующий вид:

for х: = х while g(1) (х) do x’=f^ (х).
Замечание 2. При рассмотрении повторения мы не допускаем 

обозначений типа while gO) (х)~ do/0) (х), наподобие, тех, которые бы
ли введены для разветвления. Дело в том, что при употреблении обо
значений типа while g(1) (х)՜ do /(։) (х) могут возникнуть недоразуме
ния: повторение алгорифмов, в отличие от разветвления, не инвариант
но относительно подстановки. Так, например, мы можем написать

{if f+ then g else A} (u (x)) =*  {if t-z-f (a (z))+ then az. 
g(u (z)) else 'i֊z h (u (z))} (x),

но было бы неверным утверждать, что {while g՜ do f} (a (x)) равно
сильно {while >֊z-g (u (z))~ do Az՛/(a (z))} (x).

7. В качестве примера математических рассмотрений на основе 
конструктивного аксиоматического метода мы рассмотрим вопрос о 
возможности описания в рамках такой теории любых конструктивных 
преобразований объектов соответствующей К-структуры. Наше рас
смотрение при этом будет в определенной степени зависимым от 
концепций традиционной теории алгорифмов, поскольку „эталон“ об
щего понятия алгорифма мы будем заимствовать из традиционных ис
точников.

Пусть фиксирована некоторая К-структура /г"’5, • • Л(2))
(в дальнейшем будем ее обозначать через S). Введем в рассмотрение 
попарно различные буквы Ф1։ Ф2, •••, Ф*,  2, (, , ,) (мы описываем рас
смотрения, связанные со словами в алфавитах, в традиционных терми
нах, хотя то же самое можно было бы сделать и на аксиоматическом 
языке).

Термами К-структуры 5 будем называть слова в алфавите {Ф1։ 
Ф2,•••,Ф*,  2, (,,,)}, определяемые следующими порождающими пра
вилами: 1) каждая из букв Фъ Ф2,■•՛, Ф*,  2 есть терм; 2) если Т1г 
Тг, - ■ - , ТП1 — термы, то слово Ф< (Т1։ Тг, ՝ • •, ТП/) есть терм; 3) если 
Тг и Т2 суть термы, то 2 (Т1г Тг) есть терм. Зафиксируем конструк
тивное взаимно однозначное соответствие Е между термами К-струк- 
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туры 5 и натуральными числами, определяемое следующими прави
лами.

1) Если длина терма 7\ больше длины терма T«, то натуральное 
число, соответствующее терму Т1г больше натурального числа, соот
ветствующего терму Т2.

2) Если длины термов 7\ и Т, равны л, и при лексикографичес
ком упорядочении всех слов длины՜ л в алфавите (Ф։, Ф։,--, Ф>  f-’, 
(»»•)) терм 7\ предшествует терму Т2, то натуральное число, соот
ветствующее терму Fj, меньше натурального числа, соответствующего 
терму Т2.

*

Очевидно, что указанные правила однозначно определяют соот
ветствие й. Легко проверить, в частности, что согласно соответствию 
а, однобуквенным словам Ф։, Ф2,•••, Фд։ 2 соответствуют натуральные 
числа 1, 2,՛՛-, к, В дальнейшем натуральное число, соответ
ствующее терму Т в силу соответствия S мы будем называть ^-номе
ром терма Т.

Значение терма в К-структуре S определяется следующими по
рождающими правилами: 1) значение каждого из термов Ф1։ Ф։, • • •» Ф*,  
2 определено и совпадает, соответственно, с f\"‘\ ՛ ՛ ՛ ■> R^1' ՛,
2) если F1։ Г։, Tnl—термы, и значения их суть, соответственно, t3, t2>- ■ • 

то значение терма Ф/(7\, Т2, •••, ГЛ;) определено в том, и. 
только в том случае, когда ! /]Л/) (tu t2,---,tni) и если определено, то 
совпадает с Л(Л/) «ъ t։»■'■> ^Л/); 3) если 7\ и Т2—термы, и значения их 
суть, соответственно, и f2, то значение терма 2 (7\, Т2) определе
но в том и только в том случае, когда ! R№ (tlf t։) и в этом случае 
совпадает с 7?(2) (f1։ t2).

Ясно, что для каждого объекта х К-структуры S имеется хотя 
бы один терм со значением х. Это непосредственно вытекает из ге
нетического характера понятия „элемент К-структуры“.

Частично-рекурсивную функцию ф от одной переменной будем 
называть рекурсивным преобразованием элементов К-структуры S, 
если для любых натуральных чисел к и I оказывается: если термы Тъ 
и Т2 с ^-номерами к и I определены и таковы, что для их значений хг 
и х2 имеет место х։=х1( то тогда (1) если одно из значений р (к) и 9 (Z) 
определено, то и другое из них также определено; (2) если оба значения 
? (к) и р (I) определены, то тогда если значение одного из двух термов, 
имеющих --номера р (к) и р (Z) определено, то тогда и значение дру
гого из них определено; (3) если значения х и у обоих термов, ука
занных в предыдущем пункте, определены, то х=у.

Пусть р рекурсивное преобразование элементов К.-структуры S. 
Результатом преобразования элемента х К-структуры 5 посредством 
<р будем называть элемент у К-структуры 5, который получается в. 
результате следующих действий: 1) находим какой-либо терм Т, имею
щий значение х; 2) находим 2-номер к терма Г; 3) находим р (к); 
4) находим терм Г, имеющий номер ® (к)՝, 5) в качестве у берем зна
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чение терма 1' (если оно определено). Ясно, что если результат пре
образования элемента х посредством ® определен, то он единственен 
с точностью до отношения равенства, определяемого операцией

Будем говорить, что элемент К-структуры 5 является ориен
тиром рекурсивного преобразования <р элементов этой К-структуры, 
если для любого элемента х К-структуры 5 оказывается: результат 
преобразования элемента х посредством определен в том, и только 
в том случае, когда ! /(1) (х), и в этом случае, если у есть результат 
преобразования х посредством ®, то у=^ (х).

Будем говорить, что К-структура 5 является рекурсивно полной, 
если для всякого рекурсивного преобразования ® элементов К-струк
туры Л' можно построить элемент К-структуры 5, являющийся 
ориентиром ®.

Теорема 1. Всякая правильная сплошная бинормальная 
К-структура , /£я,), • • •, /* я*\  7?(2>), ’ которой имеется элемент, 
являющийся спаривающей операцией, и имеются элементы хг и х2 
такие, что Хг^х2, рекурсивно полна.

(Иначе говоря, для рекурсивной полноты К-структуры (/1Я1>, 
• ■ ■ , достаточно, чтобы были выполнены аксиомы (Дг) —
— (Л0),(Л7) для/Я|>, Дя,), • • •,/"*՝,  (Л„) — (Л1в) для некоторых я, I, х, 
Д20—Л40 и, кроме того, х։=7^х2 для некоторых х7 и хг).

Доказательство. Обозначим структуру (/1Я,), Дя*\  • ■ •, /?(2))
через 5. Покажем, прежде всего, что в 5 имеется пеанова подструк
тура 5*.

Построим согласно условию теоремы элементы хх и хг К-струк
туры 5 такие, что х^х3. и операции я, I, х, удовлетворяющие аксио
мам (Д15)—(Д։в). Тогда для любых элементов х и у структуры 5

I 0 (ас, У)‘» 1 (’ (*.  у)) = ас;
Ь(х); х(я (х, у)) = у.

! х (х);

Построим теперь элементы я (х1։ хх), я (хъ х2), я (х2, хх), я (х2, х2) и 
обозначим их через уг, у3, у3, уг Ввиду свойств операций я, I, х имеем: 
У1=^=У] при ։¥=/ Следовательно, согласно (Д!) — (Д4), можно по
строить такой элемент у^, что уЛ=^= XI при 1=1,2. Обозначим че
рез 0. Построим теперь операцию з такую, что при любом х

з (х) = я (0, х).
Для этого согласно (Д3,) построим такую нульместную операцию 

7), что V) ( )=0. Затем, согласно (Дм) построим одноместную опера
цию 0 такую, что ух (0 (х) = 0). Затем, согласно (Д38), построим та
кую одноместную операцию <р, что ух (® (х) = х). Наконец, согласно 
(Дм) построим такую операцию з, что ух (в (х) = я (0 (х), <р (х)). Лег
ко проверить, что операция з будет требуемой. В дальнейшем мы не 
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будем подробно проводить построений такого рода, предоставляя это 
читателю; методы подобных построений описаны, например, в [7], § 44.

Теперь рассмотрим подструктуру (0, s, /?) структуры 5; эту 
подструктуру будем обозначать через 5*.  Легко проверить, что 
К-структура 5*  является пеановой. В самом деле, если s (x) = s (у), 
то а (0, х) = а (0, у), а тогда, согласно (Л„), х—у. Далее, если бы 
было s (у)—О, то а (0, у) = з (х/, X]) при некоторых /, j от 1 до 2, и 
тогда, согласно (Д։8), 0 = хг, что противоречит выбору 0.

Теперь элементы структуры S, полученные исходя из 0 посред
ством s, мы будем рассматривать как натуральные числа (при аксио
матическом построении теории натуральных чисел мы освобождаемся 
от обязанности вводить для этих объектов некое новое наименование, 
а также устанавливать их конструктивное взаимно-однозначное соответ
ствие с „подлинными“ натуральными числами). Для введенных таким 
образом натуральных чисел мы будем рассматривать рекурсивные 
функции, определяемые обычным образом ([7j). Покажем, что (В) для 
всякой рекурсивной, функции ср от одной переменной можно по
строить такой элемент f структуры S, что для любого нату
рального к

Построим вначале такие элементы s, t, р, q, г структуры S, что- 
при любых натуральных к и I

s (k) = k-\-1;
t (A) = fc-lj
р(к, 1)=к + 1;
q (к, Г) = к + 1- 
г(к,1) = кк

Элемент s с указанным свойством был уже построен ранее. В качестве 
t можно взять элемент

kx-(if х=0 then 0 else i ({while )>zs (։ (z)) (z)
do Xz-a (s (i (z))r x (z))} (a (0, x)))).

В качестве p можно взять элемент
) ֊ *y  • (l ({while kz-x (z) =/= 0 do kz-a (s (i (z)), t (■- (z)))} (= (x, y)))).

В качестве q можно взять элемент
Xxy-(i ({while Xz x (z) ^=0 do Xz-a (t (i (z)), t (z)))} (s (x, y)))), 

В качестве г можно взять элемент
>ху(х ({while Xz-x (i (z)) =/=0 do Xz-a (a (i (i (z)),

t (*( ‘ (*)))),  p (I (i (z)X X (z)'))} (a (a (x, y), 0)))), 
Построим теперь элемент

>хф (i ({.while )֊z-y (-1, q (r (i (z), ՛. (z)), x (z)))=# Q
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do 'z-з (s (՛■ (z)), z (z))] (з (0, x))))], 
который мы обозначим через Quad и элемент 

/х-<7 (х, г (Q uad (х), Q uad (х))), 
который мы обозначим через Quadres.
Легко проверить, что для всякого натурального числа к Quadres (к) 
есть натуральное число, равное расстоянию к от наибольшего точного- 
квадрата, не превосходящего к.

Таким образом, для всякого натурального числа к
Quadres (к) = quadres (к), 

где quadres — примитивно-рекурсивная функция, рассматриваемая в. 
[21], § 1 и § 7.

Докажем теперь, что утверждение (В) справедливо для всякой 
примитивно-рекурсивной функции ф от одной переменной. Согласно 
теореме Р. Робинсона ([22], см. также [21], § 7), всякая одноместная 
примитивно-рекурсивная функция может быть получена из функций. 
)ос-(х4֊1) и quadres посредством операторов суммирования, суперпо
зиции и итерации. Для функций прибавления единицы и quadres ут
верждение В уже доказано (в роли элемента / в этих случаях можно 
взять, соответственно, элементы s и Quadres). Докажем, что операто
ры суммирования, суперпозиции и итерации сохраняют утверждение 
(В), иначе говоря: (I) если для одноместных примитивно-рекурсивных 
функций ® и ф утверждение (В) справедливо, то оно справедливо так
же для суммы <р и ф и для суперпозиции ® и ф; (II) если для одно
местной примитивно-рекурсивной функции <р справедливо (В), то оно 
справедливо и для итерации функции <р. На основании (Д։о) и (Ди) 
(беря в (Д30) р в роли легко устанавливаем (I). Докажем (II). 
Пусть одноместная примитивно-рекурсивная функция, удовлетворяю
щая (В), пусть элемент f таков, что при любом натуральном к.

v(k)=f(k),
и пусть ф есть итерация р. Тогда при любом натуральном к

. Ф(0)=0;
ф(*  + 1)=р(ф(*)).

Построим элемент
Xx[i ({while Xz-x (z) =r=0 do Xz-a (/ (i (z)), t (x (z)))} (a (0, x)))], 

который мы обозначим через g. Легко проверить, что для любого на-- 
турального к

g W = ф (к).
Таким образом, (II) доказано. Тем самым мы установили (В) для лю
бой примитивно-рекурсивной функции р.

Проведем несколько построений, опирающихся на это утвержде
ние. Построим элемент и такой, что для любого натурального к
203-2
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,т_У£±1>.
2

Далее, на основании (Д։։), (j431) и (Ди) построим элемент - такой, 
что для любых к и I.

<к /)=(^ + /)(^ + / + П+^ 
’ 2

Кроме того, снова опираясь на справедливость утверждения (В) для 
всякой одноместной примитивно-рекурсивной функции, построим эле
менты I*  и х*  такие, что при любом натуральном к i*  (&) и х*  (к) суть 
натуральные числа, и, кроме того

I*  (=*  (Л, Z)) = к;
** (о*  (к, /)) = I;
a*  (i*  (к), у* (к)) = к

при любых натуральных к и I.
Покажем теперь, что (В) справедливо также и для частично-ре

курсивных функций. Пусть —произвольная частично-рекурсивная 
функция от одной переменной. Как известно ([7]), можно построить та
кую примитивно-рекурсивную функцию ф от двух переменных, что 
при любом натуральном к

? (к) ~ |4 [ф (к, Z)=0].
Легко видеть, что осуществима примитивно-рекурсивная функция ф та
кая; что при любом натуральном к

?(*)=»  ФО*  (к), х*  (к)).
Построим элемент h такой, что при любом натуральном к 

h(k) = ^(k).
Построим, наконец, элемент
)֊х- [х ({while 'i-z-h (z)=f=Q do Xz-a (i*  (z), s (x*  (z)))) (a (x, 0)))] 

и обозначим его через f. Легко проверить, что при любом натураль
ном к

fW^<p(k).
Тем самым (В) полностью доказано.

Мы переходим теперь к построению элементов F и L таких, что 
для любого натурального числа п элемент F (п) есть значение терма, 
имеющего 2-номер п, и для любого элемента х L (х) есть элемент, 
удовлетворяющий условию F (L (х)) =, х.

Построим прежде всего элементы
(s О (у)), а (х, х (у)))

Xzi(x(z))
)-z <i(t (i (z)), x (x(z))),
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которые обозначим соответственно через я**,  ՛.**,  х**.  Легко видеть, 
что я**,  I**,  у** удовлетворяют аксиомам (Л„)—(Дм), и, таким обра
зом, я**  есть спаривающая операция, a i**  и у** являются для нее 
обратными спаривающими операциями. Построим теперь элемент

Лхур- (у- (’■ ({while {z)=f=Q doj.z.
= (*(-.  (я)), ;(■/.(*)))}  (я (х,у)))))]

и обозначим его через к. Нетрудно проверить, что объекты ", ՛-, 
я(0, 0) являются системными относительно я**,  ՛.♦*,  х** ։ 0, s, иначе го
воря, для объектов я, i, я (0, 0), я**,  i**,  у**,  0, s выполнены аксиомы 
(Лго)—(Aza), если эти объекты взять в роли объектов, соответственно, 
к, 8, Л, я, t, у, 0, s в указанных аксиомах. Следовательно, мы можем 
понимать определение системы объектов, а также определения отно
шений „к есть длина системы я“; „х есть к-й член системы я“ на ос
нове построенных объектов «, i, я (0, 0), я**,  i**,  у**,  0, s.

В дальнейшем эти понятия будут употребляться лишь в указанном 
смысле (отметим, что на обычном языке „с многоточиями" систему, 
состоящую из т объектов х1։ х2, • • •, хт, понимаемую в смысле введен
ного определения, можно записать в виде я (т, я (х։, я (х2, • • -, я (xm_j, 
’(х™. 0))■••)))).

Введем некоторые сокращенные обозначения. Посредством ял (х1ъ 
х2, хп), где п > 2, мы будем обозначать выражение

я (я (• • • я (я (Х1, х2), х։),■ • •, xn֊i), хп);

посредством ij (я), где 1<^Л<Сп, будем обозначать выражение.

в случае к=1, и выражение
х (I (I--- I (я)-- )) -л—4----

—в случае к^>1. Легко видеть, что всегда

1п (’л (х1։ х2, • • •, Хп)) = х.4 (1 < к < ц)~
Аналогичным образом будут пониматься обозначения

(Х1, Х2, • • •,Х„), я7 (х1։ х2, • • • , Хп), ՝П (г), *п к (я).
Определим теперь несколько понятий, связанных с термами. 

Пусть 7՜—некоторый терм, и Г—некоторый подтерм терма Т (т. е. 
некоторое слово, являющееся термом и входящее в слово Т). Уровень 
заданного вхождения подтерма Г в терм Т определим следующим об
разом: 1) уровень вхождения терма Т в терм Т есть 0; 2) если уро
вень вхождения подтерма Ф/ (1\, Т2,- • •, ТП1) или 2 (Т1г Т2) в терм Т 
есть т, то уровень каждого из рассматриваемых при этом вхождений 
подтермов 7\, Т2,---, ТП1 или Т1г Т2 в терм Т есть т-|-1. Наиболь
ший уровень вхождений подтермов в заданный терм Т будем называть 
глубиной терма Т. Уменьшенное на единицу количество различных
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вхождений подтермов терма Т, имеющих некоторый фиксированный 
уровень т, будем называть шириной уровня т в терме Т. Будем го
ворить, что заданное вхождение подтерма Т' терма Т расположено 
левее заданного вхождения подтерма Т" того же терма, если указан
ное вхождение подтерма Т' входит в левое крыло рассматриваемого 
вхождения ([1], гл. I, § 4) подтерма Г՛ в терм Т. Абсциссой вхожде
ния подтерма Т' в терм Т будем называть количество различных 
вхождений подтермов терма Т, имеющих тот же уровень, что и Т' и 
расположенных левее Т. Главной функциональной буквой терма Т, 
имеющего вид Ф/ (Т1։ Т2,- - •, Тп,) или 2 (Т1г Т։) будем называть, со
ответственно, Ф/ или 2.

Нетрудно построить частично-рекурсивные (на самом деле даже 
примитивно-рекурсивные) функции а, Р, у, 8, е такие, что

1) Если л есть 3-номер терма Г, то а (л) есть глубина терма Т.
2) Если л есть 3-номер терма Т и 0^тл<а (л), то р (л, т) есть 

ширина уровня т в терме Т.
•3) Если л есть 3-номер терма Т, 0<С (л) и 0-^1 <СР (п> т)>

то 7 (л, т, I) есть 3-номер подтерма Т' терма Т, имеющего уровень 
т и абсциссу I в терме 7.

4) Если л есть 3-номер терма Т, имеющего вид Ф/ (7’։, Т3, • ■ • 
' ’■> ^14) или 2 (Тх, Тг), то 8(я) есть I в первом случае и во втором 
случае (т. е. 8 (л) есть номер главной функциональной буквы терма Т).

5) Если п есть 3-номер терма Т, 0 -С тл-С® (л), А, т) и
подтерм Г терма Т, имеющий уровень т и абсциссу I в терме Т, 
имеет вид (Ти Тг,- • •, Ту), и если О-Сг-СУ—1» то е (л, т, I, г) есть 
абсцисса рассматриваемого при этом вхождения подтерма 7/+1 в 
терм Т.

Пользуясь ранее доказанным утверждением '(В), построим эле
менты а, Ь, с, б, е такие, что для любых натуральных л, т, I, I

а(п)<^а (л);
Ь (а*  (л, тл))=« Р (л, т);

с (°3 (л, т, /)) =« 7 (л, т, Г);
б (л) === 8 (л);

е (а4 (л, т, I, {)) е (л, т, I, I).
Построим далее элементы/1։ /„•••,/*,  7*+։,7  Л.-• 7*.  7*+։.  в՜ О, ] 
такие, что для любых элементов х и г и любого натурального числа л 
оказывается (напомним, что рассматриваемая К-структура-5’ имеет вид

А ( ) 71 А) “/1Л1) А А, 0), « А, 1),- • я (я, П1—1));
А ( ) = А^; Тг (^) —/2Л,) А (г, 0), К А, 1), - • к А, Л։—1));
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/*  ( )=/?<• (« 0). * U, 1),- • ■> * (*,  п*֊1));

l6 («)> ’֊6 («)» l6 (“)> *,( («) ) . °** ( * ( l6 (“), e ( 04 ( l6 (“)> l6 («)»
19 19 \ \ 22 23

20 21

7*  1 ( ) == Л(2); ?«•> И ~ Rw (г, 0), * (z, 1));

G (л) — if п = 0 then 0 else if п — 1 then /։ ( ) 
else if л = 2 then ft ( ) else • • • if л = k 

then /*  ( ) else if л = k-j-l then /* +j ( ) else 0; 

G (x, z) = if x = 0 then z else if x = 1 then /։ (z) 

else if x = 2 then f2 (z) else - • • if x -= k 

then fk (z) else if x = k-f-1 then /* +j (z) else z;
J (x) гы if x = 0 then 0 else if x = 1 then пг 
else if x = 2 then n2 else - • • if x = k then 

л*  else if x — k 4֊ 1 then n2 else 0.
В приведенных формулах части, выделенные жирным, шрифтом, озна
чают выражения вида s (s (s*  • • s (s (0))- • •)). Построение указанных 
элементов производится очевидным образом на основании аксиом (Д2в), 
(Д28), (Ам), (А32), (Д34), (Да71; отметим, что для построения элемента 
G вначале надлежит построить элемент G' такой, что при всяком у

G' (у) ~ if 1 (у) = 0 then х (у) else if 1 (у) = 1 

then /j (x (у)) else if 1 (y՝) =2 then fa (x (y)) 

else • • • else if 1 (y) = k + 1 then /*+1  (x (y)) 
else x (y), 

после чего требуемый элемент G строится так, чтобы при любых 
х и z было

G (х, z)~ S' (а (х, z)).
Построим теперь элемент

>-х-к ( i|( { while >-z-1| (z) =4= 0 do )֊z-o։ f i’ (z), 
3 4

* .( 1з (*))» 1( I while ՝iy- if (^)=#0 do ty-as Г i՝ (y), 
6 7 8

1 (if), 1 (y), t ( if (y)) ,°”(G(dlc (3o3 (4 If (y), t(y), 
9 10 11 1?՝ 1

ls(»)։)5 ) ) ) ’ le ( { whileXu֊te (“)^0 doXu-Og / if (u), 

’ 14 13 12 16 17 18
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֊! <-> Л)) ■ ‘г <">)) ! (,)՛ ’’W։<s)l ’
23 22 21 20 18 17 2->

м?։( <уН(֊J to),■?to).‘(֊Ito)2։) n j• ’(°.°))

) ) )■ ■'<*՝  ! .) }M֊JtoM^to)).֊3W.
25 16 11 10 8 7 33

s ( b ( i*  ( I*  (z), t ( ■-» (z) ) ) ) ), » (0, 0) ) I j ) }
36 37 38 39 39 38 37 36 34 ' > J

.4.» O'! Л

( as ( x, a (x), [ { while Xw (w)=£0 do Xw.
40 42 43

°s ( l3(w), t ( 13 («») ), o ( G( c (a3 ( 13 (w), a ( 13 (w) ) >
44 45 45 46 47 48 49 8« 50

52 42 40

который мы обозначим через F.
Нетрудно проверить, что приведенное выражение для F обладает 

следующими свойствами:
1) Одноместная операция, определяемая выражением, стоящим в 

фигурных скобках 17, по всякому элементу вида a, (л, т, I, у, i, х) (где 
л есть S-номер некоторого терма Т; т есть натуральное число такое, 
что 0(л); I есть натуральное число такое, что 0 (т, п).
у есть система, составленная из последовательно взятых (слева напра
во) значений всех подтермов терма Т, имеющих уровень т֊Ь1; i есть 
натуральное число, не превосходящее размерности главной функцио- 
на.чьной буквы подтерма терма Т, имеющего уровень m и абсциссу I; 
х есть пустая система) выдает элемент ов (л', т', Г, у', 0, х'), где л', 
т', I', у' совпадают соответственно, с л, т, I, у; х' есть пустая 
система в случае г=0, и х' есть система, состоящая из элементов

к (у, s (л, к, I, 0))
л (у, в (л, к, I, 1))

в случае /^>0.
К (у, В (л, к, I, 7—1))

2) Одноместная операция, определяемая выражением, стоящим в 
фигурных скобках 7, по всякому элементу вида з5 (л, т, у, ։, х) (где п 
есть а — номер некоторого терма Т; т есть натуральное число такое, 
что 0 ^Л1<^ а (л); у есть система, составленная из последовательно взя
тых (слева направо) значений всех подтермов терма Т, имеющих уровень 
7п + 1; г есть натуральное число, не превосходящее ? (л, т)+1; х есть 
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пустая система) выдает элемент вида з։ (п', тп, у', 0, х'), где п , тп', 
у' совпадают, соответственно, с п, тп, у; х есть пустая система в 
случае z*=0,  и х' есть система значений последовательно взятых (г—1) 
подтермов Т, имеющих уровень тп и абсциссы от 0 до i — 1 в случае 
z>0.

3) Одноместная операция, определяемая выражением, стоящим в 
фигурных скобках 43, по всякому элементу вида з3 (п, тп, х) (где п 
есть П-номер некоторого терма Т, тп есть натуральное число, не пре
восходящее 3 (п, т. (п))4֊1, х есть пустая система), выдает элемент 
с3 (и՜, 0, х'), где п совпадает с п; х' есть пустая система при т = 0 
и х' есть система, состоящая из значений тп—1 последовательно взя
тых подтермов терма Т, имеющих уровень, равный глубине терма Т и 
абсциссы от 0 до тп—1 при тп^>0.

4) Одноместная операция, определяемая выражением, стоящим в 
в фигурных скобках 3, по всякому элементу вида з3 (и, тп, х) (где п 
есть 2-номер некоторого терма Т, тп есть натуральное число, не пре
восходящее а (п), х есть система всех последовательно взятых под
термов терма Т, имеющих уровень тп), выдает элемент з3 (д', 0, х'), 
где п' совпадает с п, и х' есть одноэлементная система, единственный 
член которой есть значение терма Т.

Опираясь на указанные свойства основных частей выражения для 
F, легко показать, что элемент F обладает следующим свойством: 
(С) если п есть ё.-номер тперма Т, то F(л) есть значение терма Т.

Построим, наконец, элемент
>x-1 ({while lz-F (i (z)) =f=*(z)  do
>«•«(« M*)),  *W)}(o(0,  *)))

и обозначим его через L. Из определения L немедленно следует, что 
(D) для любого элемента xL (х) есть натуральное число такое, что 
F(L(x)) = x.

Пусть теперь ® есть произвольное рекурсивное преобразование 
элементов К-структуры S. Согласно (В) построим элемент g такой, 
что для любого натурального к

v(k)^g (к).
Построим элемент

lx-F(g(L (х)))
и обозначим его через /. Из (В), (С), (D) немедленно следует, что 
элемент f является ориентиром <р.

Теорема доказана.
Отметим, что в доказательстве теоремы 1 использованы некото

рые методы, употребляемые в доказательстве теоремы 7.6 из [16].
8. Пусть фиксирована некоторая К-структура (/i՞՛՝, /Р։), • • •, Д’ 5 , 
которую мы будем обозначать через .S'. Для всякого терма Т

*

К-структуры 5 определим выражение Т, получающееся из Т посред-
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ством замены всех символов Ф1։ Ф։,• • •, Ф*  символами/1՞'՜*,  /2 /1 л> и
всех символов 2 символами 7?(2). Пусть Л—некоторая система аксиом 
относительно символов элементов К֊структуры 5. Будем говорить, 
что система аксиом А является разрешающей, если для любых тер
мов 7\ и Т2 оказывается: из А выводимо 7’1=7’а или из А выводимо 
Тг=/=Тг (примером разрешающей системы аксиом относительно симво
лов базисных элементов может служить система аксиом пеановой 
К-структуры, дополненная аксиомами

0<°) ( )-0<(|>; $<’> (з“’) = 0(Э);
«.(О (^(2>) = 0(0). 5(1) ^0(0). /?(։)=£ (У"’; з<։> =,*=  Я<2»;

Vх (з(1){х) =/=з(1)); Vх (®(1) (х) Я(2)); Vх (х+ 0
=> х = 0<°) & х- о х = 3<։> (0) &х = 0<°> => х+ &

х =5<։> (0) о X-)).
Пусть теперь 8 есть К-структура вида

(#•>, #*>,  •• •,/;№’, л *(1), кт),
удовлетворяющая условиям теоремы 1, причем а<2) есть спаривающая 
операция в 5, а ։(։> и суть обратные спаривающие операции для а(2>. 
Пусть А—разрешающая система аксисм относительно символов бази
сных элементов К-структуры 5. К-структуру, удовлетворяющую ука
занным условиям, а также аксиомам из А и аксиомам

(АО Уху (х+ & у+ => х = у);
(Л^) уху (х՜ &у~ => х = у),

будем называть регулярной К-структурой.
Пусть фиксированы некоторые операции 7*20,1,  Рж.г,- • •, Ргс. *,  Р^у 

^։в> ^։9> Т^зо, /^зз, /^32, Гм, Т*̂,  Т^зз, р38> Р31, /зв, /32, /40, удов
летворяющие условиям, указанным в соответствующих аксиомах 
(Лм) — (Л<0) (точнее—условиям, получающимся после удаления 377 или 
Я/ из соответствующих аксиом). Пусть фиксированы элементы хх и х։ 
такие, что хх =# х։. Введем понятие регулярной операции при помощи 
следующих порождающих правил:

1) Элементы

/ч #•’, 1‘1։> *(1)
л(2), т7, (/Г։), Р3-А^зг\

т, г„ т, г„ (хх),
^31 (х։)> /зв> /.19» /«

являются регулярными операциями.
2) Если 3 и \ gi'\• • •, суть регулярные опера

ции, то Гге. I (#Р, яР,•••, есть регулярная операция; если и
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§2' суть регулярные операции, то Л 26. *-2  г'?), Г», »-1 (/?),/=։..*
(£1*0  суть регулярные операции.

3) Если и(0), Р1>, #'։), А(|), п(2), ш|2), х(2) суть регулярные операции, 
то (/<>,  и<0>), Г28 (/('), ^>), ги (/<», и<2)),Г30 (««), л»։ ^)), Гзх (о<2>, 
п™, т), ЫР", «<'», Л">), Я,։,)> ^(и^), Г35 (/>»), Г39 (/’•>)

*
*

суть регулярные операции.
Теорема 2. Пусть 5-регулярная К-структура с выделенными 

в ней регулярными операциями. Тогда: (1) для каждого рекурсивного 
преобразования термов К-структуры 5 можно построить регуляр
ную операцию, являющуюся ориентиром этого преобразования; (2) 
каждая регулярная операция является ориентиром некоторого ре
курсивного преобразования термов К-структуры 5.

Доказательство. Пусть ® есть рекурсивное преобразование 
термов К-структуры 5. Тогда ориентир для <р строится в точности 
таким образом, как это было указано в теореме 1; из доказательства 
теоремы 1 непосредственно усматривается, что все необходимые при 
этом построения можно провести, сохраняя регулярность получаемых 
операций. Тем самым утверждение (1) доказано.

Доказательство утверждения (2) получается непосредственным 
образом при помощи индукции по построению регулярных операций. 
Тривиальным образом (2) верно для операций—констант

Г3, Л: (=(2)), (‘(։)), т, гз7 т, (хх), Г3, (х։), /3„ /40,
а также для тождественной операции /38. Для операций

/։Л,), ЛЛ։),- ■ •, о(2), 1(1), хП), я(2)

утверждение (2) легко устанавливается, исходя из свойств 3-номеров 
термов (в самом деле, для каждой из букв Ф/ при 1 -С к легко по՜ 
строить примитивно-рекурсивную функцию от ги переменных, кото
рая для любых натуральных чисел 11։ 12,- • •, /Лр являющихся 3-номерами 
термов Ту, Т3,--՛, Тп,) выдавала бы 3-номер термаФ^Т^, Т2, ■•■,ТП1) 
(аналогичное утверждение верно для 2). Далее, если утверждение (2) 
справедливо для объектов, подаваемых на вход одной из операций Р№, 
Р„, ^28> Л։о, ^зг. Ли> Л։> ^з։> то оно будет, очевидно, справедливо и 
для объекта, выдаваемого в этом случае на выходе соответствующей 
операции (суперпозиция рекурсивных функций рекурсивна, и добавление 
фиктивного аргумента не нарушает рекурсивности).

Аналогичное утверждение для Рз։ и Р33 легко доказывается на 
основании известных теорем о рекурсивных функциях (см., например, 
[7]), с использованием разрешающей системы аксиом А. В самом деле, 
из наличия разрешающей системы аксиом в рамках определенной фор
мально-дедуктивной системы следует на основании теоремы Э. Поста 
(см. [7], § 57, теор. VI (с)) рекурсивность предикатов „Пу и п2 суть

Е-номера термов Ту и Т3, для которых из А выводимо Гх= Т2“, „пх и 

л։ суть 3-номера термов Гх и Т2, для которых из А выводимо Тг=рТ2и.
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Обозначим рекурсивную характеристическую функцию для первого из 
втих предикатов через Н-номер терма /?(2) (хх, хг) обозначим через 
и; S-номер терма 7?(2) (х1։ х2) обозначим через v. Теперь, если у, '|», <о—ре
курсивные преобразования элементов К-структуры 5 с ориентирами /, g, 
h, то тогда рекурсивная функция р, определяемая системой равенств ՛> (О, 
1, п)=ф (и); 8 (1, 0, п) = ш (л); р (л)=6 (; (и, ? (л)), с (и, <р (л)), п) к которой 
добавлены определяющие системы равенств для ?, i, будет рекурсив
ным преобразованием элементов К-структуры S с ориентиром if f then 
g else А; функция ", определяемая системой равенств о (л, 0) = л; 
8 (л, к + 1)=ф (8 (л, к)); ~ (л) = 8 (л, |‘А [? (а, ® (8 (л, А))) ==0]), будет 
рекурсивным преобразованием элементов К-структуры S с ориентиром 
while f~ do g.

Теорема доказана.
Мы можем теперь ввести некоторый вариант уточненного поня

тия алгорифма на основе аксиоматического подхода. В роли такого по
нятия можно рассматривать понятие регулярной операции в произ
вольной регулярной К-структпуре. На основании теоремы 2 мы можем 
утверждать взаимную моделируемость регулярных операций и рекур
сивных функций. Еетественно ожидать, что теория регулярных опера
ций в регулярных К-структурах будет содержать аналоги всех основ
ных утверждений теории алгорифмов, которые будут при этом полу
чаться посредством логической дедукции из аксиом регулярной К-струк
туры. Проверка этой гипотезы выходит за рамки настоящей статьи. 
В случае подтверждения этой гипотезы мы получим изложение одного 
из разделов конструктивной математики, не апеллирующее в процессе 
его развертывания ни к классической математике, ни к „физике“.

9. В заключение остановимся еще на одном вопросе, связанном с 
аксиоматическим построением конструктивных математических теорий, 
а именно, на вопросе о реализациях систем аксиом. Реализацией не
которой системы аксиом естественно называть набор конкретных опе
раций, удовлетворяющих этим аксиомам. Естественным образом мож
но строить реализации систем аксиом в рамках других аксиоматичес
ких систем, так, например, по ходу доказательства теоремы 1 мы по
строили реализацию системы аксиом (А№)—(А25) средствами аксиома
тической системы, рассматривавшейся в теореме 1. (Заметим, что ана
логичным образом, можно интерпретировать, например, построение 
геделевской нумерации „вещей“ в [7], § 50 или кодирование натураль
ных чисел посредством слов в [1], [3], [5]. Но кроме построения по
добных, так сказать, „относительных“ реализаций одних систем аксиом 
в рамках других, естественно рассматривать также и вопрос об „абсо
лютных“ реализациях систем аксиом, т. е. о таких реализациях, кото
рые существовали бы автономно, а не в рамках других аксиоматичес
ких систем. Однако, поставив вопрос таким образом, мы приходим к 
выводу о том, что у многих систем аксиом рассматриваемого типа, 
даже у столь простых, как система аксиом пеановой К-структуры, 
„абсолютных“ реализаций может и не существовать. В самом деле, 
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очевидно, что ни операция приписывания палочек на бумаге ([1]. 
стр. 12; [5], стр. 39), ни операция постановки точек на бумаге ([23], 
стр. 24 русского перевода), ни операция бросания зерен в кучу не 
удовлетворяют аксиомам пеановой К-структуры; более того, каждый 
раз мы можем в таких случаях указать границу, начиная с которой 
дальнейшее применение операции տ становится заведомо физически не
возможным (ср. [7], стр. 54—55). Ссылка на абстракцию потенциальной 
осуществимости ([1], стр. 15; [3], стр. 8—9; [4], стр. 229; [5], стр. 287) 
в данном случае означала бы просто, что мы волевым образом про
возгласили бы наличие реализаций у систем аксиом, которые на самом 
деле реализаций не имеют.

Автор отнюдь не предлагает отказываться вследствие указанных 
обстоятельств от рассмотрения системы аксиом пеановой К-структуры 
или других родственных систем аксиом; однако невозможность предъ
явления „абсолютных“ (физических) реализаций таких систем аксиом 
есть факт, с которым необходимо считаться. Из-за этого, в частности, 
непротиворечивость подобного рода систем аксиом может быть дока
зана лишь метаматематическими методами.

Формализация системы аксиом указанного типа в рамках фор
мально-логических систем не может, таким образом, рассматриваться 
как „порочный круг" (см. подстрочное примечание на стр. 157); напро
тив, без такой формализации мы были бы не в состоянии удовлетво
рительно решать целый ряд вопросов, касающихся системы аксиом, в 
том числе и вопрос о ее непротиворечивости.

Автор приносит глубокую благодарность участникам Ленинград
ского семинара по конструктивной математике, и, в особенности его 
руководителю Н. А. Шанину, за ряд ценных советов и замечаний, зна
чительно повлиявших на окончательную редакцию статьи.
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I'. Դ. ԶԱՍԼԱՎՍԿԻ. Կոնստրուկտիվ առարկաների և օպերացիաների աքսիոմատիկ սան- 
մանման մասին (ամփոփում)

Առաջարկվում է մի եղանակ կոնստրուկտիվ մաթեմատիկայի որոշ բաժինների աքսիոմա- 
տիկ հիմնավորման համար։

Այս եղանակում կոնստրուկտիվ ուղղության հիմնական նախադրյալները զոպա կցված են 
աքսիոմատիկ տեսությունների կարուցման սկզբունքների հետ։ Սահմանվում է ալգորիթմի խիստ 
գաղափարի աքսիոմատիկ ձևը, որը վերաբերվում է ցանկացած բնույթ ունեցող առարկաներին։ 
Ապացուցվում է, որ այս գաղափարը որոշ իմաստով համարժեք է ռեկուրսիվ ֆունկցիայի գա
ղափարին։

1. D. ZASLAVSKI1. On axiomatic definition of constructive objects and operations 
(summary)

A method for developing some parts of constructive mathematics in axiomatic 
aspect is proposed. This method combines the chief concepts of the constructive branch
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in mathematics with the principles concerning to formal derivation of theorems from 
the axioms. The axiomatic variant of the concept of algorithm dealing with the objects 
of any nature is defined. The theorems about the equivalence between the concept of 
algorithm and the notion of recursive function, are proved.
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