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Н. О. СИНАНЯНОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ§1. ВведениеН. К. Бари в работе [1] установила, что для всякой измеримой почти везде конечной функции / (х), определенной на [0, 1], существует ряд по системе Хаара, который сходится к ней почти всюду на [0,1].В работе [2] было установлено существование ряда
2 ая/.л(х) (!)

/1—1по системе Хаара, обладающего тем свойством, что для любой почти вез- осде конечной измеримой функции / (х) существует подряд V (х)ряда (1), сходящийся к / (х) почти всюду.Эти результаты были значительно усилены Ф. Г. Арутюняном в работе [3], а именно, была установленаТеорема 1. Пусть / (х)—измеримая почти везде конечная функция на [0,1]. Тогда՛ существует абсолютно сходящийся почти всюду ряд по системе Хаара такой, что
2 (х) =/(х) (2)

я-0почти всюду на [0, 1].В настоящей работе для системы Хаара {уя (х)} и для некоторого более общего класса ортогональных систем (<ря (х)} исследуется следующая задача.Пусть {%Пк (х)}— подсистема системы {?„ (х)}. Найти условия (если возможно, необходимые и достаточные) на подпоследовательности {фя* (х)}> обеспечивающие возможность представления любой функции /(х) сходящимся к ней почти всюду рядом
2 Сл* фп* (х).
*-1Близкие к вышеприведенной задаче вопросы были исследованы в работах [4[ и [5].В работе [4] было установлено, что если из полной в Ц [0, 1] ортонормальной системы {?я(х)} удалить любое конечное число функций, то множество линейных комбинаций остальных функций всюду



О классе ортогональных систем 123плотно в смысле сходимости по мере в пространстве конечных измеримых функций.Было установлено также, что аналогичное свойство сохраняется и для некоторых подсистем {?л* (х)), где отсутствует бесконечное число функций из системы {®я (х)}.В работе [5] была показана следующаяТеорема 2. Пусть Ф= (Фл) есть подсистема системы Хаара {/я (х)}. Пусть далее Е„ = (х: Фл (х)=/=0] и Е = lim sup Еп. Тогда мно- 
П —► «Ожество линейных комбинаций функций Ф всюду плотно в смысле сходимости по мере в пространстве конечных измеримых функций на измеримом множестве G тогда и только тогда, когдаmes G — mes (Gn£}. (3)Доказывается, что эту теорему можно значительно усилить, а именно, справедливаТеорема 3. Если (Фл (х)} есть множество функций. Хаара, для 

которого выполнено условие (3), то для любой почти везде конеч
ной измеримой функции f (х), определенной на множестве G, суще
ствует ряд

2 ал Фл (х), 
Л=1

абсолютно сходящийся к / (х) почти всюду на 6.Эта теорема получена как следствие более общей теоремы, для формулировки которой нам нужно привести определение одного клас. са ортогональных систем.Пусть дана последовательность положительных чисел е0> е21 —• • •, Ел»'''» которые удовлетворяют условиямЕЛ<1, л=0, 1, 2, - • • и 2 б„ = 4- со. (4)л—ООпределим первую функцию следующим образом:ф$0,(х) = 1, 0<х<1. (5)Внутри отрезка [0, 1] возьмем интервал 7о\ длина которого равна 80. Разделим Ти'5 на два равных интервала и и определим функцию (х) следующим образом:
■^(х)

1 при х£ -[V5—1 при х С 7^J)О—в остальных точках. (6)
Через (Л =1, обозначим интервалы, на каждом изкоторых функция (х) принимает постоянные значения. Число 



124 Н. О. Синанянравно трем, если интервал То*’ имеет общий конец с отрезком [0, 1] и четырем—в противном случае.Пусть Т14 такие интервалы, чтос #>, mes 7'1*’ = Ч -mes Ч (7)разделим Yi*’ на два равных интервала и обозначим эти интервалы слева направо через > иОпределим функции первой группы следующим образом:1 при xÇ 7?’—1 при х £ 7i*J О—в остальных точках, где к — 1,Предположим, что построены функции фр21 (х) (р 1)-ой группы. Обозначим через 7p~i (к = 1, 2, • • •, vp-i) интервал минимальной длины, вне которого #2] (х) тождественно равна нулю Положим G= [0,1]— U՜' -#2-1- л—1

(8)

и обозначим через £^-1 составляющие интервалы этого множества. Пусть 7₽-1 ={х : фр*21(х)=1} и #21 ={х : '#2-1 (х) = — 1}. Внутри каждого из отрезков 7₽*21 , ур-1 и £р-1 возьмем по интервалу с длиной, равной соответственно ер-|7р-1|, ер-]т^—>| и ер • |£р1։|.Полученные интервалы обозначим через 7р*\ £=!,•■•, Функции фр^ (х) определим следующим образом:1 при^’(х) = 1 Г»—1 при х^7я 0—в остальных точках,где к =!,••■, '»р и 7ри 7# интервалы, полученные разделением 7р> на две равные части.Продолжая этот процесс, получим систему попарно ортогональных функций (*), (х), {<#’ (х)}; 1 О < V п= 1, 2, • • • (Ю)и множество интерваловТо’, {#’); 1<£<?„, п = 1, 2,..-. (П)Положим 7« = и 7^*’ и 7 = Л и г,.
Л п=1 / —л



О классе ортогональных систем 125Установим, что mes 7 = 1. (12)Для этого достаточно показать, что mes U 7/ = 1 для любого п. Это 
1—правносильно следующему соотношению mes С U 7/ = 0;

1""Пmes CU fi = mes П Cji. 
l—n l—nИз определения^/ легко следует, чтоmes П С 7/ = П (1—sz ). /—л 1=пВ силу условия (4) последнее выражение равно нулю, чем и устанавливается соотношение (12).Если ея = 1> п =1, 2,—, то система (10) совпадает с системой . 7 (х) ։J ———— I > п =0, 1, где {ул (х)| —система Хаара. Если же | тах /л (х) Iея <1 хотя бы для одного значения п, то легко видеть, что система не полна.Применяя метод доказательства теоремы 1 (см. [3]), можно установить следующую теорему.Теорема 4. Пусть / (л) измеримая почти везде конечная функция на £0,1]. Тогда существует абсолютно сходящийся почти всюду

ООряд 2 ли ’Мх) по системе (10) такой, что л-о
2 а*ф*(х) =/(х) (13)почти всюду на 10,1].Пусть (фя*Чх)} есть некоторое множество функций системы (10) 

м Ес. [0, 1]—некоторое множество положительной меры.Обозначим (х), если mes (7^ Е) >mes(71*) •£)—Фя( (х) — в противном случае.Сохраняя порядок системы {ф/,* (х)), занумеруем ее следующим образом: ?о W, ф։ (х), ф2 (х), - • - , <р„ (х),- • •. (15)Обозначим через △* интервал минимальной длины, вне которого + _ф* (х) тождественно равна нулю и △* = {х : ф* (х) > 0}, Д*--{х : ф*(х)<0}. Ясно, что любой ряд по системе (15) можно записать в виде ряда по системе {фп*։ (х)}.

ФЪ * (х) =



126 Н. О. СинанянТеорема 5. Чтобы для любой измеримой почти везде конеч
ной. функции f (х), определенной на Е, существовал почти везде аб

солютно сходящийся ряд 2 a* (х) по системе (15) такой, что *-о2 а* ?*(х) = /(*) (16).
Л-0

почти всюду на Е, необходимо и достаточно, чтобыmes (Е- lim A*) =mes Е. (17)-
k -*Доказательство теоремы 4 вытекает из (12) и теоремы 5.§ 2. Доказательство теоремы 5Необходимость. Предположим, что условие (17) не выполнено, то есть имеет место соотношениеmes^Æ'- П U А„ mes ТГ. (18)

Тогда справедливо неравенствоmes (е—Е- П U A„ ^>0. (19)
\ /—1 /։-/ /Можно указать такой номер N, чтобы множество
А = Е-Е- Ù А„ (20)n=.V имело положительную меру.Из определения множества А вытекает, что<рп (х) = 0 при х £ АсЕ; n> N. (21)Отсюда непосредственно следует необходимость условия (17) теоремы 5.Для доказательства достаточности нам ^понадобятся следующие леммы.Лемма 1. Пусть множество Е и система (15) таковы, что 

имеет место соотношение (17) и f (х)— непрерывная функция, оп
ределенная-на Е. Пусть далее заданы в^>0, 8^>0 и натуральное 
число т0.

Тогда существует множество

G с Е, mes G^> mes Е — е (22)и полином по системе (15)
N+V.Q (х) = 2 ап ср„ (х), W > т0, (23)

л=ЛЧ-1
удовлетворяющие условиям
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■и

Л'+ИУ ая?„(х)—/(х) S, при х £ G
1ал ?л (Х)| 

л-Л'+1

16 |/ (х)|s
(24)
(25), при X Ç G.Лемма 2. Пусть множество Е и система (15) таковы, что 

имеет место соотношение (17); /(х) измеримая почти везде конеч
ная функция, определенная на Е, и пусть заданы s_>0, о^>0 и на
туральное число т0.

Тогда существует множество

Gc Е, mes G> mes Е — s (26)
и полином по системе (15), удовлетворяющие условиям

Л’+р
V аП <рп (х) — f(x) 

п—Л +1
<S, N>֊*0, x^G•и i /v/ 161/ (x)|> |a„ ®n (x)| < --------------, при x £ G.

n=N+l

(27)

(28)Доказательство леммы 1. Пусть P с E — совершенное множество, удовлетворяющее условиюmes P > mes Е-------2 (29)Так как функция / (х) непрерывна на Р, следовательно для о^>0 существует а ^>0 такое, что из соотношения |х — х^ а, где х, х2 £ Р, следует неравенство 1/(х)-/(х1)|< — • (30)4Существует число Л1։ удовлетворяющее условиюmes Дя < о, при п > Nv (31)Действительно, выберем натуральное число к чтобы имело место соотношение настолько большим,_1
2к

<а. (32)Выберем далее пг настолько большим, чтобы выполнялось неравенствоmes f U Дд — U дл “ir ’ (33)
- \л=1 .д=) / 2

"о Л| Л|Если f > и,, то либо Д| с U Дя— U Дя, либо Д< с и Дд. Оче- 
л=1 л=1 л=1• . . . - | . ՛ • ..»Г*А / 1 „видно, что в первом случае mes Д/ <<—. Во втором случае, как видно 



128 Н. О. Спнаняниз определения системы (10), Д/ с Ад' > где п' < ni> и» в силу определения системы имеемл / 1 л / 1mes \ ~ mes оя> •2 Д лДопустим мы указали такое ni, что mes Дп v.
следовательно,
при п^>п,. Длямножества U Дя выберем n/+i настолько большим, чтобы выпол- 

п^п/+1нялось неравенствоmes U 
я—л(+1

А,
12'+>Если tZ>ni+i, то либо А/с д, "/ + 1

U Дя,либо "Ж
U Ая 

я—я/ + ։

U

иОчевидно, что в первом случае mes А/ < —— .д а во втором случаеД/ с Ду, где j — некоторое число, удовлетворяющее соотношению и, следовательно,л 1 Л 1тезД,<— mesA,<— •Отсюда следует существование такого числа и*, что mes Af <^-^֊<^ а при

f^>nit = Обозначим
N = max Ni).Выберем I так, чтобы 2' 4 2'֊։

(34)
(35)Из соотношения (17) следует, что для произвольного ктез (Е— и Д„ =0. (36)

\ /1=Л /Следовательно, можно выбрать число тг так, чтобы имело место соотношение
(Л^+т, \ е

Б— и дя К< —' (37)™-л'+1 /8В последовательности̂ +1» Алг+2,..., Д/У+я։, (38)рассмотрим те интервалы ДЯ/, для которыхтез (Дя, -Р) 0 (39)и выберем тот из них, который имеет наименьший номер. Обозначим этот интервал через Д},}. Среди оставшихся интервалов, удовлетворяющих условию (30), выберем тот, для которого ДЯ<>Д|։| = О и ДЯ/ 



О классе ортогональных систем 129имеет наименьший номер в последовательности (38). Этот интервал обозначим через А£/.Допустим таким способом выбраны все интервалы из последовательности (38) (40)Обозначим через (х) ту функцию (х) из системы (15), для которой имеет место соотношение=(х:Фя(х)^0},а через 1, А$’\— те интервалы, для которых имеет место= {х : Тл (х) >0}, 4։,։ = {х : <ря (х) <0}.Ясно, что
(*

Е— U |Д л 1 /=1Отсюда 
с 7(1) mes Е- U A),i <-------<=։ 2

(41)
(42)Из соотношения (36) следует, что можно указать натуральное число тп։, которое удовлетворяет соотношениюшее ( Е- Д/, 1 — и Д<» ) <С------- , 2» ’''» к. (43)

\ л=Лг+т1+1 / 16 -кВ последовательности
Д.у + т, +1 , Дд' + т, +2 , • • • > Ддг + т (44)рассмотрим те интервалы, которые удовлетворяют соотношению ДЛ/ с: А^, и обозначим через Д|?\ тот из них. который в последовательности (44) имеет наименьший номер.Выбранные таким образом интервалы обозначим через д1.2,ь д^--- ,д^-։.Рассмотрим те интервалы последовательности (44), которые удовлетворяют соотношениямДЛ։ с ДВ и Д„г и’д^ = О. (45)

7-1Обозначим через А}$* тот из этих интервалов, который имеет наименьший номер.Допустим таким образом выбраны всевозможные интервалы последовательности (44) Д^, дП։--- Л(%,2).Ясно, что
(* А к (/, 2) -

Е- и Д), 1 — и и Де /) <С-----  (46>-1=1 <=։ / 16Отсюда и из (42) следует
130-4



130 Н. О. Сннанян
/ k *(/.2)_f2)\ mes £mes ( E U։ U < — • (47)Далее допустим, что уже выбраны число mi— 1 и последовательность интервалов’ 4'Л АГ։11,--- /=1,2,•••»/:, (48)которые удовлетворяют соотношению

/ * к и. z-i)_,z_i) \ mes Е ...mes ( £• U U A), J ) Q/_։ 149).
<-1 7-1 / 2Возьмем mi настолько большим, чтобы имело место соотношение

/ к п ЛГ+т/ * \ вmes Et = mes ( E- U U дл i ~ U ) 'C Q/+2 * (50)
\ /=1 7=1 л=Л+m/_!+1 /В последовательностиАл'+т;._։ +1» ÛA'+mz_j+2 > ^N+"4 (51)рассмотрим те интервалы, для которых имеет место соотношение 

4 ^"“0—Д„. а и Д"7 и обозначим через А). 1 тот из них, который в после- 
7=1довательности (51) имеет наименьший номер. Допустим выбраны интервалы А!?., А1!’., а!?.-..Рассмотрим те интервалы в последовательности (51), которые удовлетворяют соотношениямДя/С и ’ и ДЯ/-II △{.'>/ = 0. (52)

7-1 7=1Обозначим через Д/,^ тот из этих интервалов, который в последовательности (51) имеет наименьший номер. Предположим таким способом выбраны всевозможные интервалы последовательности (51)Д'Л, А^2, ••• Ж*Ясно, что
/ к к(1,1-1)_п ,, к к (1.1) \ втез ( £• и 0 А^։> - 0 0 . (53)
\ 1—1 ;-1 1=1 7—1 /,// 2г+2Из (35), (49) и из определения системы (11) следует, что/г Л \ тез £ етез ( £• II II Д)/7 ) <----- ------<------ (54)

\ 1-1 7-1 / 2' 4Положим к ({, 1) = 1 и рассмотрим множество
к I к и, I)

С=Р- и։и։ и։ Д^7 • (55).Нетрудно убедиться, что имеет место соотношение
С=р-(и и и д^ ) = £— Се р/ и и и Д | = \1-11=1 7-1 / | \/=1/=1 7-1 /]
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СеР+Се

■ / * »(/.о и и и t-i(-i 1=1
zd Е —* * (/։ ° "гп 1 „ U U А \ + U Et

Г-1 J-1 г-1Отсюда вытекает, чтоmes G> mes E — Ce-P—mes I E- ( U u ) A[Z).
\<-i J-1 ' ,— U mes Et > mes E-----—--------------V —-— > mes E — e:

t-i 2 4,, 22+<

(56)

(57)
Обозначим через (х) ту функцию <рл (х) из системы (15), для которой имеет место соотношение

Рассмотрим полином
А Г (I, I)

и докажем, что
А А (Г, IJ (х) = v * л (Г, Г) +1 при х£ U U U bl.j 

Г=1 /_1 /_]—2'-j-1 при х£ U U А*,’ / , 
/=1 7=1а в остальных точках [0,1] имеет место соотношение 

v А А (Г, Г)
-2’Н<2 2 2

/-1 /«=! J=l

(58)
(59)
(60)
(61)При v == 1 утверждения очевидны.Допустим, что соотношения (60) и (61) верны для v = n>l. Для v=n+l справедливость утверждений (60) и (61) вытекает из следующих соотношений:Д£"/+։) С и *и Л)Д^ И <7։) •4'1а+1), s=hj. (62)

I — 1 1=1
I к А (Г. Г) +Отсюда следует, что при х £ U U U -М j 

r-ir=i /-1Т(х) = 1 (63)И 
I k k{l, t)22 2 2'՜1W! <2'-1, хе [0,1].. (64)

Г-1 Г-1 7=1Пусть точки х1։ х2, • • ■, х* таковы, что
Положи м хг е4։?-р. (65)



132 Н. О. Синанян
/ (х/) при |/՜ (х/)| > —. • (66> * оО при |/ (XI )| < —Рассмотрим полином 
/ к К (I. I)С(л)-2 V 3 а/2'՜ ?£’/(*)• (67)

/=1/31 ;-1Из определения функции (х) следует, что / (х) = 0 при х£ Д^'ь Следовательно при хед^-с<2(х)=/(х/). (68)Пусть х £ (7. Тогда х £ Д[։)|, где г принимает некоторое значение в промежутке 1-^ / к.Из (30), (34) и (68) вытекает, что при х £ 6|<2(х)-/,(х)|<-֊- (69)Покажем, что для х£С имеет место соотношение2 (70)
/=1 /»1 /“1Так как х£6, то х £ Д£։{ для некоторого / из промежутка 12Тогда, либо |/(х/)|<^—, и тогда а/=0 и (70) выполнено, либо2|/ (х/)|^>— и значит, используя (30), мы получим\! (х)| > 1/ (X/ )| ֊ I/ (х/)- / (х)| > 4֊ ֊ 4 = 4֊ • (71)2 4 4•Отсюда, из (64) и из (35) следует

/ к * (/. /)22 2 |а/ 2'-Ч°л(х)\<|№)| (2‘-1)<
/-11=1 /_1< I/ (X/) - /• (х)| 2'-։ • 2+1/ (х)'2'֊«.2 <<4|/(х)|.֊^ = при С. (72)

в еСоотношения (34), (57), (69) и (72) доказывают справедливость леммы 1.Доказательство лемм ы 2. Пусть •■Ь (х)—непрерывная функция такая, чтоФ (х) —/(х), х£ С1сз Е, шее С,^>тез Е----- —4 (73)



О классе ортогональных систем 133Возьмем совершенное множество Р такое, чтобы выполнялись соотношения
В силу леммы 1 4 существует множество G (74)

(75)и полином 2 ал?л (х), для которых выполняется условие 
я—ЛГ+]

Л’+'А

л=Л'+1

2 |аЛ <?л (х) | 

л=Л’+1
, xÇ- G.Выполнение соотношений (27) и (28) следует из (73)—(78). Тем самым лемма 2 доказана.Доказательство достаточности теоремы 5. Пустьая •п

(76)
(77)

(78)

2
г, xÇG

И

1

tf+l».

в

Положим S* •— a*+i, к=0, 1, 2, • • - , /0 (х) = / (х), т0 = 0. В силу леммы 2 существует множество Go, mes Go mes Е — % и полином по системе (15)
'~0> (79)удовлетворяющий соотношениям2 а* ?*(х)—/0(х) °0> x^G0 (80)

1б|А(х)|
, xÇG0. (81)

*=л£ “оПусть уже определены функции {/* (х)}, 0 С к -С р, множества G*, 
Л2<+2 следующим образом:

712 71g 71^

;-1 л2/+2

П2р+2, (82)(83)

и
0

*-я։/+1

7—0 Л==Л2/

n2j+2
2 ал®л (х)—/Дх) <8У, x£Gj, 

*=л2? +J

(84)(85)
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■ ^■|«.T.(x)i<-16-^LxeCi. (8б>

*-л2У+1Положим 
р n2t+2 ./,+։(*) = /•(*) ֊2 2 «*Ф*(х) (87)

/=0 *=«2/4-1Применяя лемму 2 к/ (x)=fp+i (х), 6 = ая+Ъ 'J — 'Jp+t и то=Л2 (₽+։)+1, 
л«(р+1)+2находим множество Gp+i и полином 2 а* ?* (х), удовлетво- 

*=Л«(р+1)+1ряющие соотношениям (83) — (86), где вместо j берется р + 1. Обозначим
Gj = Gj-i• Gj, j = 1» 2»" ' ‘ • (88)Из (78) и (84) следует

Gj=E-[(£- $֊!) + (£—G,)], nies 6/>mes £-2ay_,. (89)В силу (85) при x Ç Gy-i из (73) получим
y-i Л2/+ 2

1Л(х)| = |/0(х)֊֊2 2 а*<р*(х)| =
/=0*=л2/+!

—
у—I ’г/л г 

/о(х) ֊2 2 а* 
t-Ч *=Л2/+ |

"2М-1)+2
?*(х)— 2 аА?*(х)

*=л 2Ü-D+1

=-•
=

л2(У-1)+2
/y_j(x)- 2 а* 9* (х) <й/-ь »1. (90)

*“Л2(У֊1) +1Отсюда, из (86) и (88) при получим 1/у(х)|<Зу֊1<оу (91}и ”։2 (92)
*“л2/+1 яРяд ОО 2 а* 9* (х) (93)

*-1удовлетворяет требованиям теоремы. В самом деле, убедимся прежде всего в том, что ряд (93) абсолютно сходится почти всюду.Обозначим = Л Су и /?= и Яп. (94)]-п Л-1Имеем /?։сЛ2с/г։с: ... с/?„а ... (95)



О классе ортогональных систем 135Следовательно lim mes Rn — mes R. ' (96)Л-е о©Очевидно /гя = £-У(£-ёу). (97)/“ЛЗначит в силу (89)mes Rn > mes Е— 2ау—» mes Е при п —• оэ. (98)
у-лПусть теперь x0£R, тогда существует такое р0, что xÇ-Rp для 

всех р> р0 и, следовательно, х0 £ GP для р р0.Из (92) имеем
~ « Л2։+2У |а*<рл (х0)|= V У |а*<?*(х0)| =

Дг=1 t*=0

/70—1 я2/+2 * я2/+2= У У |а* Ç» (х0)|+ 2 У |а*?*(х0)К
t—t> *=«2/4-1 /=А *-«2/ + j

р,-1 я2/+2
<2 2 |а*9л (х0)| 4- V 16 а/<ос (99)

/=0 Л=Л2/_|_) t—PiДалее при р > р0 из (87) и (91) получим
р-J Л2/ +2

/о(*о)—2 2 а*<?*(х0)
/=0 k լ = \fp (*o)I<аР — 0 при P— ос. (ЮО)

Из соотношений (96), (98)—(100) следует справедливость достаточности условий теоремы 5. Теорема доказана.Считаю своим приятным долгом выразить благодарность А. А. Та- лаляну за постановку задачи и за оказанную помощь при ее решении. 
Институт математики и механики

АН АрмССР Поступило 8.У.1968

Ն. Л. ՍԻՆԱՆ8ԱՆ. OppnqaCui( u|iumbif(ibp|i մ[ւ rpuu|i ւքասքւն (ամփոփում)

Օրթոդոնա լ սիստ եմների որոշակի դասի համար գտնված է անհրամեշտ և բավարար 
պայման, որին եթե բավարարում է այդ սիստեմներից որևէ մեկի ինչ որ ենթասիստեմ, 
ապա ամեն մի համարյա ամենուրեք վերջավոր չափելի ֆունկցիայի համար այդ ենթա
սիստեմով կարելի է դրել համարյա ամենուրեք այդ ֆունկցիային դուդամիտոդ բացար
ձակ գոլդամետ շարքւ

N. H. SINANIAN. On a das» of orthogonal systems (summary)

For a class of orthogonal systems the necessary and sufficient conditions are 
found under which every subsystem of a system is a representation system in the sence 
of convergence almost everywhere, in the set of all finite measurable functions. The 
series, representing f (x) may be chosen in a way, ensuring absolute convergence al
most everywhere.
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