
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССРէրաթԼմատ|ւկա 3։ _\քօ б, 1968 Математик»

Л, А. ШМАТКОВКВАЗИГОЛОМОРФНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВА 
ՇԼ КОНФОРМНЫЕ НА КОМПЛЕКСНЫХ ПРЯМЫХ§1. ВведениеВ настоящей работе рассматриваются гладкие отображения области С с С«, конформные на комплексных прямых. Подобные отобра- 

С2։ двух комплексных переменных (см. [7], [8]).Квазиголоморфные отображения изучались ранее в работах С. Бергмана [1], [2], Д. Е. Рудника [4], Б. А. Фукса [5], стр. 415 — 417, С. Хитоцумату [6], А. А. Шматкова [7], [8].В § 3 предлагаемой работы мы, исходя из локальных свойств рассматриваемых отображений, получаем систему дифференциальных уравнений в частных производных для функций, определяющих указанные отображения. В § 4 мы находим решение этой системы и получаем функции, определяющие этот класс квазиголоморфных отображений в конечном виде.Построенный класс квазиголоморфных отображений позволяет отображать друг на друга некоторые голоморфно неэквивалентные области. В частности, находится принадлежащее к полученному классу квазиголоморфных отображений гомеоморфное отображение единичного полицилиндра£={(х1,-.-,гл): Ы<1, Л = 1,•••,/։} (1.1)на гипершар
( п \

В = (»„-,»«): 2 Ы2<1 • (1.2)՝ л=։ 1§ 2. Вспомогательные рассмотренияВ этом параграфе доказываются используемые далее леммы.Пусть △//, г՜,/ = !,-•• п — элементы кососимметрической матрицы Ф порядка п: Д։;= —Д„, I,п. (2.1)1. Кососимметрический объект  четного порядка п- 2т определяется равенством *

* Мы придерживаемся терминологии, принятой в книге А. Дж. Мак-Коннела 
„Введение в тензорный анализ“, Гос. изд. физ-мат. литературы, Москва, 1963, 
стр. 19—23.
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ДГЛ-• Р2т — Ьр>Рг &Р1-"Р'т Ьри>‘ &РгР>--Р2т 4՜ ' ' ‘ 4՜ ^Р<Р2т ^Р>'" Р2т—\ • (2-2)где ри р2,- ■ Р2т= 1,2,' • •> п-Равенство (2.2) называется разложением кососимметрического объекта четного порядка ^р,р, - Р2т по индексу рг.Пусть ЛР։р = 1,- • • , п — некоторые величины.2. Кососимметрический объект нечетного порядка определяется равенством
Л-р,... Р2т + ։ = ЛР1ЬР, ■р2т + 1 ~ ^-р,^Р,Р>---Р2т+1 4՜ 4*̂Я2т+1  ДР1- •Р2т,(2.3) где ри р2, - • Р2т + 1 = 1, 2, • • • , И.Легко видеть, что кососимметрические объекты четного и нечетного порядков обладают следующими свойствами:1. При перестановке двух рядом стоящих индексов ^р.р.-.-р^ и 

^■Р1Р1-- Р2т+1 меняют только знак.2. Если любые два индекса совпадают, то кососимметрические объекты четного и нечетного порядков обращаются в нуль.3. Исходя из разложений (2.2) и (2.3), можно получить разложения кососимметрических объектов четного и нечетного порядков по любому индексу р.*Рассмотрим матрицыФ = ИАи1> С= Е — ФФ, (2.4)где Е— единичная матрица. Элементы матрицы С даются формулами 
п _ п

СР1 = 2 ДРР:ДЯ.У I СЛ = 14՜ 2 |ДА/| ։, р> /=1,- • п. (2.5)
Р ՛ Р,-1 р,-1Имеет место следующаяЛемма 2.1. Матрица С имеет обратную матрицу Г=С՜’, 

элементы которой^,р ~ у ] 2 ^‘Р^Р>Р 2 ^<РхР^>3 ^РР։Р,Р>----- -- • ----

21 Д/Рг-7’2т-3 йрРг"
Р><-“<Р2т-3

(2.6)
где

'"=17Нт{1+2<')!4-1։+-+ 2м IV

₽><л Р><--<Р2т-2 >

/<1е1С=1+ 2 |Др1Л|։4- 

Р1<Рг

Здесь т = п | п— |—целая часть

■'.4՜ 2 1ДА--Р2т|2.
Г1<-- <Р2т .

I, р = 1, • • •, и.

(2.7)
(2.8)

Замечание. Здесь и далее во всех суммах р*  = 1, • •, п,
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/) _ суммы с пропуском индексов рл = рь = ։, у.Доказательство. Для доказательства формул (2.6), (2.7) нам достаточно показать, что

СГ = Е. (2.9)Для упрощения записи доказательство проводится для л = 6 (для произвольного п доказательство по существу не изменяется).Недиагональные элементы матрицы С- Г вычисляются по формуле
Л л(СЛ

2'Г/рСр/=2 Т/рСр/ + тнс/;+т//с/Л /,/=1, •••, л. (2.10) 
р—\ р=1Подставляя в (2.10) величины сР) из формул (2.5) и величины рр из формул (2-6), (2.7), получим

У'ае1 С- цРСр1 = ֊22&р,р 
р-1 р р,

2 ^>Р^О1Р 2 Л/АРдР, Арлр.р. )"՝

Р։ Рь РиР» ' ֊ ֊
Р։<Р.<Р<

й1р,Ьр,1 — 2

Р1. О», Р1 
Р*<Р»<*1

^‘РгР^Р1 ^)Р1Р4>1 (2.11)
После перегруппировки слагаемых суммы (2.11) получим

(2.12)

]/ Ие1 С ■ 2 Т/р сР) — 2 ^р^)о, &1Р, ^р,р + 2* Д/р, |Др^|2 —

р Р,.Р»Р р„ р„ р
р><р

— 2 Д/р.р. р д>Р|Р.р 2 ^р>рД/Р1 Д/рлр» др։р^<р + 
Р.. Р*  Р Ри-->РиР
Р,<Р1<Р P1<P1<PL<P

+ 2 А'Р| А/Р1 |Ар1Р4Р<Р |8.

Р1.-.-.Р». Р 
PL<P1<P1<PУпорядочивая суммирование (то есть переходя к суммированию при Р1<Ра<СРа<Р4՝С/’)» окончательно получим]/ с!е± С- 2т/рСр/= 2 Д/рг- ар Д/а-р.р =0, (2.13)

Р А.-", Р1.Р
р,<.-<А<ртак как при л =6 и ։'#=/ обязательно совпадают два индекса р*.Диагональные элементы матрицы С-Г определяются по формуле

21/р Ср) = 2(/) Т/р Ср/ 4֊ 7// си. (2.14)
р рПодставляя в формулу (2.14) входящие туда величины из (2.5), (2.6), (2.7), получим в результате аналогичной (2.12) перегруппировки слагаемых и упорядочивания суммирования
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С-2 Т/р сР/ = — 22 ЬрЛ>Р.( 2Д'А Д^~ 2 Д'аллДрл/>.г<

” р »՝ ' л Й<$Л‘.

Р1<РзИтак, мы показали, что произведение матриц С и I дает единичную матрицу. Отсюда следует, что элементы матрицы Г С 7// определяются по формулам (2.6), (2.7), и С— невырожденная матрица.
§ 3. Постановка задачи. Локальные рассмотренияПусть функции(Г) гор = Л (г), р = П, (3.1)принадлежащие к классу гладкости С1 (С) в области 6'с С», я=(г։,— • • •, £л), осуществляют отображение области О с С*  на некоторую область С*  с С£>. Пусть точка а точка О*  = Т(±. Перенесем на՜ чало координат пространства С" в точку (?, пространства Сш—в точку <2*  и рассмотрим дифференциал отображения (3.1)

(Та) М = А2+ВЁ՜, (3.2)
где =(«»։,■••, «/Л)', Л = ||ауЦ, 2? = 2= (ги- ■ ■, я„)'. (3.3)Матрицы А и В мы будем называть соответственно матрица
ми голоморфной, и антиголоморфной частей отображения Т в точ
ке О,.Здесь

дш! . дин . . ..
аЧ = ——, &// = —=֊ , • • •> п,

О г) О г/ (3.4)где все производные вычислены в начале координат.Рассмотрим в пространстве С՞ гиперсферу5= |ясс:;3|г*| ։=11 (3.5)
и сечение этой гиперсферы комплексной прямой

{ш} гр = ыр1, р = I,-.., п. (3.6)Полагая £ = ге1?, получим, что на Вш

г=(2 |ш*|։ )’ е"(Д 1ш*1 ։ )՜ р = 1, • •; п. (3.7)
При отображении Тл, Тл Вп, вообще говоря, — некоторый эллипс. Потребуем, чтобы Та являлось окружностью для любой комплексной прямой {<•)}. Комплексные прямые {ш}, вообще говоря, теряют свой аналитический характер.



Квазиголоморфные отображения пространства 483Определение 1. Отображение Тс: С1 (б) области бсС? на область б*  с С® принадлежит к классу квазиголоморфных отобра
жений. Во в точке С, если: 1) его голоморфная часть в точке б не вырождена, 2) дифференциал 7^, вычисленный в точке (}, сохраняет окружности с центром в этой точке, лежащие во всех комплексных прямых, проходящих через точку (?.Имеет местоЛемма 3.1. Для того чтобы отображение Т принадлежало к 
классу отображений Во в точке б необходимо и достаточно выпол
нение условий

А'В=Ч. (3.8)
Здесь ЧГ — произвольная кососимметрическая матрица.Доказательство. Пусть х — коэффициент линейного искажения при отображении 7д в направлении вектора {«ре'’}, р֊1, • • •, и. Тогда*8 = 2 1«'я1’ = ----- { 2 аРЯтч I2 + 2 ар? Ьрг ег,’’+р՜' 2 Н°л»|Я Г”1я-։

Вычисления показывают, что

Для сохранения окружностей на комплексных прямых {ш| необходимо и достаточно, чтобы *ш»х  = хт1п։ что благодаря (3.10) равносильно условию я2 (<М Ш1 Н-------- И арп «>«) (ЬР, --- 1- Ьрп ю„) = 0. (3.11)Я=1Так как окружности должны сохраняться на всех комплексных прямых {ш}, то арч, Ьрч, р, 9 =1,-• •, и, должны удовлетворять системе уравнений
п _ л

шч- 2 арч &рч = 0; 2 (арчЬрг + арг Ьрч) =0; 9 = 1,- • л. (3.12)Я=1 р=1Равенства (3.12) равносильны условию (3.8). Лемма доказана.Лемма 3.2. Произвольная кососимметрическая матрица ЧГ мо
жет быть представлена в виде



484 Л. А. ШматковФ = А'ФА, (3.13>где А — произвольно данная невырожденная матрица, являющаяся 
матрицей голоморфной части отобра жения Т в точке С), Ф косо- 
симметрическая матрица.Доказательство. То, что А'ФА является кососимметрической матрицей, проверяется непосредственно. Из невырожденности матрицы 4 и из уравнения (3.13) вытекает, что матрица Ф определяется по матрице Ф однозначно.Лемма 3.3. Уравнение

А'В = Ф (3.14)(где А и В—матрицы голоморфной и антиголоморфной частей ото
бражения Та, матрица А невырождена, ^—некоторая данная косо
симметрическая матрица), равносильно уравнению

В = ФА, (3.15)
где Ф—некоторая кососимметрическая матрица.Доказательство. Лемма вытекает из леммы 3.2 и невырожденности матрицы А.Из лемм 3.1 и 3.3 имеемСледствие. Для того чтобы отображение Т принадлежало 
к классу отображений Во в точке () необходимо и достаточно вы
полнение условий

В = ФА, 
где Ф—произвольная кососимметрическая матрица. Имеет местоТеорема 3.1. Для того чтобы отображение 7’с=С1(б) облас
ти С с. Сг на область б*  с С® принадлежало к классу Во квази- 
голоморфных отображений в точке необходимо и достаточно, 
чтобы дифференциал Та, вычисленный по формуле (3.2/ в точке <2 
имел вид

тШ1=(£_фф-) {А‘ +2 2 [ А‘р. +
*=!/»„. .,р2А + ։>

Р) <Р}+1-Г р։д+1 Лл ... р2А+1, ։=!,•••, п. (3.16)
При этом 

_ т—1
V аеК£- ФФ) = 1+ 2 2 |ДЛ... ^|։. (3.17)

Здесь Ф =\б1)\~ кососимметрическая матрица, удовлетворяющая 
соотношению В = ФА, Л = |Л4 = (£֊ фф) А2~матрица-столбец, 
А и & матрицы голоморфной и антиголоморфной частей отобра-
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жения Т в точке (^, матрица А предполагается невырожденной. 
Др, Л2*>  Ар, —кососимметрические объекты четного и нечет

ного порядков, построенные с помощью матриц Ф и А, •Доказательство. Рассмотрим дифференциал 7а отображения Т
(Та) У7=А7+В~2,где №, А, В, 7֊ ранее определенные матрицы (см. формулы (3.2), (3.3)).В силу следствия из лемм 3.1, 3.3 отображение Т с Во тогда и только тогда, если 5 = ФЛ. Итак, для того чтобы отображение Т аВа необходимо и достаточно, чтобы дифференциал Та, вычисленный в точке О, имел вид (Г/) № = А2+ФА2՛. (3.18)Докажем сначала, что уравнение (3.18) равносильно уравнениюI? = (Е— ФФ)-’(ФА + Л), * (3.19)где А = (Е — Ф Ф) А7.Необходимость. Пусть имеет место равенство (3.18).Решая это уравнение с ему сопряженным, получим= Ф ГЧ-(Е-ФФ) Д7= Ф 1Г+Л. (3.20)Решая уравнение (3.20) с ему сопряженным, получим равенство <з.19):Достаточность. Обратное утверждение легко следует из урав- нения (3.19) и равенства(£-фф)֊1ф = ф(Е-ФФ)-։, (3.21)которое проверяется непосредственно.Обратимся к доказательству равенства (3.16). Мы проведем вычисления для п = 6 (в общем случае они проводятся совершенно аналоги чно).Вычислим сначала (Е — ФФ)՜1 Л;

2 Тгр Ар= А^-)- ТпА/ = Ь-1 -р 2 А/р, Ар^,Лр-|- 2՝) |Ар^>]2 Л/ + 

Р Р РиР Ри Р
Р1<Р4՜ 2 ^РОШР + 2() I2 А<, ։ = !»•••։ п. (3.22)

Ри Ри Ри Р Ри Ри Ри Р
Р1 <Р»<Р» Р1<Р»<Р9 <РГруппируя слагаемые по два, начиная со второго слагаемого, и упорядочивая суммирование (то есть переходя к суммированию при 

Рг Рг < Рг р),получим формулу для (Е— Ф Ф)՜1 А
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2 yip Л.р = А/ “|- 2 ^p,p, ■+" 2 bP։...Pt ^ipi- л՛ (3.23)1
p p" p' Рп'У'р‘пPl Pt P.<--'֊-PlТеперь вычислим (E—ФФ)~'Ф:

2 tip bp) = 2<0 Tip bp) + til bij= bn + 2 APJ Д/А Др,р 4- 

p p p՝,p

4֊ A<; |Др,р|8+ aj Ар;Д/р։р։р։ др,р,р,р + 2/ до1др,рлр \8- (3.24)
p p pi. p>. p> p p"pi։ p „p.<p P.<Pi'Pi P.^Pi^Pa PГруппируя, как и ранее, слагаемые по два, начиная со второго слагаемого, и упорядочивая суммирование, получим формулу для произведения (Е— ФФ)-1'Ф. В конечном результате мы заменяем индекс j 

на р:
Г/р= 2 yjp, Л/>,о = 2 Ар,р։Л/р,р^4՜ 2 Ар,...р, Д/р,...р4р 4֊ Д/р. (3.25)»

р, РиР« Р1.---.Р։
р,<р, Р|<-"<Р»Обратимся к получению (Е—ФФ)_|ФЛ;

2|Г/р Ар= 2Ар f 2 др,р.biP,p,p4՜ 2 др,...р, Д/р,...р։р-]-Д/р V (3.26)’

р Р \Р|»Л Ри" . Pt /
Pi<P» Pi<’"<PtПереходя к суммированию при рг pt р, получим

2 Г/р Ар =2 А/p Лр4- 2 bipw, Длгл + 2 А/р,...р, Лр։...р։.

Р Р Ри Р*  Р*  Ри "'Pt
Pl<Pi<Pi Pi<"-<Pl (3.27)>Учитывая формулы (3.23) и (3.27), мы получим для дифференциала отображения Т с Bq в случае п = 6 формулу

Wl = т/. , I =Г==Г 1А< + 2 ^P1P1 A‘PlP’ ■* ” 2 Д^'• р‘ А,р‘-' р‘ +՜ 

Kdet(£— ФФ) I р.. р> Ри--,р<
Pi<P. Р.<--<Р«

+ 2А/рАр4- 2 Агр,р,р. Ар,р^,։4- 2 A/р.. .р, Ал ...р։> ։=1,. • -,б,.

Р Ри Pt‘Pi Ри"'»Рл
Pi<Pi<Pi Pt<- "<pi (3.28); 

гдеУ\1е1 (Е— ФФ) =1+ 2 1др.р.1։ + 2 |др1--р.|։ + |д։։--б|։. (3.29)
Ри Р1 Pw-.Pi
Р.<Р> Р1<---<Р^Аналогичные вычисления приводят к формулам (3.16) и (3.17)..Итак, мы показали, что; определение 1 эквивалентно в силу теоремы 3.1 следующему определению:Определение 2. Отображение Т с С1 (б) области С с С" на. область б*  с С® принадлежит к классу квазиголоморфных отображе
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ний Во в точке Q^G, если его голоморфная часть в точке Q невырождена, дифференциал Та, вычисленный в точке Q, имеет вид Ti.Рассмотрим углы между двумя направлениями, лежащими в комплексной прямой, проходящей через некоторую точку Q.Имеет место следующаяТеорема 3.2. Для того чтобы отображение Та С1 (G) облас
ти Ga С" на область G*  а С® принадлежало к классу квазиголо- 
морфных отображений. Bq в точке Q£G необходимо и достаточно, 
чтобы отображение Та сохраняло углы между любыми направления
ми, принадлежащими к одной и той же комплексной прямой, прохо
дящей через эту точ:су.Доказательство. Возьмем на комплексной прямой zp — u>pt, 
р = 1,- • •, п векторыI = {։»!,-•-, и)„1, П = (3.30)составляющие между собой угол <р. В результате отображения Та (см. формулу (3.2)) они перейдут в векторы

!♦= {£ + М], II*  = {L& + Me֊1’}, ' (3.31).где L и М—векторы с составляющими Lp и Мр, р = 1, ••• , п,
А П= 2 Мр — 2 bPkш*.

*=1Пусть ф— угол между векторами I*,  П*.Тогда соответствующие вычисления показывают, чтоcos ф______________ созф + Г-Ч (Д Л/)| cos (?+8)________________ ,/Ц֊Г֊Ч(ДМ)|соз0/l+F-1|(L,Af)|cos(2<p+0)где / = -у(|£|4Ц-|М|«), 0 = arg (Д М).Теперь теорема легко получается из равенства (3.32).Пусть отображение 7 cz Bq, тогда, как это вытекает из равенства (3.11), (Д М) = 0. (3.33)Из равенства (3.32) следует, что тогда cos ф = cos <р.Если углы между направлениями сохраняются, то cos ф = cos ф. Из равенства (3.32) следует, что это возможно только в том случае, если имеет место равенство (3.33), то есть если отображение Т с Bq.Итак, определения 1 и 2 эквивалентны следующему определению:Определение 3. Отображение 7’czC1(G) области GczC՞ на область G*  с: С^принадлежит к классу квазиголоморфных отображе
ний Bq в точке Q £ G, если его голоморфная часть в этой точке невырождена, во всех комплексных прямых, проходящих через точку Q, отображение Та сохраняет углы между направлениями, принадлежащими к этим комплексным прямым.



488 А. А. ШматковИтак, мы установили, что следующие три требования приводят к одному и тому же классу квазиголоморфных отображений Во в точке б обладающих свойством конформности на комплексных прямых.1. Требуется, чтобы при отображении Та, вычисленном в точке 
(2£С, сохранялись окружности с центром в этой точке, лежащие на комплексных прямых, проходящих через точку Q.2. Требуется, чтобы при отображении Т</, вычисленном в точке <2 £ (7, сохранялись углы между векторами, выходящими из этой точки, принадлежащие к комплексным прямым, проходящим через точку <2-3. Требуется, чтобы дифференциал Та отображения Т, вычисленный в точке (2^С, имел вид 7/.*
»

§4 . Построение квазиголоморфных отображений области б сС?, 
конформных на комплексных прямыхЛемма 4.1. Даны невырожденная матрица 2 = Ца/Д /,/ = =1,- • п, и кососимметрические матрицы /, у, к —1, • • •, л.Для того чтобы кососимметрические матрицы С/ь, к =1,- • •, п 

были нулевыми необходимо и достаточно выполнение соотношений

ии Хт = С/т Хл, к<^т, к, т = 1,-• •, п. (4.1)
Здесь X/ = (ап, а2;, ■ ■ ■, ал/), ։ =■= 1, • ■ •, л — матрицы-столбцы.Доказательство. Необходимость этих условий очевидна. Докажем достаточность. Представим каждую матрицу £/*,  к=1,---, п в виде

ик= (2֊*)'и* 2֊>, к = 1,---,п, (4.2)где И* I, /, к — 1, • • •, л — кососимметрическая матрица порядка л. Это возможно, в силу леммы 3.2. В этом случае равенство (4.1) равносильно следующему:И*£'т=Ит£*, к < т, к, т = 1,- • п, (4.3)где векторы £/, г = !,•••, п образуют простейший базис.В силу равенства (4.3) матрицы И*, I = !,•••', л имеют следующую структуру (мы предполагаем, что / к):

пИ’...

„(ЛVII • • • VII ’,п. (4.4)
№ . (Л)

•

№Докажем, что все элементы матрицы Р*,  к = 1,- • ■, п, с индексами, меньшими или равными к, равны нулю. Отсюда наша лемма вы-



Квазиголоморфные отображения пространства 489текает немедленно, так как тогда — нулевая матрица. В матрице Ип-1 последний столбец нулевой (последний столбец матрицы И„_1 состоит из элементов матрицы И,,). Воспользовавшись кососимметрич-. ностью, получим, что Ия-1 — нулевая матрица; и так далее.Из того, что матрицы И*,  к =1, п— нулевые, на основании равенства (4.2) заключаем, что (/*•  к=1,- • •, п —также нулевые матрицы.Рассмотрим матрицы И/, И/, Р*,  /<у֊С&, /, у, к=1,-••,л. Легко видеть, что выполняются следующие соотношения. (Мы пользуемся их кососимметричностью).ЛУ-М’ = о из рассмотрения матрицы И*;т//*/4֊и*?=0  из рассмотрения матрицы И/; (4.5),։4* ։ + «« = 0 из рассмотрения матрицы V/.Из системы (4.5) следует, что и՝у)=0, г, у, Л=_1,--,л.Лемма доказана.Переходим к доказательству основной теоремы.Теорема 4.1. /. Отображение Т*  области СсС", определяе-. 
мое равенствами

(Г*)  = у, —-_1֊^=== |л< -Г 2 [ 2 бр,... р2к Р2к +Уае1(Е-ФФ)1 *=Д
Р] <Р}+1

+ 2 Р2м+1^-Р1 ■■■ Рц+\ I» 1 = • • •■• л> (4 61
А. •••>/’2*4-1  Я 1 Ь

Р)<Р] + \

принадлежит к классу квазиголоморфных отображений Во, если с!е1 А —= &=#0. Здесь Лг, Ду =—Ду/, ։, )= 1, п-функ- 
д (я1։ • • •, я„)

ции, голоморфные в области С, Д/>,..-р24, /»2*4-1 —кососимметри-
ческие объекты четного и нечетного порядков, составленные из. 
функций Лц и Л,, ф = |Д(;|, т= | •II. Если отображение Т {шр=- р =1, • • л} с Во в каж
дой точке 0^0 и функции, определяющие это отображение, при
надлежат С2 (6), то в некоторой окрестности точки О. оно может 
быть представлено в виде Т*,  где Л-1, Д/; — функции, голоморфные 
в точке С?.

Каждое гомеоморфное отображение Т*  области С принадле
жит к классу квазиголоморфных отображений Во.Доказательство. Утверждение I проверяется непосредствен-. но. Докажем утверждение II.Если отображение Тс: Во во всякой точке 0£С, то функции «'р» р—1,--,п удовлетворяют (как это следует из леммы (3.3)) системе дифференциальных уравнений, записанных с помощью формаль՝, ных производных 
6-529



— матрица антиголоморфной части, Ф — |Д//|| кососиммет

490 А- А Шматков________ ==_==========В=ФД, (4.7)где А = | -1 — матрица голоморфной части,
II ||В=|^-I рическая матрица, элементы которой Д/у пока произвольные функции класса С1 (в).В силу равенства (4.7) имеем п. (4.8)

р-։Выпишем еще одно равенство:
֊4^ ■= 2 , ։, Я = V • •, и. (4.9)
дгч дгдДифференцируя теперь (4.8) по гч, (4.9)— по я/ и вычитая из первого полученного равенства второе, имеем_Éïe.\ = O, I,/, 9=1,-.-.п. (4.10)^"*j\  dzq dzj dzj àzq )Или в матричной форме<?Ф dW дф dW . л _-j "3— = “5— ‘~â— » J> 9 = •••»«» (4.11)dzq dzj dzj dzq ’ J 1 'где Ф = |Ау5, — (то1։ • • •, Шл) — матрица-столбец.

т дФ . . <?(шъ •• •,шд)1аккак^^—, / =1, кососимметрична и . 2д) ¥= 0,
л 1 dф.на основании леммы 4.1 заключаем, что —, I =1, п — нулевые матрицы.Таким образом, мы показали, что Д//, у = 1, • • •, п—голоморфные функции.Допустим, что функции шр, р=1, •■՛, и, удовлетворяют системе(4.7) или, что то же самое, системе (4.8) в области С. ПоложимЛ< = wi — 2 Д/р wP, 2=1, • • •, и, (4.12)

р=1где Л/р — произвольные голоморфные функции в области G, Л/ —функции класса С1 (G).Определенные равенствами (4.12) .функции Л,, z =1, •••,/։, удовлетворяют условиям Коши-Римана.Действительно, в силу (4.8)
dAt 
dzq

Ê21L _ v д, dwp 
dzq à P àzq = 0, i, ç=l, n. (4.13)



Квазиголоморфиые отображения пространства 491Перепишем теперь систему (4.12) в матричной форме= (4.14)где W = (w1։ • • •, wn)'; Ф = |jД/J, ? = (Лъ • • •, Лл)', Ал р = 1, • • •, п —голоморфные функции в области G.Из уравнения (4.14) легко получается, чтоЙ? = (£-ФФ)֊1(Ф® + ®), (4.15)где Е—единичная матрица порядка п.Воспользовавшись теперь теоремой 3.1, мы получим отображение 
Т с: Bq в форме (4.6).Замечание. Полученное отображение Т*  не является вырожденным, так как
1= S. ’’----- :—"՝- ’’------=~ — Vdet (£— ФФ) mod2det А =/=0, (4-16)

О (Zlt ■ • zr„ zlt - • -,zn)

§ 5. Примеры биголоморфно неэквивалентных областей, 
эквивалентных относительно класса квазнголоморфных 

отображений Во

Теорема 5.1. Отображение(5) Wl = Zl
(1 - Ы2)- • • (1 - fc-il2) (1+|я<+1|2). • •(1+|* я|2)Гл

где Гп = 1 + 2 Izj- • •Z2«!2, т = , принадлежащее к классу

(5.1)
Bq в.

, /=!,•••, п.

единичном полицилиндре Е = {(гъ • • гп) : (ж/1 <С 1, ։ =1,- • - , п}, 
ществляет гомеоморфное отображение этого полицилиндра на

( п >
ничный гипершар В = I , ■и)п} :У]«п|2<^11.

осу- 
еди-

Д о к а з а т ельство. Полагая в
ZiZj,О,
— ztZ),

еслиеслиесли
формулах (4.6)
i < j, п, (5.2>Л£ = zi, А// =

гполучим отображение (5.1), принадлежащее к классу Во в единичном, полицилиндре Е.Нетрудно показать, что
п tn
2 |w*l 2=- 2 . 2 \zPl-

*=1 P2^ + £
Pj<Py+1

'ZP2/I+1



492 А А. Шматков

(5.3)+ 2 2 ՛ ՛ гр^2
*֊-!/>,.•••. Р2*  

₽ / <Р}+1Из формулы (5.3) вытекает, что отображение (5.1) переводит внутренность единичного полицилиндра Е во внутренность гипершара В.Нам остается доказать лишь гомеоморфизм отображения (5.1).Заметим, что точки г/ = 0, Л» и только они переходятпри отображении (5.1) в точки ш/ ~0, ։' = 1, •••,/։. Поэтому мы можем предполагать, что я/=/=0 для всех ։=1, •••,«.Пусть различным точкам («։, •••, 2л), (г։, гп)£Е соответствует при отображении (5.1) одна точка шя). Обозначимг*  = «*«*,  &=!,•••, л. (5.4)Из формул (5.1), в силу сделанных предположений, вытекает, что (1— К^!8)- • • (1~|®/—> 2/-1|8)(14-|®<+1 2/+1|8)• • • (1+|«лЯЛ|8) _а/ Г*(1-Ы8)- • ■ (1-к/-11։)а+1«<+1!։)- ■ •(!+№)“=------------------------------ - ------------------------------- » г~!>•••»»», Р-З)
гдеГл = 1 + 2 2 1*?,  • • • г/»2*1՜»  Гл=1,4г 2 2 |®А,- • • • 2/>ц13>

*=1 Р2*  4—1 Ри"-. Р21,
Р) <Р}+1 Р]<Р)+\

4з уравнений (5.5) следует, что =4, •••, а„ — положительные числа, причем |®*  2*1  < 1, |г*|<1-,  к = 1,- ■ ,-п. (5.6)Рассмотрим г-ое и (г-|-1)-ое уравнения системы (5.5). Поделив второе уравнение на первое, получима<+1 1—1«< 2<|2 = 1 — к/18 .®/ 1+|®/+12/+118 1 4֊ |2/+1|8Или иначе(а/+1 —а/)(14-а/аг+։ \х/г,+1|8) = (а/|д484-а,+1|гж|8)(а£ а/+1—1). (5.8)Если а/ал-1 1=0, то из уравнения (5.8) следует, что а/ =®л-1=1. Исключив пока этот случай из рассмотрения, мы можем записать равенство (5.8) в следующем виде:
я<+1 ~ _ ®<|2г|8 + ®<+112/+1|8®*®<+1  1 1 4՜ Д/+1 & 2/+1|8Из уравнения (5.9) имеем0< а<+1 ~ а/ <1 

а1 Д/+1 — 1
(5.9)

(5.10)



Квазиголоморфпые отображения пространства 493Отсюда вытекает, чтолибо 1, либо а/-,./ > а/ >1, ։=!,•••, п—1 (5.11) (здесь мы учитываем и тот случай, который был ранее исключен из рассмотрения).Так как различные точки (ги • • •, яЛ), • •, ял ял) £ Е, в силу нашего предположения, переходят при отображении (5.1) в одну и ту же точку (и»п---,шЛ), из формулы (5.3) вытекает, что
2 2 1гр1՛ ■ ■■гР2л+112

Р2* +։
Р)<Р1+1___________________

1+2 2 \гр< ՛ ՛ ■ жР2*1 2

Р}<Р]-Ь 1

2 2 ар, ■ ■ ■ аР2*  + 11г/’| ’ ■ "г/2*+11

Р։----։РЦ+1
Р) <Р}+1___________________________________

1 +2 2 »А • • • 4 \гР< • • • ^РиУ

*~1 р„.р24
Ру<Р}+1 (5.12)где т — указанное ранее число.Непосредственно проверяется, что из равенства (5.12) следует 21г/12 (а?—1)(1 — а^) - • •(1֊а'-1|я,-1|*)(1֊а? +1[г<+1|*).  • .(1-«Л2|глГ) 4֊ /-1 + 2 П (“?-!)••• (<4+1-1) |г1---Я2* +1|2=0. (5.13)*«=1 *-1Отсюда, в силу (5.11), вытекает, что«! = «2 = • • • = ая = 1. (5.14)На этом заканчивается доказательство гомеоморфизма отображения (5.1)*. Нетрудно проверить, что

2 |ш,1> = (1+1«-м'1),--(1 + Ы‘)^ 2 .։я։+։|г< (515)••*=։  п *=0Р1.---,Я2*+1=։где г = 1, • • •, и, ? = [//2]. Отсюда следуетПредложение. Граничные гиперповерхности {|я/| = 1, |я*| <4,& = 1,---,п} переходят при отображении (5.1) в гиперсферы2 |Ш*| ։ =1< (5.16). *=1Это утверждение вытекает из (5.15), если заметить, что при 1 = 1Г„ = (1+ |я1|2)- • • (14-|г/_։р)(Ц- |я,+1|«>. • '(1+\яЛ\2) (5.17)
Можно доказать, что якобиан отображения (*$)  отличен от нуля всюду в об*  

л асти Е и обращается в нуль лишь на границе Е,
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V V |жА---г;а*+1|’ = П=(1+к11։)---(1+к/-1|։). (5.18)
Р2*ц-։

Р) <Р}+1Приведем еще один пример голоморфно неэквивалентных областей, эквивалентных относительно класса Во квазиголоморфных отображений.Рассмотрим пространство Сг комплексных переменных г1, г2.Возьмем в (4.6) Д12 = гг/ где / («։)— голоморфная функция в круге |Х1| <С 1 и / (0) = О, Л1 = г1։ Л2 = г.,.Справедлива следующаяТеорема 5.2. Отображение«h = + |«al2/ (*i)  __ 1—z/(zj
l-t-ka/(*i)|« ’W։ 21+|я/(«i)|։ (5.19)

где /(«!) (I/ («Л <1) — функция, голоморфная в круге |^| <1, и { (0) = 0, принадлежащее к классу Во в полукруговой области

G= / (*i,  «а): Ы2 < —----^֊֊ I,
Г 1-1/М2 J (5.20)

осуществляет локально гомеоморфное отображение этой области 
на единичный гипершар В = {(гоъ ги2): 1“»112 +1«>1|2 < 1}.Доказательство. Из (5.19) имеем

l«h 2 + l«M2 = kV’ + N2
1 + l^(«i)|2

(5.21).Из равенства (5.21) следует, что область (5.20) отображается на единичный гипершар В.Докажем теперь локальную гомеоморфность этого отображения.. Вычислим 
^ = (i+l%/fe).։)-8 d (wJ։ wa) 

д («1, г2)В результате вычислений получим/= !֊«!/(«!) + W2 f («х)(1 -Z, / (Я,))} (1+1«։7 («!)|2Гили
(5.22)
(5.23)
(5.24)где ф = arg (1 — Zj/(ях)).Имеем 1 в рассматриваемой области, в силу условийlzil < I/(^1)|<1. Это выражение может обращаться в нуль лишь награнице рассматриваемой области.Предположим теперь, что



Квазиголоморфные отображения пространства 495е2"+Ա։|Տ/'(*!)  = (). (5.25)Отсюда следует, что = (5.26)(Заметим, что в точке (0, 0) I (0, 0) =ի=0. Поэтому мы можем точку (О, 0) исключить из рассмотрения).Из равенства (5.26) и неравенства (5.20) вытекает оценка1ЛМ>Ц1/-7^- (5.27)1—кгПолученное неравенство (5.27) противоречит неравенству, найденному при доказательстве леммы Шварца (см. [3], стр. 333).Противоречие, которое мы получили, доказывает теорему.Отображение (5.19) существенно отличается от голоморфного так как в рассматриваемом случае дефект (см. [5], стр. 411)3 («ь *։) = 2к/к)1 • (5.28)1֊к/к)РВ рассматриваемой области Ճ 0 -С $ (гх, *շ)  < °о (о к, г։) = 00 при приближении к границе области). Отсюда следует, что рассматри ваемое отображение не сводится к суперпозиции голоморфного и линейного неголоморфного отображений. Отображение является локально гомеоморфным внутри области Շ и имеет точки ветвления на границе области.Замечание 1. При ք (гх) = ях в предположениях теоремы (5.2 мы получаем гомеоморфное отображение области С={(гх, г,): |«2|<Հ 1} на единичный гипершар В = {(ш։, ш2): |шх1’ + |ш2|«<1}.Замечание 2. При ք (гх) = аг? в предположениях теоремы (5.2), где а — комплексный параметр, р — произвольное натуральное число, мы получаем локально гомеоморфное отображение двоякокруго вых областей вида
Շ =֊- | (ях, я2): |я2|2 < (5.29)

( 1 — |В21 Г )на единичный гипершар В~ {(шх, и>2): |шх|2 + |ш2|2 <Հ 1}.
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Ա. Ա. ՇՄԱՏԿՈՎ
Са. ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՔՎԱՋԻհՈԼՈՄՈՐՖ ԱՐՏԱՊԱՏԿԵՐՈՒՄՆԵՐԸ, ՈՐՈՆՔ ԿՈՆՖՈՐՄ ԵՆ ԿՈՄՊԼԵՔՍ ՈՒՂԻՂՆԵՐԻ ՎՐԱԱմփոփում

Հոդվածում կառուցվում և ուսումնասիրվում է С" տարածության կվա- 
ղիհոլոմորֆ, կոմ պլեքս ուղիղների վրա կոնֆորմ արտապատկերումների В& 
դասը՛ §§ 1,2֊ը ունեն ներածական բնույթ։
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§ Յ֊ում բերվում են քվազիհոլոմորֆ արտապատկերումների BQ դասին 

պատկանող ֆունկցիաների երեք սահմանում և ապացուցվում է այդ սահմա֊ 
նումների համարժեքությունը։

§ 4֊ում արտածվում են այն մասնական ածանցյալներով դիֆերենցիայ 
հավասարումները, որոնց բավարարում են ВQ դասի բոլոր ֆունկցիաները։ 
Այդ հնարավորություն է տալիս Bq քվ""ւ1>հ>4.ոմ"11ֆ արտապատկերումներն 
արտահայտել բացահայտ տեսքով։

§ 5-ը նվիրված է կաոուցված BQ դասի նկատմամբ համարժեք, բայց 
հոլոմորֆորեն ոչ համարժեք տիրույթների որոջ օրինակների։

Մասնավորապես ապացուցվում է, որ Bq դասին պատկանող ֆունկցիա
ների միջոցով կարելի է Cnz տարածության միավոր բազմադլանը հոլոմորֆ 
կերպով արտապատկերել C" տարածության միավոր հիպերդնդի վրա։

A. A. SHMATKOVON QUAS1-HOLOMORPH1C MAPPINGS OF Cz SPACE WHICH ARE CONFORM ON COMPLEX LINESS u m m a г уThe first two sections of the paper are devoted to the introduction and some auxialary statements.In § 3 three definitions of the class Bq of quasi-holomorphic mappings are introduced and the equivalence of these definitions is shown..In § 4 a system of partial differential equations, which is satisfied by the functions from Bq is derived. This enables to find an explicit representation of the function belonging to Bo.The § 5 is devoted, to the examples of holomorphically inequivalent domains which are equivalent with respect to the class Bq. In particular, the possibility of holomorphic mapping of the unit polycilinder in Cl on the unit hyperspher in Cz with the aid of the function from 
Bo is proved.
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