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Е. 3. МОГУЛЬСКИЙ

ТЕОРЕМА ПОЛНОТЫ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ 
И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ВЕКТОРОВ РАЦИОНАЛЬНОГО 

ОПЕРАТОРНОГО ПУЧКА

Целью настоящей статьи является перенесение известной теоре-. 
мы М. В. Келдыша [1] о n-кратной полноте системы собственных и 
присоединенных векторов полиномиального операторного пучка на слу­
чай рационального операторного пучка. Это обобщение интересно тем, 
что вместо конечности порядка главной части пучка требуется лишь 
конечность нижнего порядка. Теорема такого рода для линейного пуч­
ка была доказана В. И. Мацаевым и Ю. А. Палантом [2], а для по­
линомиального пучка Ю. А. Палантом (диссертация). Для получения 
теоремы полноты используется метод, применявшийся В. И. Мацае­
вым для оценок резольвент операторов [3]. Другие обобщения теоре­
мы М. В. Келдыша на случай рационального пучка были получены 
Дж. Э. Аллахвердиевым [4]. В дальнейшем будем придерживаться 
обозначений, введенных в [5]. Через 5«. обозначен класс всех линей­
ных вполне непрерывных операторов, действующих в сепарабельном, 
гильбертовом пространстве Н. Для каждого такого оператора А вводит­
ся последовательность {хя (Д)}Г его s-чисел,, определяемых как собст- 

1
венные числа оператора (А*  А)2, занумерованная в порядке убывания 

1

с учетом кратностей (если г = dim. (А*Д)  оо, то $я(/4) = 0 
(п = г+ !,•••), и функция v(f, А), равная количеству чисел sn (Д), 
больших f՜1.

Операторным пучком L (X) назовем оператор-функцию L (X) — 1 — 
— М(Х), где М (X)— голоморфная оператор-функция со значениями из 
S«, определенная в некоторой области G комплексной плоскости 1. 
Число называется характеристическим числом операторного пучка, 
если существует ненулевой вектор ®0£ Н такой, что L (Хд) <рй = 0, а ®0 
называется собственным вектором пучка, отвечающим характеристичес- 

k
кому числу /0. Если существует векторный полином ? (X) = У <pf (X — Х0)г

(<Ps£H) такой, что ||£(Х) ® (Х)| = О(|Х — }0|* +1), то мы назовем векторы 
Ф1։ ?։>■’■« цепочкой векторов, присоединенных к собственному век­
тору р0. Кратностью собственного вектора <р0 будем называть макси­
мальную длину цепочки присоединенных к <р0 векторов.

Пусть <р0 — собственный вектор кратности т, отвечающий харак­
теристическому числу >0, а <?ъ ®», • - •, — соответствующая ему це-
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почка присоединенных векторов. Тогда, если <? (а) — 2 ф*  (X то
х=0

£(>.).().) = ОД р,-^)= (2А^р-Ч).)(з „ (Х-М‘)=

/ д! \ / 1 <?2А , дЬ .“ Ь (М Фо + ^2^— Фо 4՜ (К) Ф1^0՝ 1 о) + |^|՜ <?°4՜ 'Р1

\ /т 1 дт~кЬ \+£(М Фо )(Х ֊ >о)’ +—(2 +

, у /у 1 дт+Г~кЬ
“№0(’п + г-к)\ 0^'-՛՝ ф*  } О-У՞1

Но так как
| Д(>֊)(2 ФЛЬ-М')| =О(Р֊-\>Г+։), то 

т 1 Лт—* А
НК) Фо= ■֊■ Фо + £ (М Фх = • • • = 2 , ,Т - т.к Т*  = 0 

0'0 ^—0 (^1 </Ло

и, следовательно, приведенное здесь определение цепочки совпадает с 
определением цепочки по М. В. Келдышу [1].

Покажем, что такое определение инвариантно в некотором смыс­
ле относительно замены независимой переменной.

Лемма 1. Если есть характеристическое число оператор­
ного пучка, то при преобразовании X = >• (и), (Ро) =/= 0 (р®))
подпространство собственных векторов и подпространство, натя­
нутое на собственные и присоединенные векторы, отвечающие Хд, пе­
реходят соответственно в подпространство собственных векто­
ров и подпространство, натянутое на собственные и присоединен­
ные. векторы, отвечающие Рд; при этом длина максимальной, цепоч­
ки не изменяется.

Если ф(Х) = 2 Ф,(Х-Хо)*  и |А(Х) ф(Х)|=О(|Х -У’+։), то
• 5=9

£(к (р)) <р (X (р)) = А (X (р))^ Ф5 [ 2 ֊֊ Х(*) (роХн ֊ Р»)*!Г } = 
\5-0 I *-1*‘ !՛ 1

= 1-^(р))[2 Мр- Ро?+ (р- р»)р+12** (р—Рв)* 
Ь=о *=1

и
(к <р))(2 ф, (р — Ро)А )| = о (|Р — Ро|* ,+’).

Так как при подстановке ряда в ряд п-ый коэффициент резуль, 
тирующего ряда зависит лишь от первых п коэффициентов исходных 
рядов, то вектор ф, является линейной комбинацией векторов ф0,®ъ ■ • ■ , 
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фз. Обратно, поскольку (н0) =£ 0, то функция ). (р) имеет одно­
значную обратную функцию н ('■) в окрестности точки Pq, и каждому 

р
полиному | (н) = 2 Ф» (Р — i^oP такому, что (к (и)) ф (р)|| = О(|р— р01/’+1)> 

1=0
Р

отвечает функция ф(нО-))—2 фз (>֊ — + О | X — X0|p+I, причем
з=0

Ц£(/.)^2?з (>■ — \>)Л|=О(Р— '-olp+՛)» и каждый вектор ф,(s =0,1,- • -,р)
Ч=о '

является линейной комбинацией Фо, Ф1,- • Из приведенных рассуж­
дений следуют все утверждения леммы.

Отметил., что при преобразовании л = р + Ь собственные и при՜ 
соединенные векторы сохраняются.

Характеристическое число пучка £.()-) называется характери­
стическим числом конечной алгебраической кратности, если простран­
ство нулей оператора L (Хо) конечномерно и кратность каждого 
собственного вектора конечна. Если хотя бы ' в одной точке 
оператор L (X) обратим, то согласно [6], множество характеристичес­
ких чисел пучка £(Х) состоит из дискретного множества точек конеч­
ной алгебраической кратности, которое может иметь точки сгущения 
на границе области G.

В дальнейшем будут рассматриваться ^рациональные оператор­
ные пучки вида

л N *1

I L 0) (2 № )| = | L (*) ( W” '1) + 2 (>֊оФ^-։) 4-

л(х)_1-Зх-в,-22]А^.. (1)
J-0 ։-!*=!  (>>—м)

где операторы Bs, Bi,k£S".
Если <р0 — собственный вектор пучка (1), отвечающий характерис 

тическому числу Xq, a <?i, ?»,•••, <fr—присоединенная к нему цепочка, 
то соотношениями

<ро’ = >о Фо’՜”» •?* ) = К т Фз’-й” С*  = 1,2, • • •, « —1; s = 1, 2, • • • ,г),

Ф^'=-2 ф^-։,'։(Л=1,---,п։; 1=1, --.N; s=0,l,.--,r
р=0

(2)
(ф(»> = 7‘»М 

л
определяются п 4֊ 2 т — 1 собственных векторов и присоединенных 

(-1

к ним цепочек. Действительно, если фЕ’՜1’ — собственный вектор, а 
Si’՜”, , фг՝1’ — присоединенная к нему цепочка, то
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+^-7>-ч)’)| -1 >«од(2<>->»>-)+

+ (х-х,) Ь (’О (2 ” 0՝ - )| = 0 (1К֊АГ։)
\/=о

и на основании определения заключаем, что фо собственный вектор^ 
а ф1’), • •• , фг’ — присоединенная к нему цепочка. Если ф^-։)'' — собст­
венный вектор, а ф1*  "1)1', • • • , Ф^՜”՛' - присоединенная к нему цепоч-՛ 
ка, то

|мх) (у\ Ф^։(х-и^|= ксо<₽Г֊1,Чх
II /II И х*-»’ д=о ‘

X (>-!,)’V |з (3 ՝)1=О(|>.֊>,|-«),
/Ц |1в-о V՝* ~ ло/ и-о /II /

откуда следует, что фо'^'1 — собственный вектор, а фН' 2, • • • , 1 —
присоединенная к нему цепочка.

Полученные системы собственных и присоединенных векторов 
{ф!’’} (> = !,•••, и —1), {??М} (/=1,2, • • •, /V; Л = 1,2, •••, щ), 
(з = 0,1, • ■ • , п) в дальнейшем для удобства будем записывать в виде 
{фГ}}, где ф^ = ф?} (т = ч; у=1,2, • • ■, п — 1), фр’ = фР}'' (т = п+ пгН-----
••• + п/-1 + ^— 1; к = 1, • • -,гч).

В пространстве Н, являющемся ортогональной суммой 
.V

п+2 Гц экземпляров пространства Н, рассмотрим векторы ф^{ф!0) , 
/=1

(лг \ 
«+ 2 п1 -1 }

фУ', • • ■, фл 21 }, построенные для всех характеристических зна -

чений и всевозможных цепочек. Если векторы фЛ полны в Н, то мы бу­
дем говорить, что система собственных и присоединенных векторов 

Д'
операторного пучка (1) п + 2 щ -кратно полна в Н. Для случая по-

1-1
линомиального пучка непосредственная выкладка показывает, что это 
определение эквивалентно определению М. В. Келдыша из [1].

Отсюда следует, что система собственных и присоединенных 
.V

векторов будет п + 2 щ-кратно полной тогда и только тогда, когда
1-1

из ортогональности Н всем векторам ф^ следует, что g = 0. Покажем, 
что если система собственных и присоединенных векторов не является 

п+2 Гц -кратно полной, то найдется ненулевой вектор g ^0; g1;■ • •; gn-гt 
1=1
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81.4' • • 5 8л„ ։;•••» л՛} такой, что для любого /£Н функция /Г(Х) =
л-1 "։

= 2(Х*£՜՜ 1/, £.)+ 2 2 (О — М՜*  Л՜1 1, 8к,1) может иметь особые 
.-О 1-1 *-1

точки лишь при X = X/ и на бесконечности.
Если /-о является полюсом порядка р+1 функции Л՜1 / (/£Н), то 

функция ф.(Х) =0֊—'о)р+։ / будет аналитической в точке Хо. Обозначив

через ф (X) первые р+1 членов разложения в ряд функции фр.) в ок­

рестности точки /0, найдем, что Ц£ (/.) ф (Х)| =|£(Х) ((X— >՝0)р+1 £—1/ + 
+ О ().— >0)/’+1 )Ч = О(Р‘~\»1р+։ ) и что, согласно определению, в глав­

ной части------ —-------- !-------—------ 1------- 1---- разложения функции Ь՜
().-)0?+1 (Х֊)֊оИ Х֊>-о

в ряд Лорана коэффициентами будут собственный вектор ф0 и векторы 
некоторой цепочки присоединенных к нему векторов фц?։, • • ■, <рР.

Покажем теперь, что главные части лорановских разложений в 
окрестности точки Хо функций Х’£~։/ и (X—К։)՜*/,՜ 1/ будут, соответ-

Р Р ф(*)։ 1
ственно, У,------ --------- и У -------------------  • В самом деле, рассуждая^о(Х֊^-4+1 (>֊֊’֊о)₽-,+1

по индукции и используя (2), имеем, например 
р 1)։ 1

Р Лк-У՛1 /Р~։ Л 1 \г\ Р 1= о֊ - (\>֊м ) = 2о֊-)о)₽+1-7 х

у / _  VI•') — V у .
л о->֊ку-г+՝ / (’֊ч)'։+м

Тогда главная часть ряда Лорана функции /'’(X) в окрестности 
точки /у будет равна

уЧ—(ф(д^) , у ; ; ^к. о
^^-^Р+Х-3 н

((я—։_ ”։ а
/, (4)2 ^’^’4*2  2 _ ~—I ,=0 1-1 Л-1 (X—Х1)*

будет иметь особенности лишь при X =Х/ и на бесконечности функция

п-1 Ы П1 а \ \

ФМ-Тр)-/!.՜-1 (Ч 2к՛։. + 2 2

при некотором и любом /£Н.
Основной результат настоящей статьи составляет
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Теорема 1. Пусть в операторном пучке 

п "1 И1? А1 *
<3>

операторы А (з = О, !,■••» л —1), -Д/.*  =1»՜ • П՝,к =1,- • л/ —1)£ 
£5«, Ля=1, А, Л/ =1, Н и Нг—полные нормальные операторы {В՞, 
п-я и т-я степени которых Нп и Н"1 — самосопряженные опера­
торы. Тогда система собственных и присоединенных векторов опе- 

лг
роторного пучка (3) п ~Ь 2 щ-кратно полна, если 

1-Х

Г -*■  ее 1п Г Г —* ее *0  Г

Для доказательства теоремы 1 нам потребуется оценка резоль­
венты пучка, которую дает

Т еорема 2. Пусть в операторном пучке

п П1 В£(0-։-2>.'В,-3 2-^г (4).
1-Х /=1*-1՝ л

операторы В/, Вг, ц ££«,. Предположим, что существует уходящая 
в бесконечность кривая М, обладающая тем свойством, что во 
всех достаточно удаленных от начала координат точках, лежа­
щих на кривой, Ц/.՜1 (>.)|| равномерно ограничена. Пусть элементы 
бг, gii.it /£Н таковы, что функция

л-1 _ П1
Г(Х) = (£֊> (Х)/,*(к)),  где8а)= 2 »& +

1" /“1^1 (>֊֊'֊/)*՛

имеет особенности лишь в точках ^г и на бесконечности. Тогда 
при достаточно больших г=р.| имеет место оценка

л (л+3)(2г)'

1п |Г (Х)| < (П-1) 1п г + а 2 ГЧ (1, В1) Л.
I =1V и

Доказательство теоремы 2 основано на лемме 2, для формули­
ровки которой введем следующее определение.

Ядром Пуассона для области О с границей Со, являющейся 
спрямляемой кривой, мы будем называть функцию АГ (г; С) (•?££>; С£СО) 
такую, что для любой гармонической функции и (х), непрерывной 

вплоть до границы, справедливо равенство п(г)= I С)|^|.

(Сд)

Отметим два известных свойства ядра: К{г-, К(г՝, С)|<А| =1.

(СО)
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Лемма 2. Если Кр.п (г; >)—ядро Пуассона для кольца 
р

Оя.а |г:а<|гКЯ| (Л>4а) и |г|^!г0|=—, то

Кр.а(г; С) тах---------------
ССО Кр,а (гп;9

де С - граница кольца Ор,а.
Обозначим через ш (г; Е; О) гармоническую меру множества Е£ С 

относительно области И в точке г. Тогда на основании принципа рас­
ширения области[7] о» (г; Ср; Пр,а) > ш (г; &£Ср; £>#р_), где Ся֊-ок- 

з
ружность |г| = R и, так как
ш (а; Л С Ср; Ор,о ) = Кр,а (г; ^С/?)|Л|։ то Кр.а (г; С £ Ср) Ж^р^Ср).

з

Используя свойство инвариантности гармонической меры при конформ- 
1 / г С \ном отображении, получим р_ (г; Ср) = — ֊— ). Так

1 з R 'з \ R R /
V ( *■ С X как л, 1 / —, — \ есть положительная непрерывная функция при

4=֊.’■>«..± ('4, V) >с->°и <*=  

/ з \ к К / К
Те же соображения позволяют получить оценку сверху при

^Срх Кр.а{г;^Ср)<Кр,й
л. \ к к I /\

(Ля, о— ядро Пауссона для круга) и

**,„(*;  С) сгтах   —— •
(сесЛ) Кр, а (г0; С) сг

(5)

Перейдем к оценке ядра при С £ Са (Са — окружность |г| = а). 
3

ПуСТЬ |^х| — а, ТОГДа Кр,а (21; Са) ^2а,а (г։; Ч^Са) — 
Л!

=—Кг, /— V % Кр.„(г1; Са) а Са) =-К^.\(^; -\< 

а \ а а / а а \ а а /

•'С “ (.К», 1 — ядро Пауссона для внешности круга). 
а

Рассмотрим гармоническую функцию
I Л
1п-—

г ՝ • ~ . 2/е
1п —

За
3

Так как Кр, а Ср; Са) = 0, то при |г| = R и |з|=— а будет 

выполняться неравенство
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— <p (z) ֊С Kr, a (z> ’ £ Си) * Т (z)- 
а а

Применяя 

справедливо и

принцип максимума, заключаем, что неравенство 

при — а ֊С Н -С R- Если \г\ = —, то
9 ~

In 2
. 27?
1П՜^

а
In 2

. 27?In----
За

и
Kr, а (г; О с4max . ■S —

G6CO) Kr. a Но!’) са

(6)

(6)

(7)

Из (5) и (7) следует справедливость утверждения леммы.
Лемма 3*.  Если, операторы А^З-, то

(8)
\ (-1 / /-1

Пусть Ц = V (п7, Л/) = шт / Аг: з*+1 (Л/) <—I, тогда на основа- 
(«I п/ )

нии неравенства Фан Цюя [8], [5] (стр. 49) получим

։. (2л,)<2 5,,+,(л)<»■֊=-֊■•

2\=1 / 1=1 П1 1
Ч+1

<-1

Если / = дЛ = min I к : s*+i ^2 Л/ ) ֊С — !, то Z+1 <2 Ц 4֊1, 
X /«] / <*> I \/_j / t } z_։

ибо Z-f-1— наименьший номер, для которого sp ^2 Л/-С —- ■

Доказательство теоремы 2. Представим каждый из опе­
раторов В[ в виде суммы В[ = В{п')+£/т>, где 5{'п) — конечномерный 
оператор, з-числа которого совпадают с з-числами оператора В/, боль­
шими [А։т)||. Тогда операторный пучок принимает вид

п
£(Х) = 1 _ 2ВН- £().).

1-1
Если ЦЕ1("։)11 < -— (8), гдеЯ>г = |л|, то для г>гх =2 тах

(п + 2) К
(п?,?х Р՝'1։ ВМ (п+2)+1), где В = тах л II, получим

(О (/,«

л1/гМ лг . N П1 ,

* Лемму 3 можно вывести из леммы 5.1 [9].
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п В У У / \*  <-• п ; < и 4-1
л + 2 Й*_Д  г/ л4֊2 г-2 л+2

и тогда К!-^))՜' Ц< 2 [£ (>М'< п+2.
1-0

Введем в рассмотрение две функции £>0 (>֊) и (К):

А 0֊)=^/1֊2/.' В\т} (1- £(/.))֊’ ) , 
՝ /«1 /

ВхО>) = (£-'(>.) /, 8 (>-))• АО-)-
С помощью неравенства Вейля [10], [5] (стр. 56) устанавливается 

следующая оценка:
п

“ ехР |
0

= ехр

Так как 57()֊'^'п)(1-£().))-1Хр.|' |](1-Е(Ц)-Ц 5/(ВН), то на 
основании леммы 3 будем иметь

то

г' «, ВН)

Ввиду того, что в силу (8)

У(п (п + 2)гЧ, В\т})=

Ро (Ь)| < ехр
о
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=ехр{£р'ь(1+^^±2>)Л((,в,)}= 

= ехр 2 рп ^1-4-л у ((л + 2) /?', £<) +

(’+Г)/? г' л (л4-2) *(*,#)  

3 ; + г' л (л + 2))
о

<й| < ехр 2 [ /-։ *(/,  В1) <М +

П л4-2 («+։)^

<»+ЧЯ' , п , V , п <«+9*'

+ /->..(/, Д)Л <ехр֊ Ду2 2 «-՛• Лг,В/)Л [.
0 1п ^+2 '՞' 0

(9>
Так как в точке £ М (R > рю| г։) оператор £ р^) обратим и 

|£~1(Х0)|]< </ (</ не зависит от то можно оценить |£>0 (\))| снизу

Так как £-։ (>.) = (1-£ (к))֊։ -Л —֊ £ (X))֊«
՝ 1=1

1А (М1<|/1-М1А (МП(1֊£М)-՛ II • [1֊2л'^ (1-£(Х ))-^-1 |.

’ * (И)



Теорема полноты 437

на основании теоремы
Л

Оператор 2 ՜/.' &т) (1-Е (Х))֊^5х и поэтому, 
1^=1

5.1, из [5], с учетом (9), имеем

1п(л+1) п R1
1п " +3 2 Г «,Д)Л 

п +2
га

Так как (Х)| г"՜1 (г > г\), то можно усилить (11)
1п (н-Н)

1А (01 < аа г՞՜՜1 ехР 1п
71 +3

71 +2

„ (л+Ю/?'

2 С <֊։.у(<,Д)Л
I “I •)

о
(12)

Выберем а > г1։ тогда в кольце Оц, а [X : а |Х| /?} (R > 4а
функция Г (X) будет аналитической, а для субгармонической функции 
1п \Е (Х)| будет выполнено неравенство

1п |Г(Х)|< Кк.а (0 О 1п
(С)

< I Кк,а (X; С) 1п+ |А (01 |Л| + кн, а (0 С) 1п֊ |А (01 |Л|. (13)

(С) (С>

Так как 1п |А (Х)| • также является субгармонической в кольце 
А. а функцией, то 

1п р0 (Хо)| < | кК։ а (Хо; о 1п \ А (01 |Л] = С а(л0; 0(1п+ |А(0|֊

(С) СС)

-1п֊|А(01) |Л|
И

[ к, а (Хо; о 1п-1А (0! ;л| < 1п + [к*, а (хо; о 1п+|А (01 И]..
(С) 0 СС)

(14) 
Тогда

1п 1гр.)| < у кя.«(X; 01п+1А (01' |Л)<+

(С)

+ Г к^а(^ 0Ь1֊\А(01!Л|.<
и К/г, а (Хд; О
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р, 91п*  1А (91 |<К| + так С к..,. Р,; 91п- Ю.О11Л1,
(:ес) л^,о (.'-о! ••) о

(Г) (О
(15) 

где выбирается на кривой М так, чтобы Р֊| = Р-о|. И в точке 
X ^р.|=А^։ на основании леммы 2 и оценок (9), (10), (12), будем иметь 

из (15), с учетом I Кд, а (к‘, ՝) 1^1 =1
(С)

1п(л4֊1) и
1п |Г(Х)|< 1п+а3 + (л—1) 1п г + ]п л +3 2 1 В/) л 4-

л+2‘-։ г/
„ (я+3)(2г)' 1п (л + 1) Л <л+3И!Ь-)/

4՜ с( Р2 1 2՜1 • * (2, В/) Л 4- |п л 4՜ 3 2 ( (/, В[) Л
՝ 4 "лч-г'-1 4 7

л (л + з><20'

< (л — 1) 1п г 4՜ я 2 I <-1 V О, В/) Л.
‘-1 4

В процессе доказательства теоремы 1 нам потребуется 
Лемма 4. Операторный пучок (3) сохраняет свой вид при 
. 1 преобразовании р=.------  в том смысле, что

—г՝р

пР п Ы п1 Т-Т*  О
I (ь (и)) = 1 - 2 И' РГр АР. ,֊Ур֊‘МВ‘ ֊2 2 Т ֊1 \к А» 

л=о /=1 *=1  ( ц—---- -- )
(ч-р) \ к/—Х^)./

где операторы

^р,о, В[ (/ = 1,- • •, л—1), В/, * (2 =1, - • 1^=р-, к=1,- ■ •, щ—1) £ 5,,
Вп =1, В,, л, = 1.

Действительно
л / 1 ч . лг . пр
ЗА. + Н-А.֊ 3 3 ■“ .-3,. Н-'А,,,.
^=о\ г/ ։-։*-!( —,4-Аг—ч )

<։*я) \ [1 /
так как

___ 1_____  у а_____ 1_____
(— -Н,-аЛ* ^֊М* "о ’

то л . П1 , Н^А, ь пр
цц^^-^н-А.-^ Е(֊1)՝(֊—֊3 ₽-Л?Др.,֊ 

а+р)*՜1 " ,=1

- — Я2 г).;-1 н1 ֊> л---------- 1֊ Ял-1 (Лл_։ + Я) _ X Нп _
I1 /=1 Ил-1 Р«
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После соответствующих переобозначений получаем утверждение леммы. 
Доказательство теоремы 1. Не ограничивая общности, 

можно считать оператор 1 — Ао обратимым. Действительно, сдвиг 
X—>Х֊}- Ь (при этом собственные и присоединенные векторы не 

Л 
изменяются) преобразуем пучок к виду L ('>. + 6) = 1— У, bsHsAs — 

s,=0
, N ni rfA'.b

֊2 АlnHn— 2 2 p_ где операторы As — 1, • • •

Л
• ••, n—1), а оператор 1—2 bsHsAs при

5-0

|X|>c։2-4-e<argX<‘ _ 0.
( n n Zn]

(p = 0, l,--,2n-l), 
где с достаточно велико, будет обратим в силу леммы М. В. Келдыша 

[5] (стр. 329): А-2 bsHsA, j"‘= ( 1 - 2 6'(1—,Ь"Н*)֊'Н ‘ As \ X 
\ 5-0 / ' 5-0 *

Х(1—ЬпНп)-' и|^1 — 2 bsHsA^j | -Ccj всюду в Gd,c.

Если теорема неверна, то найдутся п + 2 п i векторов g0, g1։- • •, 
Z =1

gnN,N таких, что при любом /ен функция Г(Х) может иметь особые 
точки лишь при Х=Х/ и на бесконечности. Изучим поведение F (X) при 
X —» схэ.

Выберем а ^>2 шах (шах |XJ, BN (п-|-2)+1), где В =шах Ц/7*Д?,  k X 
(О ('. *)

Х(1— Д0)-1]|и таким образом, чтобы в области Gs, а (Ь՜1 (Х)|| была равно­
мерно ограничена, последнее возможно, в силу леммы М. В. Келдыша. 
Тогда в кольце D^,a (X: а < |Х| < R) (R^>4a) функция F (X) будет ана­
литической и, на основании теоремы 2 (в качестве кривой М можно 

выбрать, например, биссектрису угла — + о ֊С arg Х<---------------ö),п л
получим

Л (л-гзхгг)'

In \F (Х)| < (л - 1) In г +а 2 С t֊1 -v (t, Н‘ At (1֊А)֊։) Ж 
о
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<(п-1)1п г + <Ип (Л4-З)(2г)л2*((п+З)(2г)'  ||Л(1—А>)_111> н‘)- (16)
1-1

Если к=тах {(л+3)2'|Л (1-Л0)-||Г/ , то из (16) следует: 
(О

1п |7Г().)| •< а' 1п г • V (кг, Н). (17)
Пусть М(г) — тах |/г(Х)|, тогда в силу (17) и условия теоремы

. In In М(г)
11Ш ------- ;-------------

Выберем 3 так, чтобы 11т

.. In v (кг, Н) 
hm ------- 1— ------<. со.

г - «՛ 1п Г
In v (г, Н) «------——- < — и применим

In г 23

(18)

в углах

3 принцип Фрагмена-Аинделефа [11] к функции

/•(*)
к"-1

Так как в области бо, о |/'’(Х)| на основании леммы

М. В. Келдыша, то на сторонах углов агд ае 3 (6<3)
Л

ЛМ1 
к«֊» I < dt и поэтому в виду (18) внутри углов arg (к — а е

и

справедливо неравенство: ' а։. Следовательно.I, при

(19)

Так как при преобразовании р=---------- , на основании леммы 4, видк — к{
лучка сохраняется, то исследование поведения Р (к) при к -»к/ сводится 
к исследованию поведения Г (р) при р—>-со. Следовательно, [Т*՝  (к)]

—ГТл,-1 ПРИ — Х1|<а: и поэтому
|к— кН *

л-1 ,
Г(к) = 2^ + 32-^-. (20)

т-< 1=1* -I>

Функция ф (к) = £*-։  (к) g (к) может иметь особенности лишь в 
Точках и на бесконечности, а, так как при любом /£Н (ф(к), /) в 
■силу (20), имеет лишь полюсы конечного порядка, то

ф(1) = 2 ф^+2 2
j=0 1=1 *=1

Фм 
(Х-к,)‘ (К Фм€Н).

Сравним коэффициенты при одинаковых степенях к и к — к։ в вы­
ражении £*  (к) ф (к) = д(к). Коэффициент при наибольшей степени к2«՜1 
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слева равен Ня Ол -1, а справа—0, отсюда из полноты оператора Нп сле­
дует, что *я-1 =0; коэффициент при л2՞՜2 слева равен 4Л_։ (ТУ*)՞՜ 1 фл-1+

* Примечание при корректуре. Утверждение теоремы остается верным и в том 
случае, когда в пучках (3) и (3х) спектр операторов Л и Н1 (I = 1, • • •, сосредо­
точен на системе лучей, исходящих из точки 1 = 0 (для каждого оператора своя си­
стема лучей). 
3-529

Нп 'г>п-2, а справа —0, но, так как фл—։ = 0, то 4п-2 ~0 и т. д.; 
аналогично проводим рассуждения и для коэффициентов при степенях 
1— X/. Следовательно, §().) = 0, что возможно лишь при =£х = 
= • • ■ = gn^. ։\’ = 0. Теорема доказана.

Утверждение теоремы остается в силе и в том случае, когда 
=е/0'1, Л/,Л/= е/8/1, а также, когда вместо пучка (3) рассматри­

вается пучок

" я п‘ А1 к Н? *
= 2 ֊■ (39

5-0 /-)*=!՝

Автор выражает искреннюю благодарность В. И. Мацаеву за по­
стоянное внимание и руководство.
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Ъ. R. ՄՈԳՈԻԼՍԿԻ

ՕԵՈՐԵՄ ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՕՊԵՐԱՏՈՐԱՅԻՆ ՓՆՋԻ ՍԵՓԱԿԱՆ ԵՎ ՄԻԱԿՑՎԱԾ 
ՎԵԿՏՈՐՆԵՐԻ ԼՐԻՎՈՒԹՅԱՆ ՎԵՐԱՈԵՐՅԱԼ

Ամփոփում

Հոդվածոս! ապացուցվում է թեորեմ

ո 1/4
£(Х) = 1-£ 2

л=о ։-ւ*-ւ

4/, Այ*

օպերատորային փնջի սեփական և միակցվս/6 ֆունկցիաների լրիվության վե­
րաբերյալ։ Այստեղ A^ (։ =0,1, • • •, ո —1), 4/, * (է = 1,• • ■, ու — 1; I =1,- • ■,№)
■օպերատորները լիովին անընդհատ են; An = 1, ճւ, ա = 1, 7 "4 // 1
Օպերատորները լրիվ նորմալ լիովին անընդհատ օպերատոըներ են, որոնց л 
և Щ աստիճանները ինքնահամ ա լուծ են և

.. 1ո м (г, Н) . .. 1ո •» (г, Н;) ՜ - ...հա  -——- <Լ օօ, հա  —   <Հ со (/=1, • • •, /V):
г со 1п г г-^оо 1п Г

Այս թեորեմը Մ. Վ. Կելդիշփ հայտնի թեորեմի ընդհանրացումն է։
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E. Z. MOGULSKY

A COMPLETENESS THEOREM FOR THE EIGEN-AND 
ADJOINED FUNCTIONS OF THE RATIONAL 

OPERATOR BUNCH

Summary

A’

A theorem is proved about n+ 2 n/-fold completeness for the sys-
/ «1

tern of eigen-and adjoined functions of the operator bunch

it N A W*

0 ’-I)

provided that lim ln co, co (1=1, 2,-■ ■, N).

Here operators Ai (i =0։" ՛ ’> n 1)>* (&—I,*  • n/—1; /=!,••• 
• ••, N) are completely continuous, i4rt=l, =1 and operator H, 
Hi are normal completely continuous operators, nth and n/th powers 
of which are self-conjugate operators.

This theorem is a generalization of the well-known theorem by 
M. V. Keldysh.
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