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ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

В последнее время появился ряд работ (см. [1], [2] ), посвященных 
построению алгебры, так называемых,псевдодифференциальных 
операторов, рассматриваемых в эвклидовом пространстве R՞. Эта ал
гебра содержит в себе как дифференциальные операторы с частными 
производными, так и сингулярные интегральные операторы.

Далее, в цикле работ М. И. Вишика и Г. И. Эскина (см. [3], там же 
приведены дальнейшие ссылки) развита теория псевдодифференциаль
ных операторов на компактных многообразиях с краем.

В настоящей работе исследуются вопросы разрешимости и глад
кости некоторых классов псевдодифференциальных операторов в по
лупространстве.

В § 1 приводятся основные сведения и определения, относящи
еся к рассматриваемому классу псевдодифференциальных операторов, 
а также вводятся классы функциональных пространств, естественно 
связанных с рассматриваемыми операторами.

В § 2 выделяется некоторый класс псевдодифференциальных опе
раторов, обладающих свойством гладкости в полупространстве.

Третий параграф посвящен построению регуляризатора однород
ной краевой задачи в полупространстве для псевдодифференциальных 
операторов, порожденных эллиптическими символами.

§ 1. Определения и обозначения. Функциональные 
пространства

1°. В пространстве R" X {R"/0} рассмотрим функцию а (х, ;) 
(х= (х1։ х2, - • - , хя); î = (Еь ?я)), удовлетворяющую следующим 
условиям:

1) а (х,$) — положительно определенная функция относительней ;, 
при всех x£Rn, степени а (а — вещественное число), т. е.

а (х, rt) = f*  а (х, 6), f>0, xÇRn, (1.1)

а (х> £)££“ (Æ") при всех tÇRî/Q;
2) существует lim а (х, 5) = а (оо, 5), причем а'(х, ;) = а(х, е)— 

а(°°>5) принадлежит пространству Sx функций, убывающих при 
|х|—► оо быстрее любой степени |х| равномерно относительно £.*

Подробнее определение пространства Ճ см., например, [5].
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Класс символов а(х,$), удовлетворяющих условиям 1), 2), обо
значим через О։.

Через и (?) (или иногда Ей (?) ) будем обозначать преобразование 
Фурье функции и (х)

и (?) = Ей (?) = (2к)֊«/2 у е֊' и (х) <1х, 

/?Л
Л

где (х,;) = X,;/. 
/■=։

Требование однородности (1.1) несущественно, его можно заме
нить более общим условием, налагаемым на рост символа а (х, ?) при 
|с| — со, именно

|а(х, 5)|<С(1 + |5|)«, х^Л, (1.1')
где С — постоянная.

Как известно [1], псевдодифференциальным оператором, опреде
ленном во всем пространстве и канонически построенном по сим
волу а (х,;), называется оператор

Аи = Е-^ха (х, Ех^-и=(2^)~л12 еЧг-5)С (В) а (х, Е)и(Е) (К, (1.2)

яЛ
где С (?) — бесконечно гладкая функция, равная нулю в некоторой ок
рестности ։ = 0 и равная единице вне несколько более широкой ок*  
рестности нуля. Функция С (?) введена с целью погасить возможную 
особенность в нуле символа а (х,В). При а^>0 можно считать в (1.2) 
£ (В) = 1. Число а называется степенью оператора А. Найдем преоб
разование Фурье оператора А:

Аи (В) = С (6) а (ъ, В) и (В) + (2к)֊«/։ | С (у) а' (С - у, т)) и (г,) (1.2')

нп
где а (т, т}) = Ех-^-. а' (х, т)).

. В [1] установлено, что оператор А, рассматриваемый на прост
ранстве Н։ (7?՞) (а — любое вещественное число), является гладким 
оператором, то есть А ограниченным образом действует из простран
ства Н, ъ Н1- причем истинный порядок оператора А огс! А = а.

2°. Введем в рассмотрение ряд функциональных пространств. Под 
(Е-) будем понимать замкнутое подпространство пространства Еп 

точек (х; хп 0}({х; хЛ-СО))*,  а Л + (/?_) — соответствующее открытое 
полупространство.

Для произвольного вещественного з через Н*  = Н? (/?") обозна
чим подпространство пространства состоящее из функций, носи-

Мы следуем обозначениям, введенным в [4]. 
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тели которых сосредоточены в то есть тождественно равных ну
лю в R-. Пространство /7։՜ = А (R-) определяется аналогично. Об

раз Фурье пространства Н*  обозначается через Нз .
Через 9+ обозначим оператор умножения на функцию Хевисайда

. , , ( 1, при хп > 0, а черези(хл) — <I 0, при хп 0
П+ — преобразование Фурье оператора умножения на б(хя):

П+7(;', М=֊ (1.3)
2*  3 ?Л 4֊ гО—г1п 

—во

где 5/ = (Вх, Ч, ■••,«л-1), а интеграл в правой 
смысле главного значения по Коши.

Можно доказать (см. [4]), что оператор
лой (1.3), действует ограниченным образом 

части (1.3) понимается в

П+, задаваемый форму- 

в пространстве Hi при

|о| < —, причем П+//б = Н! .

Нам понадобится пространство Hs (Rn ) функций, являющихся су
жениями функций из Hs (R"). Как хорошо известно [6], в простран
стве Hs (R+) можно ввести норму по формуле 

где ?_ = ?„ —

Я (p«=J/r=in+G--f)'Z/G)jo, 

1/2

(1-4)

произвольное I — про-

должение функции /(х), определенной на R-՝, [) ||о—норма в Н0(Рп) =

Введем в рассмотрение оператор проектирования Р~, определяе
мый как сужение функции / (х) £ Н (7?Л) на R" ; по определению 
Р+ я, (/гл) = н։ (/?;).

Наконец, нам понадобится шкала пространств Н*  (з^-1/2), со
стоящих из функций /+ (х) Н£ таких, что /+(х) £ Нз (/?1) на /?^. При 
К ֊1, по определению, Н} Норм, в простреистве Н*  (, > 0) 

введем по формуле (1.4), в качестве I/ можно взять, например, /+£//*.  
При з<0 с помощью формулы (1.4) можно также задать норму в про
странстве Н?, расширив область определения оператора П+ (см. [4]).

3°. Определение псевдодифференциального опера
тора в А!՞. Псевдодифференциальным оператором в пространстве Рп+ 
назовем оператор вида

Подробнее об операторе П+ см. [4].
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Р Аиг= (2֊)-л 2 Р ֊ [ е (л 4 г, (?) а (х, ?) п+ (?) (1.5)

R" 
где и.^3.

§ 2. Гладкие псевдодифференциальные операторы в Рп+

1°. Введем в рассмотрение класс символов, обеспечивающих глад
кость порожденных ими операторов, то есть сформулируем условия на 
символы а (х, с), при которых Р+Аи+ принадлежит Н5-л (/?"), если

Пусть символ а(х, ?)£Оа удовлетворяет следующему условию 
гладкости (см. [4]):

с) При каждом х£/?" имеет место представление
а (х, ?) = а- (х, ?) + Р (х, £), (2.1)

где а_ (х, ?) £ Оа+л допускает аналитическое продолжение по ;я в по
луплоскость 1ш?Л<^0 при каждом х и ?'. (Класс функций а֊ (х, ?), 
удовлетворяющих перечисленным условиям, обозначим через 0~+5; ана
логично можно определить класс О+, заменив 1ш?я«^0 на 1т?Л^>0). 
При любом р > 0 имеет место оценка

)£»₽ (а_ (х,?)|<СД1+ !?!)«+'; (2.2)

функция R (х, ?) удовлетворяет условию 2) п° 1, § 1 и для нее спра
ведлива оценка

\Ор R (х, ?)|< Ср (2.3)I х К > Л֊- Р 1 + |В,| + |£л| 
при любом р > 0.

В случае, если символ а (х, £) имеет неинтегрируемую особен
ность, регуляризации интеграла (1.5) можно добиться, взяв

?'И

где М > 0 — целое, достаточно большое число.
Тогда легко убедиться, что символ оператора А аг (х, ?) = 

= <;(?) а (х, ?) также удовлетворяет условиям типа (2.1)—(2.3).
Теорема 1 (о гладкости). Пусть символ а (х, Е) £ Оа опера

тора А, заданного формулой (1.5), удовлетворяет условию с). Тог
да при любом в имеет место оценка

(2.4) 
для любой функции и+£Н+; С — постоянная, независящая от и+. 

Доказательство. Перепишем (1.5) в следующем виде:
Р+ Аи+ = (2тг)-Л/2 Р+ у е1 ах (оо, $) и+ (?) (R -|- 

яп
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+ (2т.)-пГ2 РА у е {Х։ а։ (х, с) и+ (5) ей, (1-5')

ял
где ах (со, ?) = С (?) “ (°°. ?). “1 (*,  ?) = “։ (*>  ?) — “1 (°°, ?)•
Справедливость оценки (2.4) для оператора с постоянным симво֊ 

лом а։ (со,?) установлена в [4].
Таким образом, теорема будет доказана, если мы получим оцен

ку (2.4) для оператора
р+ Аги+ = (2«)՜'1'2 Р+ С е <*  Е) а\{х, 5) ы+ (5) ей. (2.5)

R"

Пусть и+£Н<, а 1и — произвольное I—продолжение функции и + 
на все пространство такое, что ||йф < С^Ци+Ц^, где постоянная Сх не 
зависит от ич-.

Преобразование Фурье оператора А1г согласно (1.2'), имеет вид
Аг1и (?) = (2К) -՞/2 у а, (5—т), т])7и (?]) е/т). (2.6)

R'1
Оценим

||Р+ = ||П+ (5- - о— Ан+К (2.7)

< |П+ (5֊ - гА + ЦП+ (5_ - /)'- Л^Ц,.

Первое слагаемое правой части неравенства (2.7) оценивается 
элементарно

ЦП՜1՜ (?- ֊ 1-)м АЙ> < в(?- ֊ О'՜“ R|,< С, Вее. (2.8)

При выводе оценки (2.8) мы воспользовались ограниченностью 
оператора П+ в пространстве //0 (Рп) и гладкостью оператора Лх во 
всем пространстве.

Заметим далее, что функции /_ («', ;Л) £ 07 входят в ядро опе

ратора П+, то есть П+/_(£', 5П) = 0. Используя разложение (2.1) и 
учитывая сделанное замечание, оценим второе слагаемое правой части 
(2.7). Имеем
||П+ (5_ - ։у- Л1И_ (5)||0<С< |]П+ у (5_ - /)-‘ R' (5 - т], т]) (т])

R11
(2.9). 

где й'(х, т]) = Гх^ R' (х, т]), R' (х, т]) =/? (х, >]) — R (со, т]), и R' т]) 
удовлетворяет неравенству

1(1 + Н’Х Л'(ъ 7])|< Ср (1 + 1^+а+?..,
1 + го I + Кл| 

р 0 — произвольное число.
Рассмотрим выражение



Псевдодифференциальные операторы 391

|(U-0*-

< сР -+=—----- г11ц- WI------------------------  (2. i о)
М- — »Г՜*  (1 +1? - ■ч|։)р (1 + IVI -I- h«i)

Тогда
(В- — О’՜՜*  —7), 7j) u_ (7j) drt ' <

Rn
< Cp f--------- -—(1 + |VI)'£- (V, 7}„)| dr!d-rin, (2.11)

/?« (l+ie-V*) 2

где положено p = П ' * + ——-. Подставляя (2.11) в (2.9) и исполь- 
2 2

зуя ограниченность оператора П+ в Но (Rn), получим

||П+ (Е_ - /)*-  л«- (5)Во < С511(1+ IVI2)"2 «- (V; <

< с, 11(1 + МТ)"8 7иЦ> < с.։ М < с8 ы? • (2.12)

При выводе неравенства (2.10) мы воспользовались тем фактом» 
что свертка пространств (Rn) и Но (Rn) принадлежит Ни (Rn), то 
есть, если а (х) £ Д (Rn), b (х) £ Но (R"), то

||а (х) * b (х)Цо < |]а (х)Ц£; (/?Л) ||6 (х^.

Из неравенств (2.8) и (2.12) вытекает оценка (2.4). Теорема доказана.

§ 3. Построение регулярнзатора

1°. Целью настоящего параграфа является доказательство сущест
вования регулярнзатора однородной краевой задачи в полупространстве 
для псевдодифференциальных операторов, порожденных классом, так 
называемых, эллиптических символов.

Определение. Символ а (х, Е) называется эллиптическим, если 
а (х, Е)=£0, х^п, ?¥=0 (3.1)

(Е вещественно).
Пусть символ а (х,Е) Ол, имеет при =/= 0 первые производные 

по ;, ограниченные при |;| = 1, х R''. Класс таких символов обозначим 
через Оа. Пусть далее а (х,;) удовлетворяет условию эллиптичности 
(3.1). Тогда, как доказано в [4], справедливо представление

а (х, Е', Е„) = а , (х, V, Е„) а_ (х, Е', Ея)*,  (3.2)

где а+(х, Е', Еп) ^О1+ и а+ (х, Е', Еп)=/=0

• Факторизация (3.2) имеет место на самом деле при более слабых предполо- 
же ниях. 
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при X /?п, ? =£ 0, 1т ?я > О,
а- (х, ", £л) С и а~ <х> 5'» 0

при х^К", 5=# О, 1т ;я-<0, х —индекс факторизации. Предполагается, 
что х — целое неотрицательное число.

Предположим далее, что функция а+ (х,;) удовлетворяет усло
вию гладкости с) (условие с) для нее заведомо выполняется, если 
предположить, что а+ (х, ?) продолжается по $я в полуплоскость 
1т ?я<0 вне полукруга |«Л|-<1|ё/|, где 1>0 не зависит от 5' и Вя, 
причем такое продолжение дает однозначную аналитическую функцию 
в окрестности бесконечно удаленной точки). В силу эллиптичности 
символа а(х, ;) легко убедиться в том, что оператор, канонически 
построенный по символу а՜1 (х, ?), также гладкий). Это обстоятельство 
будет нами использовано при построении регуляризатора.

2°. В полупространстве рассмотрим уравнение вида
Р+Ли+ = /+(х), (3.3)

где А — псевдодифференциальный оператор, канонически построенный 
по символу а (х,Е). Пусть а(х,«) удовлетворяет условиям, сформулиро
ванным в предыдущем пункте.

Решение и+(х) уравнения (3.3) ищется в пространстве Ш , 
где х — индекс факторизации символа а (х,;):

и+ (х)С Н*  Г\Н?; (3.4)

* В случае, если порядок однородности функции а^1 или а^1 отрицательны*, 
необходима регуляризация, которой, как и выше, можно достичь домножением соот
ветствующего символа на функцию ; (;)■

/д.(х) предполагается принадлежащей пространству (/?" ).
Введем в рассмотрение оператор

Л/+ = А?’ о 0+ (3.5)
где Л՜1 и А՜1 — операторы, канонически построенные по символам 
а+'(х, $) и а-'(х,;) соответственно*;  //—продолжение функции 
/+(х) £ Нз-а(Кп+) на все пространство; через ° обозначена операция 
композиции.

Мы докажем, что оператор R, задаваемый формулой (3.5), являет
ся левым и правым регулчризатором задачи (3.3), (3.4). Иными слова
ми, нам необходимо установить, что оператор R ограниченным обра
зом действует из пространства Н5-^ (/?") в пространство Н? Г) Н}\ 
то есть

||ЯМ+<П/4+-«, .. (3.6)
где С — постоянная, не зависящая от /+• Далее следует убедиться в 
существовании псевдодифференциальных операторов 7\ и 7\ таких, что
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■ ,  - .................. — - ' ~ -—-֊

R сР- Аи =(Е+Р+7\)и+, (3.7)
Р А о Р/+ = (Е + Р+ Тз) Л, (3.8)

где Ту и Тг — операторы порядка не выше—1, точнее 
р+г1«4+<с1|и+^֊1, (3.9)

|Р+ Т/Х-« < Сзй/Л-«֊! , (ЗЛО)
константы Су и С3, участвующие в оценках (3.9), (3.10), не зависят 
от и и /+ соответственно.

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение, касающе
еся композиции псевдодифференциальных операторов.

Теорема о композиции. Пусть А и В — псевдодифферен
циальные операторы, символы которых а (х,;) и b (х,;) принадле
жат, соответственно, классам и Оь.

Тогда справедливо представление
А ° Ви = Си + Ти, (3.11)

где С—оператор, канонически построенный по произведению а(х, ?)Х 
Хб(х, 5) символов, а Т—оператор порядка <>4֊? — 1» то есть

II Ги||,_(«+₽_!)< const ЦиЦг (3.12)
для любого вещественного s*.

Теорема остается справедливое при более общих предположениях.

Доказательство этой теоремы можно найти, например, в [1].
Из теоремы о композиции и свойстве гладкости операторов Д+1 

и АТ՝ в полупространстве очевидным образом следует ограниченность 

оператора R: Hs—i (/?+) —то есть оценка (З.б).
Обратимся к доказательству представлений (3.7) и (3.8). Имеем 

согласно (3.5), (3.2) и (3.11)
R о Р+Аи+ = Д+։° 0+Д11 ° Р+Аи+ =

=А՜,1 ° 9+ А՜1 о Аи+=А+' о (9+Д+ + 9+ Ту) и+= (3.13)

=в+ + 0+ Г2и++Л+ о 0+ Тги+ = (£+ 0+ Г3) и+,
где положено Т3 = Т, + А+' ° 0Т Ту.

При выводе (3.13) мы воспользовались следующим свойством 
оператора Р ', а именно тем, что Р+у4_0+и+ = Р+ А-и+ для любого 
оператора А-, символ которого а_ (х, 5) принадлежит классу ОТ.

Применим теперь оператор R к А справа. Имеем

Р+А °Rf+ = P+A о Л;1 -6+AT՝lf=-- Р+А- oQ+AT՝lf+

+ Р+Т4 °9՜ A- lf=P+A- о AT՝lf + Р+ Г4 о 9+ AT՝lf= (3.14) 

=f+ + Р+ T5lf+P+ Г4 о9+ 4Z1 //=(£+ Р+ Т„) f+, 

где Г8 Т5 + Ту о 0+Д21.
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Таким образом, мы получили следующие представления:
R о Р+Аи+ = (£4- 6+ Т3) и+ (3.7')

Р+А °Rf+ = [E+P< 7\) f+. (3.8')
Установим теперь, что Т3 и Тв являются гладкими в полупро

странстве R+ операторами порядка —1, то есть, что они удовлетво
ряют оценкам (3.9), (3.10). Отсюда уже будет следовать, что опера
тор R является регуляризатором задачи (3.3), (3.4).

3°. Для доказательства гладкости оператора Т3 установим, что 
этим свойством обладает оператор 7\. Справедлива

Лемма. Оператор Тг — гладкий в полупространстве R"+ и 
имеет порядок, равный х— 1, то есть для любого вещественного s 
справедлива оценка

< С|и+Ц,+, (3.15)
где С — постоянная, не зависящая от и±.

Доказательство. Пусть а՜' (х, 5) = а'_ (х, 5) + а՜՝ (оо, ;), 
где а_ (х, 5) -»0 при |х| ֊» в смысле топологии 5 равномерно отно
сительно 5.

Преобразование Фурье оператора 7^ имеет вид
Л “+ (6) = (2«)“л/2 J [а_ (5—т), т))— а- (5—т), т)] а' (т) — т, т) ц+ (-,)dr/d~-r 

Rn ■
4- (2it) ֊"/= J [aZ1 (оо, 5) — aZ1 (со, т()] а (5 — tj, т))и+ (tj) cty = (3.16)

Rn

= Т11)и+ (5)4֊ ГРи+(5).

Докажем неравенство (3.15) для оператора (для 7?2) оценка 
проводится аналогично и несколько проще). Заметим далее, что, по
скольку а (х, 5) £0’, имеет место оценка
|al(5—т), T))-aL(5-т), т)|<const ~ + ----- Н7) — "1>

(3.17) 
где р достаточно велико.

Согласно свойству с) гладкости символа а(х, 5) имеем представ
ление (§ .2, (2.1)-(2.3))

а' h՜֊ Ъ ■։)= а- (т) — т, т) 4֊£ (т) — т), (3.18)
причем

. (3.19)

где р — любое достаточно большое число.
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Теперь нетрудно убедиться, пользуясь оценками (3.17), (3.19), 
(3.20), в справедливости неравенств

Г - (14- 1-zlV-1
I |а_ (;—г„ Ъ) — а- 0֊’)| I а- — ", ")| < const 2 ’

/?Л
(3.21)

J |а'- (;— ъ, 1})— а'֊(?—Т(, т)| |Л(т)—т)| cfyCconst 

яп 
где р3 достаточно велико.

Из неравенств (3.21) и (3.22) получаем следующую оценку:

С |aL ($—Vj, 7j)— а- («—7), т)| |а' (ij—т, т)| dr, < Ср, —. (3.23)
J (1+1« — "|)Р1

кп
Повторяя теперь буквально те же рассуждения, что и в соответ

ствующем месте доказательства теоремы 1, убеждаемся в гладкости 
оператора 7](1\ как оператора, действующего из пространства Hs 
в пространство Hs- (x—i)(Z?+).

Лемма доказана.
Аналогично доказывается гладкость остальных операторов, вхо

дящих в представления операторов Т3 и Тв.
Таким образом, доказана
Теорема 2. Оператор R, задаваемый, формулой (3.5), являет

ся левым и правым регуляризатором задачи (3.3)—(3.4).
Вычислительный центр АН АрмССР 
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о. I. сщрилзил,

ՊՍԵՎԴՈԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ՕՊԵՐԱՏՈՐՆԵՐ ԿԻՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅՈԻՆՈԻՄ 

Ամփոփում

Աշխատանքը նվֆրված է կիսատարածոլթյունոլմ պսևդոդիֆերենցիաք 
օպերատորների որոշակի դասերի ուսումնասիրությանը։

Առանձնացվում է ողորք (որոշակի ֆունկցիոնալ տարածություններում) 
օպերատորների մի դաս։

Տրվում է էլիպտիկ պսևդո դիֆերենցի ալ օպերատորների համար կիսատա- 
ըածությունում համասեռ եզրային խնդրի լուծումը։

R. L. SHAHBAGIAN

PSEUDODIFFERENTIAL OPERATORS IN THE HALFSPACE 

Summary
The paper is devoted to investigation of some classes of pseudo

differential operators in a halfspace. A certain class of operators, which 
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posses a smoothness properties in some functional spaces and are na
turally related with the operators under consideration, is introduced.

The regularisator of homogenious boundary problem in the half
space for pseudodifferential operators, generated by elliptic symbols, 
is constructed.
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