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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСИМУМА ДЛИНЫ ОЧЕРЕДИ 
В ОДНОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ

Рассмотрим однолинейную систему массового обслуживания с не
ограниченной очередью, в которую поступает пуассоновский поток 
требований с параметром Предполагается, что время обслуживания 
распределено произвольно с функцией распределения С(£). Пусть 
V* (/) число требований, находящихся в очереди в момент £ при усло
вии, что в момент—0 прибор свободен, к требований находится в оче
реди и в момент 0 требование начало обслуживаться. Обозначим

к. (Г) = Р {шах V* (у) < п}, к = 0, 1,- • •, п.

Используя метод взоженных цепей Маркова, нетрудно показать, что 
вероятности ~к п (£) удовлетворяют следующей системе уравнений:

։

«о, Л (*) =е՜“ к1, л (* — у) 1е~'у
и

л—Л4-1 р /՝. \ [
^,л(0= 2 а-у) Ц2֊ е-Г^С(у)+ (1)

л—А+1 /• ,\е
4-[1-О(#)] 2 е՜’՛', к = 1, 2, •••,«.

1=0

Применим преобразование Лапласа. Введем следующие обозначения:
ос

У л (0 е՜ л = ** («)> 

о

յ տ՜ԱԺՇ(է) = օ(տ),

О

2 [ еЛ1 - С (01 е-и մէ = 6„.(տ). 

'֊%յ 1

Тогда система (1) запишется в виде
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(5)=^(з)-2—+ -к , 
5 + Л 3 4֊ I.

п—Л+1
"*(з)= 2 «*+/-1(з)св (з)4֊6п *+1 (з), к=1,2,--,п. 

։'֊֊0

(2)

Заметим, что легко получить следующее соотношение:

В (х, з)
1 — С (х, 5)

(1 — х) (з4֊А —Хх) (3)

где В (х, з) = 2 Ьк (з) х* и С (х, з) = 2 ск(з) х*.
к-0 к—0

Учитывая первое уравнение системы (2), запишем ее в виде:
«? с° +С1 ~11 Сг

+ "«(з) с0 (з) — — Ьп (з) — - ’
5 +1 (4)

«*-1 (з) сЛ (з) 4- 4' (з) [сх (з) — 1] +
л-*+1 , ՝

+ 2 «*+/-։ (з) с, (з) = —6„_*+։ (в), к=2, 3,-••, П. 
1-2

Найдем из этой системы к" (з). Для этого сначала определим -Ц (в), 
а затем, зная я՞ ($), легко получить л։ (з). Запишем определитель 
этой системы

֊4֊ с0(з) + с1(з)—1 с։ (в) сп_1(з)сп(з)
з4-Х

Рп (з) =
Со (з) сх (з) — 1 • • • ся_2 (з) ся_։ (з)

о Со (з) • • ■ сЛ_3 (з) с„г2 (з)

Легко видеть, что
о о с0(з)с1(з)—1

Рп («) = кп (5) + —Со («) ^л-1 (։). к0 (з)^ 1, (6)
5 4՜ А

где
сх (з) — 1 с2 (з) с։ (з) • • • сл_։ (з) с„ (з)

Со (з) сх (з) - 1 с։ (в) • • • сл_2 (з) сл_։ (з)

... 0 с0(з) Сх(з)—1 ••• Сл_3(з)сл_2(з)

ООО Со (з) Сх (з) — 1
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Нетрудно показать, что

У к (з) Xя =Ср(,$)х
л-р " С[— Ср(з)х, з] 4-Ср(з)л

Используя (6), отсюда получаем, что

Т’Сх, ։)= ^рЛ(з)х" = 
л -О

Т Ср (я) х
Ср (з)

С | — Ср (з) X, з] + Со (в) X
(7)

Рассмотрим определитель дп(з), который получается из определителя 
рп(з) заменой последнего столбца столбцом свободных членов систе
мы (4). Тогда

Чп($)
рп (։)

ср (в) тп_х (з)+(-1)л (8)

где

Очевидно, что

<7л (5) = тл («) + ~
5

тп (*) =

С! (з) — 1 с2 (з) • Сл-1 («) ֊ ^л (5)

с0 (з) с։ (з) — 1 • • сл-г(5)
0 с0 (з) • с»-з («) -6л_2(з)

•

0 0 Ср(з) -6։ (з)

К

Разлагая по элементам первого столбца, нетрудно видеть, что 

™п(з) = 1с100 ~ 1] тл-1 (5) ~ со (5) с2(з) ^л-гОО + *• • +

+ (—I)*՜1 Сц 1 (з) ск (з) тп_х (з) 4------Н—I)՞՜2 Со-2(5)ся_1 (з) т1 (з) +֊

+ (-1)л сГ](з)6л (з).
Отсюда

М(х, з)= У т (з) хп = В[-Ср(з)х,з]֊Ьр(з) 
“ " С[-С0(5)х, з] + с0(з) X
п— О

Используя соотношение (6), окончательно получаем

л-0

'■С0(3)х В[—с0(з)х, з] —60(з)
С[-с0(з)х, з] + с0 (з) х

Ср(в) X

|> 4-/.][1 + с0(з)х]
(9)>
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■■■•* ==. ■ --- - - - -- 1-- - ■ ~ -П- 1Г I

Теперь выразим (з) через (з). Будем считать известным (5),
Тогда система [4] запишется в следующем виде:

с0 (з) к? (з) 4֊ [с։ (з) - 1] к« (з) 4----- +ся_2 (з) "" _։ (з) = — 6я_2(з)—

֊ ся_, (з) «"(з)

с0 (з) к« (з) 4------- ь с„_3 (в) Т.»п ։ (з) = - Ьп_2 (з) — с„_։ (з) ֊" (з)

Со (з) (з) = —/>! (з) — [*! (в) - 1] (з).

Легко видно, что согласно правилу Крамера
(-1)" тпп_։ (з) — (з) (-1)« Ля_։ (з).
.;(»)-------------------------сГгИ----------------------

Окончательно поЛучим
„ , , (֊1)՞ ™я-1 (5) _ , 1у> *я-1 (*) Чп (з)

’’ с"՜1 (з) с՞՜1 (з) рп (з)

(_ 1)" тпп (з) 4֊ с0 (з) тя_։ (з) 4֊ —1--. С°

= тп-1 (») Цз)4с0(з)Ал_1.(з)

(10)
Пусть 'я время, когда длина очереди впервые будет равна п 

Заметим далее, что
Р (т < = Р {тах (у) > п} = 1 — Р {тах !>։ (у) < п—1} =

0<уЛ 0<у<7

= (0-
Поэтому 

ОС ОО
Ме՜^ = у е՜^ НР {т„ < 0 = •֊у (#) =

. о * о

= 1 — з || е ։'к։ я_։(0Л = 1-з «?-1(з). (И)

о
Отсюда, в частности, следует, что Л/тя=ку-։ (0).

Заметим, что 
ео чс

С {г, 0) = у е-Х(։"г) *аСЦ) = ? [л (1-г)], где ?(г) е~г‘ сЮЩ. 

о о
Применив формулу Коши для коэффициентов степенного ряда и ис
пользуя (7), (9) и (10) получаем
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п —1 1 Г с!г
" 1 ~ Л [г-1]1?р.(1-г)]-г}гя-2

1*\-=г
Г_1 р _________ ____________ у

1 2"г к1-г {? [' (1 — г)] — «I г" 1 |

I. 1 С (1 — г) с/г_______
2^’ 3 {?р(1-г]-г}гя

1*1 -г

(12)

где радиус окружности, по которой производится интегрирование, 

выбран так, чтобы особые точки функции --------- ------------- находились
?Р- (1—г)] —г

вне этой окружности.
Докажем теперь следующую теорему.
Теорема. Пусть

х>
1) существует — = ' Г I <Ю (/);

I1 и о
2) гр р. (1 — г)] существует при Ие г < а, где 1 < а< 4֊ оо;
3) ? Р (1 — «)] -* 4՜ 00 при г — а — 0 по действительной оси;

4) Р~—<1. 
Р

Тогда
ос

>.р е՜4’~^'с/С(«) —1

М՜ —--------------------------------- г", п —<■ со.
И1֊р]2 [*о-1] 0

Доказательство. Используя теорему Руше, можно показать
1что, если выполнены условия теоремы, то функция ----------------------  в

®Р> (1—г)]—г
круге |г| < а имеет два простых полюса г = 1 и г = г0, где 1<^г0 < 0.

Нетрудно видеть, что
1 С__________ е1г____________= _ ____________1____________

2кг 3 {?Р-(1~2)1—г)[г—1] г՞՜2 Х-1{?Р>(1—гг)]—г}[г—1] г՞՜2
|г|=г<1

__ 1 Г __________ с/г____________
2^,3 {<₽ р.(1-г)]֊г}[г-1]гя-2’

|г| =г,
где 1<г1<г0.

Оценивая последний интеграл по максимуму модуля, получим от
сюда

_Л_ Г ___________~ п . (13)
,3 {гр р.(1—г)| —г}[г—1]г՞՜2 р-1

Аналогично
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1dz
{фР-(1֊х)]֊ -z\ zn~'~ 1—р (14)

Остается оценить - (1 — z) dz_____
{?[>• (i — «)] — «}z"

Заметим, что условия 2), 3) теоремы нам пришлось ввести потому, 
что подынтегральная функция не имеет особенностей в точке я=1.

Получаем
I՛ (1—z) dz_____

՝ J |?р.(1-я)] - z] z‘ 
|z|-r-a

(15)
п 

2(1
#e-Z(։-zu)/ dG^ _ չ

Поэтому, используя (13), (14)
Լ ս

и (15), из (12) получаем

z0 — 1

Теорема доказана.
В заключение считаю своим долгом принести глубокую благодар

ность А. Д. Соловьеву за обсуждение результатов.
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0. Պ. ՎԻՆՈԴՐԱԴՈՎ

ՀԵՐԹԻ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅԱՆ ՄԱՔՍԻՄՈՒՄԻ ԲԱՇԽՈՒՄԸ ՄԻ ԳԾԱՆԻ 
ՄԱՍՍԱՅԱԿԱՆ ՍՊԱՍԱՐԿՄԱՆ ՍԻՍՏԵՄՈՒՄ

Ամփոփում

Դիտարկվում է M |G \ 1 սիստեմր։ Աշխատանքում զտնված է Me~S՜ 
Լապլասի ձևափոխությունը, որտեղ ՜ղ՜Ը ս՚Ո-աջին մ ոմ են;ոն է, երբ հերթի 
երկարությունը դաոնում է Ու

Ապացուցված է մի թեորեմ, որը պարզում է M~n մեծության ասիմտոտիկ 
վարքը երբ n~>X,

Օ. P. VINOGRADOV

ON THE DISTRIBUTION OF MAXIMAL QUEUE SIZE 
IN THE M|G|1 SYSTEM

Summary

For the system Af|G| 1 the Laplace transform Me՜՝", where ~n is 
the first moment, when the queue size becomes equal n. A theorem, 
establishing the asymptotic behaviour of M~n when n —* oo is proved.


