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Введение

Содержание настоящей статьи составляет изучение однородной 
краевой задачи в полупространстве для уравнений в свертках или 
псевдодифференциальных уравнений, зависящих от параметра.

В §§ 1 —2 доказывается теорема существования и единственности 
и устанавливаются оценки решения в пространствах, естественно свя­
занных с рассматриваемой задачей.

В §§ 3—4 проводится построение и обоснование асимптотическо­
го разложения решения в виде ряда по степеням малого параметра.

Для удобства изложения доказательства некоторых вспомога­
тельных утверждений перенесены в § 5.

Теория краевых задач для уравнений в свертках подробно изуче­
на в статье М. И. Вишика и Г. И. Эскина [1].

В настоящей работе рассматриваются операторы свертки, симво­
лы которых содержат параметр, и это обстоятельство позволяет до­
казать при некоторых условиях однозначную разрешимость краевой 
задачи (1.1) (1.2) (см. § 1), в то время как в [1] для задач такого 
типа, и более общих, доказана лишь нормальная разрешимость. Отме­
тим, что для дифференциальных уравнений с частными производными 
такой подход к изучению вопроса разрешимости граничных задач был 
предложен М. С. Аграновичем и М. И. Вишиком в [2|.

Другая часть работы посвящена применению асимптотических ме­
тодов для нахождения приближенного решения рассматриваемой зада­
чи. Для дифференциальных уравнений, содержащих малый параметр 
при старших производных, существуют задачи, в которых возникает 
явление пограничного слоя, описанное М. И. Вишиком и Л. А. Люс- 
терником в |3] (там же указана литература). Оказывается, что анало­
гичная ситуация имеет место и для некоторых псевдодифференциаль­
ных уравнений. При этом асимптотика решения также содержит так 
называемые функции типа пограничного слоя, однако последние уже

- / *-Хл\  /- X. л,
не имеют, вообще говоря, вида ехр (--------- I (' >> 0), но сохраняют

\ е /
свойство экспоненциального убывания по хп для хп 0.

Определение символа псевдодифференциального оператора приведено ниже.
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Отметим, что излагаемые в настоящей статье вопросы изучались 
автором в работе [5] в случае операторов свертки с символами вида 
а' (0 = 141. г' а/ (:), где а/ (?) рациональные функции ;.

Перечислим некоторые определения и обозначения, используемые 
ниже. Пусть о (х, д) некоторая гладкая функция, определенная на 
П" п’■ •՝֊ , зависящая от параметра д. Более точно условия на а (х.д) 

формулируются ниже. Условимся в дальнейшем через «(:)(<։ (*,  
обозначать преобразование Фурье Л’х— (/'.--) функции и (х)(о (х, ;, д)), 
т. е.

»(•՛)= (2~) I е" и (х) <1х, а ?, д) (2՜) I е1г'а (х,:, </} (1х,

х = (*х>  ■ • Хп-}, х„) = (х', Хл), ? = (ч,- • •, «л-1, ?д) — (•', :д),

" = (*!,•••,  -Л- I. Хя) = (" > 'л).
Далее, для достаточно гладких и убывающих при |х| — функций 
и (х) положим

п + •
Дм = (Ди) (х) -(2՜) ' е՜'՛ а (х, ?, д) и (?) </;. (1)

—’ л»
Будем говорить, что формула (1) определяет оператор Д,канонически 
построенный по символу а (х,;, </) и иногда писать в этом случае 
А = Ор (а (х, :, <?)). Пусть а (х, ?, д) = а'1 ’ (?, г/) 4 о (х, :, </), причем 
а' (х, ;, (/) финитна по х. Легко показать, что

" * *
(Аи) (?) => а“'> (?, д) и (?) 4 (2 -) ' \ а (;— г„ д) и </,) с!/,. (2)

— «
При изучении операторов свертки, содержащих параметр, удобно нс 
пользовать нормы, зависящие от этого параметра. Положим

^Очевидно !<?| ՝!« ։.» !м > ;. Ясно также, что при фиксированных д или 
н ормы (3) и (4) эквивалентны обычной норме Соболева-Слободецкого

Обозначим через (/?") пополнение по норме (5) пространства 

функций, убывающих при |х| —» быстрее любой степени |х.
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вместе с производными по х любого порядка, а через Н подпро­
странство Н (Rn), состоящее из функций, равных нулю при хя<4>.

л
Если s целое положительное число, функции из НГ обращаются в 
нуль при Хп 0 вместе с производными до порядка з ֊ 1.

Пусть D (Л՞ )—множество обобщенных функций, заданных при 
хя^>0. Подмножество D'(R \.) функций /, для которых существует 
продолжение If^H (Rn) на все Rn [2j (причем If = f при х„^>0) по 
определению образует пространство Н (R ).

Наконец, нам понадобится пространство Н. , состоящее из функ­
ций и-г (х) £ А/, (R ՝.), продолженных нулем для хя < 0. Функции из 

НГ мы будем обозначать через и (х) или и (х). Норма в H,(R". i и 
Н задается по следующей формуле:

= |П+ («я ֊ / у lu (%, (6)

где оператор П+ — образ Фурье (в обобщенном смысле) оператора 
6՜ умножения на функцию 6 (х), равную единице при х,. ^>0 и нулю 
при х„ <. 0 (см. [1], |5]). Норма (6), очевидно, не зависит от вида про­
должения /и функции и. на Rn, причем указанное продолжение всегда 
можно выбрать так, что будут справедливы неравенства {[1], [2])

Cj \и. , lu՛^ С2,1^+11՝ • (7)

Аналогично вводятся нормы в полупространстве, зависящие от пара­
метра q или s;

|н+ц.ъ к= п • (?Л — / | |;'|2 + |<7|2)՝ (։>о. |и+s.. = |)П*  (е=я—
֊И W + 1)’ (8)

Для норм вида (8) так же как в [2| устанавливается справедливость 
неравенств типа (7)

<C2!|U+^ (9)

и такие же неравенства для нормы i |л,.. В (9) и всюду в дальнейшем 
Ci обозначают различные константы, не зависящие от q. Более под­
робное объяснение принятой терминологии и обозначений можно най­
ти в |1|, [2|, а также в [5].

§ 1. Постановка задачи. Класс символов

В полупространстве х« 0 рассмотрим следующую задачу:

Р*  l?!-՞- Аи> = / (х), х„>0, (1.1)

=0 (й=0, !,• • •, х-1), (1.2)
Oxi

где А — оператор свертки, канонически построенный по символу 
а (х, q), Р ՜ — оператор сужения на полупространство хя>0, х—ин- 
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леке факторизации (см. § 3. а также (1|) символа а (х, :, д). Функция 
/ принадлежит пространству Н т (R ), а решение ։/+ (х) ищется

и пространстве Н.Г\Н՜, (з>0).
В случае, когда символ оператора А не содержит параметра, в 

р.. юте [1] для зада,, типа (1,1)—(1.2) (и более общих) доказана нор- 
мальная разрешимость. Целью настоящей работы является доказатель­
ство однозначной разрешимости рассматриваемой задачи для некото­
рого класса символов и построение асимптотики решения н (х, э) в 
вид. ряда по степеням малого параметра е = («у!՜1 

г) - величина порядка О ( некоторой естественно

связанной с задачей норме.
Всюду в дальнейшем мы будем рассматривать функции вида 

а(х, =, д) = а<°> (;, <7) + а (х, 5, Ч), (1-3)

причем а' (х, ;, д) бесконечно дифференцируемая финитная функция х. 
Пусть далее, а (х, 5, д) является положительно однородной функцией пе­
ременных : и вещественного*  параметра д,- <) степени т то есть
а (х, / «, /д) =Г + "п-а (х, ;, д) (/>0, т и ти։ произвольные дей­

ствительные числа).
Допустим также, что а (х, д) имеет первую производную по 

5, ограниченную при |;| + д = 1 (д > 0). Наконец, будем предпола­
гать, что для производных более высокого порядка по . и для произ 
водных по х при д > д0 > 0 справедливы оценки

р;о(х,', д)|<Сз (д + 1’1)՞1. П-4)

(х, :, д)|СС։?(д -Ы։|)'"՜’ (д > 9о>О). Н-4'>
где а > 1, р > 0 — произвольные мультииндексы*  .

Класс символов а (х, ;, д), удовлетворяющих перечисленным ус­
ловиям, обозначим через От, а если, кроме того, а (х, ;, 9) как функ­
ция комплексной переменной ;я допускает аналитическое продолже­
ние в полуплоскость 1т ;я>0 (/пкя<^0) при любых х, и д таких, 
что |;'1 + дть0, то будем говорить, что а (х, ;, 9) принадлежит От 

(О՜,) Например, (;я ± / 1 |;'|։ д-)т { От)- Легко проверить, что для 
а (х, ;, д) £ От справедливы также следующие оценки

|^(-,д)1 (<у . (1.5)
(1+НГ

|<^ 9)1 (9(Д|ф71՜ (а>1)’ (Е5,)
где р сколь угодно велико.

* С небольшими изменениями рассуждения, проводимые в работе, справедли­
вы и для некоторых комплексных значений <?■

* • То есть ()] = ~~ + 4- = |«|. Аналогично записы­

вается Г) .
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Ниже нам понадобится небольшое обобщение некоторых извест­
ных фактов из теории псевдодифференциальных операторов.

Предложение 1.1. Оператор А, построенный по символу 
а (х, •> 9) £ 0т, ограничен из пространства Н (А*՞)  в пространство 
Н,֊т (R՞) при любом 5 и 9 > 90. Точнее, имеет место оценка

/4н||,—т,Ч С д .

Доказательство этого утверждения, по существу, повторяет до­
казательство соответствующей теоремы из |4], если неравенство (3.6) 
из [4] заменить следующими:

^֊֊~'֊֊.<я + \1\<֊ (9+10(140-О, (1.6)
2 1 4-|с—ч| 9։

где 9։ = пйп |90, 1]. а у > 90.
Неравенства (1.6) вытекают из помещенных ниже неравенств (1.10).

Предложение 1.2. Пусть а (х, 9) £ От и Ь (х, у) £ О„г,
Тогда при у 90^>0 произведение АВи разлагается в следуюгиую 
сумму:

АВи Си 4- Ти,

где С - оператор порядка т т' с символом с (х, ;, 9) а (х, ;, 9) >■ 
А (х> Ч 9)> а Т—оператор порядка т+т'— 1. то естг>

՛՛., 7'м|։— (т-гт'-1). ч С ||ы||з. д. (1.7)

Доказательство. Используя определение псевдодифферен- 
циального оператора (формулы (1), (2)) и учитывая (1.3), получим

АВи=0р(а™ (■, 9) 6<°>(;, 9) -6' (х, ;, 9)а‘”>(;, 9)4֊

Н֊о' (х, ։, 9) 6(0)(?, 9) 4֊ а' (х, 9) Ь՛ (х, ?, 9)) и 4- Ти,

где Ти = В^г 4֊ В.,и и
П + ос.

(ад (;) = (2г) ՛ С(а(0) (5, 9) - а(0) (г„ 9))6' (? - Г„ Г„ 9) и (Г,)

(1.8)
П 4 «֊

(/?, и) (;) = (2՜) * ^(а'(?—гьт1.9)-а'(?- '֊<г'>9))А'(71-

— 9) и (-)(/■&!. (1.9)

Для дальнейших выкладок потребуются неравенства

֊ГГ г՛1'՜՛? <9 + |5 + ֊ ОК ֊ (9+10 (1+(5-О, (1-10)
2 1+1«-г,1 9,

где 0 0 < 1, а у1 такое же как в (1.6).
|Т1

Докажем оценку снизу (оценка сверху очевидна). Если |? — *,| ,

ТО |5 + б (-9-:)1> у и (9 + 1’ + б(Ч-01)-՛ 2(29+10-’ ■
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I I
<2(9 г К)՜1 (1 4-|с. — т(|). Если же |5—то

(9 4 15 4-6 (/,-=)!)-'<֊ (94-МК9 ■ Л՜1
9

1 9+215-г,’ п 1 + 9-1|В-г(' _ 2 <?ц + |5—т;|.
9 " 9+Н 9 + М = 9о 9 + 1ч1

Теперь, если 9о •՝-՛ 1. то заменяем |;— т(| на 9оI*  “ '< < а если 9о<С 1. то 
в числителе заменяем 9՛ на единицу. В результате получим (1.10). Да­
лее, в силу свойств символа а (х, ;, 9), учитывая (1.51 и (1.10). будем 
иметь

'а(П» (5, 9)-а«->(7„ . 9)|<С(9 +М)'п-1(1 Н ֊’Л”'՜’ , 

1а'С:֊т(гт(, 9) -<?(;-•г(, т, 9)|< С'(9 + 11)1)’"՜՛ (1 4-|Ч—X

X (1 4֊ 1-:-О՜', 

где р 0 — сколь угодно большое число.
Дальнейшая оценка Кхи и /?._■։< проводится так же как в [4] (см. 

также доказательство леммы 2.2 § 5).

§ 2. Эллиптическая задача в полупространстве

Пусть а (х, ;, 9) £ О,п и, кроме того, выполнено условие эллип­
тичности (с параметром)

а (х. 5, 9) =/= 0 ПРИ |՝1 4՜ 9 ¥=0 (2-1)

для всех х г R" и всех вещественных ; и 9 ^>0- Тогда, как показано в 
[1|, для функции а(х, В, 9) справедливо следующее представление, 
называемое факторизацией

а (х, ;, 9) ֊ от (х, 9) а-(х, 9),

где а (х, ։', ;п, 9) £ О, , а_ (х, ;я, 9)^04-. и а (х, Г.9)=/=Э при
1т ՛.՝- О, а_ (х, 9) 0 при 1т:п 0.
Число х называется индексом факторизации символа а (х, ;, д). Мы бу­
дем предполагать, что /—целое положительное число. Отметим, что 
указанные свойства а (х, 9) следуют из явного представления
этих функций, полученного в [1].

При изучении уравнений в свертках в полупространстве важную 
роль играют гладкие операторы. Оператор А порядка т называется 
гладким в полупространстве хг. 0, если оценка

|.'Р*  Ди47_т,, < Ср и. Г,՛, ч

выполняется при любом 5 > 0 для любой функции ч - Н .
теорема 2.1. Пусть при з>0 для некоторой функции 

§(х, ;, 9) нл1еет место разложение следующем вида:

?(х, 5, 9) = ?-(*.  9)+г-1(х, 9), г]'|։?4-92, (2-2) 
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в котором g_ (х, ;, 9) допускает аналитическое продолжение по 
Ь в полуплоскость /т1п<^0, причем справедливы оценки

1g- (X, 5,9)1 < с (9 + |; у- , |r_։ (х, ;, 9)! < (2.3)
9-Н|с | 4- |;п|

и, кроме тою, для g- (х, ;, 9) и г-\ (л, 9) выполнены соотношения,
аналогичные (1.3).

Тогда G Ор (g (х, 9)) гладкий в полупространстве опера­
тор порядка пг, то есть для любого s >• 0 справедлива оценка

\Р' Gu С «+!՝.</•

Замечание. Теорема 2.1 аналогична теореме 1.7 из [1], однако 
доказывается несколько иначе.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, 
что g ’ (;, 9)=0 и г" (;, 9) 0. Далее, по определению нормы в по­
лупространстве имеем

•Р+СиХ_т,,=||П+Г-'я (Gu )(;)|k, .

I!П• Г- т (Glu) (;)i0 + |П+ (Gu.) (2.4)

Так как оператор 11՜ ограничен в L., (R\n) [2], и т| (|: 4՜ 9) 

то первое слагаемое в правой части (2.4) оцениваем во всем простран­
стве, используя предложение 1.1 и неравенство (9)

П ֊ т (Glu) (?)Ц> < С։ я < Cs liiz . (2.5)

Учитывая (2), (2.2) и (2.3), далее будем иметь

И ։L“'"(Gu )(;)՛□ = |П С՜'՛' J тД "g' (;—т„ т„ 9) т/՞՜ ՝ м_ (r() drt^ 

■+*
ГР ;1՜"՛ \ g'-(^—r„r„q)rt'"-s и ( г,) drf0 ■)֊

+ *
+|П+£.'Я 1 г'(;_ т), v(, 9) т^՜5 a_(rj)£/r/n. (2.6)

Первое слагаемое в правой части (2.6), очевидно, равно нулю, кроме 
того, в силу (2.3)

(; ֊ г., 9)1 < С--------------------------------------------
(9 + М + Ы)(1-Н;-г;|)₽

(2.7)

где р > 0 сколь угодно велико.
Продолжая оценивать (2.6) (с помощью (2.7)), получим

||П+Ст \ Г_։ (;- Г„ 7„ 9) т£ 1 и. (/,) d->i:t)

172 _ 5
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с —Լ?.+ М),т1|и- с։ (9 + 1Հ )յ 1« (^)Ն
(1 + |«-ч1)л (я + 1Հ1 + Ы) Լ

В последней оценке использовано известное неравенство

у <р ($—ч) V (-и) յ*  ։? .(ЭД мо-

Далее, так же как в теореме 1.4 из [1] можно показать, что

11(9 + |«,|)у«_ (ч)Ц) < С„ |]/«||յ,» Օ՚յԽ+Լ«• (2-8)
Из (2.4), (2.5), (2.8) получаем утверждение теоремы.

В дальнейшем для доказательства свойства гладкости некоторых 
операторов свертки определенного вида удобно сформулировать сле­
дующее условие гладкости (см. |1|).

Условие Сг Функция а*  (х, ;, Я) Г|РН любом х аналитически 
продолжается по вне полукруга |;Л| < R (|;'| + 9)» Л»«» > 0 (/?^>0 не 
зависит от 5' и 9), причем в результате продолжения получается от­
личная от нуля однозначная аналитическая функция в окрестности бес­
конечно удаленной точки.

Лемма 2.1. Пусть а (х, ;, д) £ От — эллиптический , символ, 
причем а (х, 9) удовлетворяет условию Сг.

Тогда операторы, построенные по символам вида
Ар

а՜1 (х, հ, հո, Я), # а (*•  ' ՛• '«• 9) (р > 0, ։ > 0) 

являются гладкими в полупространстве.
Доказательство леммы, помещенное в § 5, заключается в уста­

новлении для указанных символов соотношений типа (2.2), (2.3) тео­
ремы 2.1. Лемма 2.1 при р > 1, а >1 используется в § 4.

Переходим к основному утверждению этого параграфа.
Т еорема 2.2. Для любой функции ք (х) £ ТТ֊т (R'' ) при տ ли 

9 > 9г> ։де Яг достаточно велико, существует единственное регие- 
о Հ

ние задачи (1.1) — (1.2), принадлежащее И, (] Н,՜, причем справедли­
ва априорная оценка

<7 СР Аи+ է—т. ц (2.9)
или

|иХе<С\Р+9՜"’ Ди+1|^-т.«- (2.9')

Доказател ьс тво. Обозначим /, (х) = 9'" / (х) и положим

/?/, (х) = Ор (а?1 (х. 5, 9)) 0֊ Ор (а!1 (х, 9)) ՀՀ, (*)•  (2.10)

Мы сейчас покажем, что оператор R, определенный формулой (2.10), 
является левым и правым регуляризатором оператора А, то есть

1. R ограничен из Н,֊т(Р") вН , точнее

над. (2.П),
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2. Выполнены соотношения

/?Р Аи+ и,4-5' 7'։« , б*  7՜!«+' ч^С и՝ I -1.ч, (2.12)

• Легко проверить соотношение (2]: Р ՛ А — 0+ д = Р А— g, где А — произ­
вольный оператор свертки, символ которого а—(х, ;) — аналитическая функция при 
1т ?а < 0. Кроме того, в доказательстве будет использован следующий очевидный 
факт. Сумма и свертка функций, равных нулю при л-п<0, равны нулю при хп’СО.

Р АН)։ = /ХА՜ Р' Т.։{и Р Т2/1 -414 С1’/1 71-։. . (2-13)

Ограниченность R 'следует из теоремы 2.1, так как, в силу лем­
мы 2.1, а՜' (х,9)—гладкий символ.

Докажем сначала формулы (2.13). Применяя оператор Р А к 
(2.10) и используя предложение 1.2, получим

Р = Р Ор (а. (х, ;, 9)) б Ор (аУУ (х,9)) 1/1

т Р~ V, 6- Ор (а- (х, с, 9)) //„ (2.14)

где ^—оператор порядка т — г—1. Кроме того справедлива
Лемма 2.2. Оператор У\— гладкий в полупространстве. 

Доказательство леммы 2.2 помещено в § 5.
Применяя вновь предложение 1.2 к первому слагаемому правой 

части (2.14), получим*
Р-АР}^^ +

где |/3 И։ 6 Ор (а (х, ;, 9)), в силу леммы 2.2, гладкий в полупро­
странстве оператор порядка 1. Этим же свойством обладает и У3. 
Отсюда следует оценка (2.13). Далее, в силу свойства нормы (3),см. 
[2], из (2.13) получим

Г -< до-т, ч 
ч

Теперь, если 9 достаточно велико (9 > 9а), то оператор Т2 имеет ма­
лую норму в пространстве Н „։. (R՞.) и, следовательно, оператор
/4- Р¥1\, как хорошо известно, обладает ограниченным обратным
(1-\-Р՜ . Полагая

/?у, ац/ч-р-т;)-*/,,

из (2.13) получим Р АР{Х = /х, т. е. R՛ — точный правый обратный 
оператор.

Докажем теперь формулы (2.12). Найдем выражение РРгАи (R 
по-прежнему определен (2.10)).

РР Аи± = Ор (а У (х, д)) б Ор (а֊ ' (х, ;, 9)) Аи+— 

= Ор (а՜՛ (х, ;, q)) |Ор (а (х, :, 9) + б+ и г = 

—и + & У5 и. 4֊ 6 И, и+ = и+ 4- О Тх и +, 

где = Ор (а .1 (х, ;, 9)) б+ И»и+. Свойство гладкости в полупро­
странстве операторов и V, доказывается точно так же как для

р Тг{.
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*7*  —֊ 
оператора к,. Кроме того, из предложения 1.2 следует, что ։ 
+ Г, имеет порядок, равный ֊1, т. е. справедлива оценка (2.12). Да­
лее, повторяя те же рассуждения, что и выше, получаем выражение 
для левого обратного оператора

/?" = (/+6+ Т։)“‘Я.
Из ограниченности R" вытекает априорная оценка (2.9). Легко видеть 
также, что функция и^. =/?'/։ = /?(/ + Р — Решение уравне

ния (1.1) принадлежит Н, П Н при /։^/^-т(А ) и, следовательно, 
удовлетворяет граничным условиям (1-2). Теорема доказана.

§ 3. Построение асимптотики

В этом параграфе мы рассмотрим вопрос о нахождении прибли­
женного решения задачи (1.1)-(1-2) когда 9 достаточно велико. Будем 

искать решение и+(х, в) Л= —) в виде ряда по степеням малого па- 

раметра в
и. (Х, = ) = (х)-в»Г (х)+---, (ЗЛ)

причем функции ш» (х) равны нулю при хЛ 0.
Разложим символ 9 “* а (х, ;, 9) оператора 9՜'” А по степеням г

9՜'՞ а (х,;, 9) = а (х, в;, 1) о (х, 0,1)4- ——= д а (х, 0,1)
I -1М V 1։1

+ г5'11 гЛЧ| (х, ?, г), (3-2)

( 5 б)= V _2------- д’а(х,вб;,1);\ 0<б<1. (3.3)
"*՛  ’ (Л + 1)!

Если отдельным слагаемым в (3.2) сопоставить каноническим образом 
операторы свертки, то получим 

л՛
<Гт Ли+ = а(х)и+ 4- V г/Л;и+4-еу ։ /?лч|И+, а(х) = а(х, 0, 1). (3.4) 

/=>
Формула (3.4) дает для исходного оператора представление в виде 
суммы дифференциальных операторов с переменными коэффициентами 
и псевдодифференциального оператора б՝ 1 • 1. Подставляя (3.1) и
(3.4) в исходное уравнение (1.1)

Р Ч~т Аи+ — / (х), хя > 0 (1.1)

и приравнивая выражения, содержащие г в одинаковых степенях, по­
лучим

Ш0+(х) = е+о-> (х)//(х),

ип’ (х) = —б+а՜1 (х)Л։ шо (х), 

............................................................. (3.5)
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нч (х) 5 '(х)А и՛,(х)
■ I

Таким образом, все функции ич (х) определяются через известную 
функцию / (х), например,

и> (х) — 5 а՜1 (х) 7/ (х),

ы\ (х) =—8 а_։(х)Д։б а՜' (х)// (х), (3.6)

и>: (х) 0 а ։(х) Д։ а ' (х) Д։0 а 1 (х) // (х) 4-

4֊ & а՜1 (х) Д? 0 а~'(х)7/(х),

и, очевидно, не зависят от нида продолжения функции / (х) на все R". 
Легко видеть, что имеет место

Теорема 3.1. Для функции и> (х), определяемых по форму­
лам (3.5),справедлива оценка

(х)|/ С 1/1'.*.

Замечание. Функции ич (х1 иногда удобно записывать в ви­
де и>; (х) - О*  Ф*  (х).

В силу теоремы 3.1 можно утверждать, что, если норма [Д,-*  конеч­
на (то есть / (х)֊ достаточно гладкая и убывающая при хя՝0 функ­
ция), то Ф*  (х) является гладким продолжением ич (х) на все прост­
ранство и при этом

С |Ф*  (х) 1, я-С («Ч (х)||., С С, 1/Л *.  (3.7)

Заметим, однако, что функции ич' (х), определенные формулами 
(3.5) и (3.6), не удовлетворяют, вообще говоря, граничным условиям 
(1.2). Это обстоятельство не позволяет получить равномерную 
асимптотику, используя лишь разложения (3.1) и (3.4). Такая ситуация 
является типичной для уравнений, содержащих малый параметр при 
членах более высокого порядка, так как при этом для вырожденно­
го уравнения (которое приходится решать, если искать решение в 
виде (3.1)) всегда оказывается корректной задача с меньшим 
числом граничных условий (в нашем случае вообще без граничных ус­

ловий).
Для того чтобы получить равномерную вплоть до границы 

асимптотику мы будем, используя идею, предложенную в [3] для диф­
ференциальных уравнений, прибавлять к функциям ич некоторые функ­
ции V/- , называемые функциями типа пограничного слоя, так, чтобы 
сумма ич 4-и*  удовлетворяла граничным условиям (см. также [5]). 
Таким образом, мы ищем решение в виде

и з (*.  г) = ж*  4- 4՜ • • • 4՜ 4- V* 4֊ 4- • • - 4- ел и.у г,у+ ։(х, -).
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При этом, так как Е е* дает некоторое приближение к решению 
4

неоднородного уравнения (1.1), естественно искать функции V таким 
образом, чтобы Е г4 щ являлась приближенным решением соответ- 

*•
ствующего однородного уравнения, т. е.

Р- Ч~№ А (ио + и»Г 4֊^«.’ -I------)=(3.8)

Далее, так как по условию функции типа пограничного слоя V*  долж­
ны быть заметно отличны от нуля лишь вблизи границы хп 0, есте- 

, , . хг.
ствепно сделать замену переменных л՜ —•*,  хя—*г я — —■, что озна­

чает растяжение масштаба в направлении, нормальном к границе [1].В 
результате мы получаем новое разложение оператора <? Д по степе­
ням в, причем главная часть этого разложения является оператором 
свертки лишь по переменной 1„ с коэффициентами, не зависящими от 
/Л, а зависящими только от л՜'. В самом деле, замечая, что преобразо­

ванию х„ — /я = — отвечает в --представлении преобразование 
е

?п —* -'(л = б$л и используя свойство однородности символа а (х, ;я, 9)»
получим

9 та (х', л-«,<?) = а (х՛, е?', т,„, 1).

Разлагая полученное выражение по формуле Тейлора по степеням з, 
будем иметь

<Гта (х, =, 7) - а (х', 0, 0. т)я, 1)+֊

4 V ~ V £)?„ а (х, 0, 0, 1) &”+«'՝ *г.у* ■ (х', 1п, Ъ, е) =
/1 7՛ |։|+з=/

л՛
= Ьо (х՛, т,„) 4- V => Ь) (х՛. /я. ?, т(Я) + Л ■1 « /л, Г, 7,л. г), (3.9)

/=։
где
Ьо (х'։ г,л) ֊ а (х', 0, 0, Г), Ь)— V -1 - 1՝, д'О<ла (х', 0, 0, 1);' ,

1-1 3=) J■

Аг + 1 (х\ (п, , ^л, е) ‘ — — X
1.1 -

Ь:„а(х’,-Л1я, з0=', гМ։1)Г (0 0<1). (3.10)

Сопоставляя каждому символу в разложении (3.9) оператор свертки, 
получим второе (в отличие от (3.4)) расщепление оператора А

л-
= 50 1 /?л՛ д ■ (3.11)

/ •? !
Подставляя (3.11) в (3.8) и приравнивая члены, содержащие в оди­
наковых степенях, получим
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Р В(, г»о 0.

Р Вп гм = Р Вх г>о ,

(3.12)

I
Р Во V/ Р V В, ,

Ь— 1

В силу указанных выше свойств символа Ьо {х', т1п) уравнения 
'3.12), по существу, являются уравнениями в свертках с постоянным 
символом в полупространстве (х' в левых частях (3.13) играет роль 
параметра), что позволяет получить их решения в явном виде [1|, [5|, 
используя факторизацию

Ьп(х՛, т;Л) -Ь<. (х՜, т)Л) (х , т>п). (3.13)

Факторизация (3.13) следует из факторизации (2.1) исходного симво­
ла. При этом функции (х'։ т1Л) обладают теми же свойствами по 
т(„, что и а (х, ?„,<?) по 5Я (см. § 2).

А
Обозначив п (х', т,я) = Г'/д-.т.д /«), из (3.12) и (3.13) полу­

чим (так же как в [1], |5])

« ъ) = —Л—; У с*01 (*')  у-«՜՛ ’ (3.14)

О" (*  . *■„)  Д

г»; (х'։ т1Я)= — 1 ------ V с<° (х') \п ՛ +
о՛՛ (х,7,Л) Г՛!

1 1 ' х/՝х
+ —֊֊,—-п -г~г,----- ; >՝8 (/ = 1, 2, - • Ю- (3.15)

«О (х , т(„) 11 (х , 7„,) ~

Далее рассмотрим сумму «о (х) Шо (х) + г'о (х', (п).
Совершая преобразование Фурье и используя (3.5) и (3.14), получим*

н‘11’ = ш Т (х, ;„) 4- 5 п0 (х', г1п) =. П //., (х', ;„)-

—--- ----- ; 2 сГ(х',) г*՜ 1 (//2 (х) = о֊1 (х) // (х)). (3.16)
ОО (х , Г,п)

В (3.16) используется следующий простой факт. Если

£(х',/«)=£( х', ^֊)=£։ (х'։ х„) ,то РХп- п^։(х', ХЯ) = 
\ £ /

Т)я - 4п.
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Подчиняя и1.' граничным условиям (1.2). получим линейную алгебраи­
ческую систему для определения с.1(х')

V 6л(х')а0’(х)=/;,(х')(/ = 0.1. -.«-П, (3.17)

где

6,.(х') = Гп^-^7^. (3.18)

61 (х , г,„)
я»

/°’(х') = ֊ У П- 4 //2(х', 5„)ЛЯ,

причем интегралы н (3.18) существуют, так как символ |/> (х , Ля]՜1 
гладкий, в силу леммы 2.1. Кроме того, мы предполагаем, что для 
граничной задачи (1.1) —(1.2) выполнен аналог условия Шапиро-Ло- 
патинского [2| </е/ \Ъ/л(х')11 =/= 0, так что система (3.17) разрешима.

Пусть далее Ц6* ’/ (х')’|- обратная к ]Ь,к (х ) матрица. Тогда ։

с(;’(х') = 2 /Г (х').

Совершенно аналогично определяются с!" (х՛), если учесть, что вто­

рое слагаемое в правой части (3.15) очевидно удовлетворяет гранич- 
о

ным условиям (1.2), так как принадлежит /Л . Мы получаем, учиты­
вая замечание к теореме 3.1

сУ‘(х')= 2 ДО(х')/}0 ;х') (А-=1, 2,--.,х; /=о,1,--., Л/), (3.19)

где

/р(х')==- у П ^ Ф(«։Л)ЛЯ. (3.20)

— V

В результате мы получаем, что при всех / = 0, /V сумма 
и/ —-а)։ (х',хп) + у1 (х', /„) удовлетворяет граничным условиям (1.2).

Таким образом, формальное построение асимптотики закончено.
Решение и+ (х, г) имеет вид

■V х
и, (х, е)= V (х) V 5՛ VI (х'։ /„)+ г.\ । (х, е), (3.21)

/ = 0

где функции ш*  (х'։ х„) определяются из соотношений (3.5), функции

VI (х . /Л) V/ (х\ г1П) — из соотношений (3.15), (3.16), при-
Л’

чем -|֊и/) удовлетворяет граничным условиям (1.2).
, о
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Отметим, что определение функций той и v аналогично соот­
ветственно первому и второму итерационным процессам для диффе­
ренциальных уравнений [3].

§ 4. Оценка остаточного члена

Теорема 4.1. Для остаточною члена zx i (х, г) в разложе­
нии (3.21) при любом s 0 и при достаточно малых г справедли­
вы оценки

гл-ч > (х, < С։еЛЧ'|[Д\л,, (4.1)

kv i (х,аж,<с2г+Ш, (4.2)

|Р+ £>? 4+։ (х, е)яд, < с, г՛1J/k,TW, (4.3)

где jVj — некоторое число, зависящее от т, * и N. (Выражение для 
/V։ приведено в конце доказательства этой теоремы).

Доказател ьство. Из формулы (3.21) следует, что остаточ­
ный член глч| (х, г) удовлетворяет граничным условиям (1.2). Поэто­
му при достаточно малых s для z.v i справедлива оценка (2.9') тео­
ремы 2.2

kv֊i(x,e)U. С\\р <T"'Az^t IIГ-ж... (4.4)

Вычислим Р q Azy+i. Применяя оператор Р q А к (3.21) 
и учитывая соотношения (3.4) и (3.11), получим

л'
/ (х) = P՝ (а(х) +V =/ -р гл +1^>л + | j (г01 + ;и,- -------- ■ гл шл )4֊

■ЛИЛ
/-1

+ Р В/+1՝*՝  R^\v,, 4-svf ............^vx)-P <? ’яДгАи.(4.5)

՝;-o
Так как всегда выполнены соотношения (3.5) и (3.12), в уравнении 
(4.5) будут отсутствовать члены, содержащие s°, s1, - .5՜՝, так что 

/ -v
/3- q-m Дг v ։ —. р + «Л 1 / р v ։ jyq 4- Ч Д л_/+1 w, 4- 

՝ j ։

.V х
4՜ R л՝ i Vo г Вх- > ֊1 и/ у + • • •, (4.6)

>1 '

где многоточием обозначены члены более высокого порядка по е. Те­
перь из (4.4) и (4.6) видно, что для оценки остаточного члена доста­
точно оценить по норме выражения, стоящие в правой части (4.6).

Так как А,—дифференциальные операторы порядка у, исполь­
зуя теорему 3.1, получим

՝Р A) wi, I7.TI.I Сг||Р A,Wk С2 Ш*  Г „I-J C3\f.-m j. •('*•7)  

Далее из (3.3), (1.4) и (1.10) выводим
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1гл |(х, =, S)\<C (1-|?|)"’+Л'» 'П/ — тах [т> Я

и, так как в силу леммы 2.1 /?л j —гладкий в полупространстве one 
ратор, то

. <Ср«Ч- ' С, f : m-m-.V ■ Ю (4.8)

Переходим к оценке слагаемых вида В, «.’* и R\ 1 ՝> в прав on 
части (4.6). Предварительно сформулируем две вспомогательные лем­
мы. Введем обозначения

Rv = Ор (------- - -----; ) Ор (-֊֊у) V {Х'' tn}’
\Ьо(х',г1пу \6о(х,т|Я)/

_<₽)/ ՛ , 1-Г՜1 Г{р) (х' y) = FT՝-i ------ --------- V с* ’’(*')  Y<*՜  ‘ *г- (х , tn)-/,.п г ֊ (х , т1И) Л Ьо(Х',Ъ)^

Кроме того, для оценки функций типа пограничного слоя естественно 
использовать норму следующего вида:

.*,  = 11 \ J + 1). <4-9)

Лемма 4.1. Fipu любом ' 0 справедливы оценки

'IIP- t'„ В) S (4-10)

't'n /?г| * , < С. v $։ = max |0, х —m|, (4.11)
1‘ ՛

'\Р R^\ । v < С։ 2 А1՛ 1՝ ">'-л՛ i. : ■ (4.12)
мЛ'+1

Лемма 4.2. При любом / 0 справедлива оценка

'К г(Ж. <с f ■ (4.13)
4+»+В+

Доказательство лемм 4.1 и 4.2 помещено в § 5.
Исходя из формул (3.14) и (3.15), нетрудно убедиться, по индук­

ции, что выражение для t»*  (х', tn) можно записать в виде

v; (х' /r)=v (RB,y*  0.14)
J=O \?jp |-У

где \pjp\ = --------г kjk, а обозначает суммирование в указан­
ных пределах, учитывающее все слагаемые, которые получаются при 
перестановке любых RB, и RB .

В силу неравенства (4.10) леммы 4.1

'\\Р В,р* +|;_т,։ < С 2 2,1)|да5։)'-- • (РВУ*Г՝*՜ 1' . (4.15)
Н-«' 1р1р |=/

В конечной сумме (4.15) достаточно оценить каждое слагаемое. Пред­

варительно оценим оператор 7« РВГ, используя леммы 4.1 и 4.2.
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Имеем

' 1г. КВр V ' С։ 2 Р 1п Вг1’ I : .

С-, (п 1>+ л . т՛ • р. « 2 |/л ։՛*;■  > -֊ь+Р+т'

». Я «4»+Л> ։«1» + Р

Следовательно,

'^(ПВрУгу С. 2 Гя1-Л^з,4//,(Л,-+р)..- (4.16)
’ р+р/р

Таким образом из (4.15) и (4.16) получим следующую (грубую) оценку:

иа֊™.. <с2 2 V;(4.17) 
] к, ։+/

где 5// 5 — т 4֊ ух1 4 у (т' + 1)4-74՜ т ■

Применяя лемму 4.2, будем иметь

'|Р В; V* ։ 4 С։ 5/* = 5'*  + 4՜ 7 4՜ (4.18)

и аналогичную оценку с г /V1 для Вл + 1Т'Г-
С помощью формул (4.7), (4.8), (4.18) (в которых у - к = ^l
{ ֊ + 1), учитывая соотношения (4.4) и (4.6), получаем (4.1) с

= шах [х т 4 2Л, х — т 4- 2Л 4 т', х’у , л |,

Не составляет труда проверить, что на самом деле при любых т и /• 
— хУ+! л. Формула (4.2) получается из (4.1) при х = 0, а (4.3) лег­

ко выводится из (4.1) при Теорема доказана.

§ 5. Доказательство лемм

Доказательство леммы 2.1. Запишем разложение функции 
а (х, с„, 9) в ряд Лорана по степеням :+ ;я 4 /| |;'|։4 9՜ в ок­
рестности бесконечно удаленной точки

а (х, ;я, 9) — V ср (х, 9) . (5.1)
*-о

с* (х> = ^7'1 + * ՝ ՛ а> (х, Г, 9) (5.1')

где контур интегрирования в комплексной плоскости является гра­
ницей круга: |;п| В (|;'| 4 9). Дифференцируя почленно ряд (5.1)- 
(’"; 1), с помощью формулы Лейбница получим

П’/-1
О а (х, ;я, 9) = V V У а3, д\. сь (х, : , 9) (;', 9) Г/

|3’1-1Я=|11 7=0
(5.2)
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причем (V, ?)| С()Е'1 + 9) ' и> следовательно, ограничены при
9 >9о>О. Для дальнейшего достаточно записать ряд (5.2) в виде

д' а+ (х, «, 9) = 3 с* (*»  ։ > Я) Ь՝՜1՝♦ (5.3)

* В лемме 3.4 из 111 утверждается, что произведение символов, удовлетворяю­
щих условиям типа (2.2), (2.3) теоремы 2.1 или (5.5) и (5.6), также удовлетворяет ус­
ловиям указанного вида.

։-0

Заметим, что это очевидно можно сделать, так как, если к, ,~| и / изме­
няются в указанных пределах, ։'+’* в (5.3) имеет ту же совокупность 

значений, что и :*_՜  При этом, так как а (х, Е„, 9) £
£ О.‘ (см. (1.4)) и все </-;(?', 9)ограничены при любых и 9 90>0,
то из (5.Г), (5.2), (5.3) выводим

|с*(х, Е', 9)| < С (|И+ ?)*-՛, (5.4)

где С не зависит от 5' и 9- Из (5.3) и (5.4), учитывая, что Е- (при це­
лых $ 0) является полиномом по ;+ (и по ЕЛ), получим разложение

Е՛- д'а (х, Е, 9) - р ,_1 (х, Е, 9) -г г-։ (х, Е, 9), (5.5)

где р.^, -\—полином по Ея, причем имеют место следующие оценки: 

к..-1(х1;,9)|<С։(9 + |:|)’ — 1, |г-1(х,е,9) <^ ֊֊֊֊-• (5.6) 
9 + 1« 1+ ?л

Легко видеть также, что для р , . (х, 5, 9) и г_| (х, Е, 9) выполнены 
условия типа (1.3).

Далее, вновь применяя формулу Лейбница, будем иметь

։*_с)'  а (х, 9)= -I У, «р, д^-а (х, Е, 9) д' а- (х, Е, 9).
1Я- 1т1-М

Легко видеть, что О' а (х, Е, 9) допускает аналитическое про­
должение в полуплоскость /т;я<С0 (с сохранением свойств (1.3) и 
(1.4), и, следовательно, определяет гладкий в полупространстве опе­
ратор.

Воспользовавшись теперь леммой 3.4 из [1]*,  которая очевидно 
справедлива для символов, зависящих от х и от 9, получим

а (х, ;,9) == а‘21 (х, Е, 9) + г1‘,‘ (х, Е, 9), а > 1, (5.7)

где а'"(х, ;, 9) и г-| (х, Е, 9) удовлетворяют всем условиям теоремы 

2.1, откуда следует, что оператор, построенный по символу д' а (х,Е, 9) 
гладкий в полупространстве (порядка т — 1).

В случае а =0 отметим дополнительно, что в разложении

;՝ а (х,;, 9) = о_ (х, ;, 9) 4-г-1 (х, Е, 9), (5.8)

а֊(х, 9)£ О.л.т и г-| (х, Е, 9) £ О. т, причем, как видно из доказа­
тельства, справедливы оценки
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др
Наконец, для символа ——

|а_ (х. 5, 7)| < С։ (Ч + |5|) |г-. (*,5,  9)1 < С. ‘-?±Ь2 (5.9)
9-Н;1 + |5„|

у а (х,5,9) < С, (д+ |5|)—՛, 1^г_։(х,5,9) < С4 >>՛ ՛/ ..
Л I*  9+|:'| + |«т|

(5.9') 

а՜1 (х, ;, 9) можно провести аналогич­

ные рассуждения, если учесть, что а (х, ;, 9) + 0 при 1т ;Л ; 0. Лем­
ма доказана.

Доказательство леммы 2.2. Будем пользоваться обозначе­
ниями, принятыми в предложении 1.2 (§ 1), при Ь (х, 5, 9) =а֊՛ (х, 5,9), 
т' -- — х. Нам надо доказать для Тг՛ — , где и R.,
определяются формулами (1.8) и (1.9), вместо (1.7) соответствующую 
оценку в полупространстве

[Р 4 Ц.։-(Я>—։—1), <1 + С || О । д . (5.10)

Докажем свойство гладкости оператора Rг (для /?։ доказательство 
несколько проще). В силу леммы 2.1

а' 5, 9)= а*- ’ ('■, 9) 4֊Г(Х։ (', 9), 5, 9) = 1- (ъ 5, 9) +

(3) 9), (5.П)
причем
1>> /-

— а(_2) 
д-

. (9 + 1Ф"1՜1
3 (1+МЕ ’

А 7,2) 
о՛;

(9 + 15'1)—՛
(1+1"|)/’(9+|5'|-|-|5п|)1+’

(5.12)

+

(5.13)

где р сколь угодно велико, и, кроме того, выполняются оценки, ана­

логичные (5.12) для Ь- 5, 9) и г(3) (т, 5, 9).
^(21Поясним написанные неравенства. Мы имеем а_ (т, 5, 9)

=-5_ а . (՛, 5, 9) и г ■’ I (т, 5, 9) — 52՝ г_| (*,  5, 9) (см. (5.8)). Теперь из

(5.9) получаем (5.12). Далее — Л’-1 (т, 5, 9)= — (52*  ) г_։ (-, 5, 9) + 
а; 0\

+ Г- г'-, (X, 5, 41.

Учитывая (5.9 ), получаем (5.13). 
Переходим к оценке V ,. 

+ ֊
Р /?^,Ьч.«<|/е,֊/^.<, + ЙП+51, (а(_2։(5֊г1,т(,9)-;(2)(5-т;,т,9))х
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< Л_, (г,--, х, <?)„_ (х) ^-|| П + Г- | (/?,. 1 (; Л, г„ д)-

— т1{ д)) (, (д—-гд) V-('■)(!г։г/՜ ^ II -'*■ | (т1՜֊-։ (; —т„ т„ <?)—

г'-‘_։ (; гь х, </)) Г1֊\ 1 (л - ?) V- (г) (5.14

Первое слагаемое в правой части (5.14) оценивается во всем про­
странстве как в предложении 1.1. Далее оценим, например, третье 

л
слагаемое. Запишем его в виде [|П 4(5,՜)«- (-.) с/-.о. Используя

неравенство (5.13) и (1.10), будем иметь

' । (։—г., *1,  <?) ֊/• 1

(9г֊Н+^)՝ 'С у)'՛
причем рх — сколь угодно большое число, р-: |т֊Ь 4֊ 2. Учитывая 
также, что

I Ь~(г, ч)\
(ч_:- у) ■

(1 4- Ь ֊-()'■ ’

оценим ядро к (;, ՛), интегрируя по т.

I*  (£, Т>1 С
(9+|-,|)"'

(9+|-'1+Ы)" 1
________ ___________
(1+|5- Л1К1 (НИ—

Можно показать |4], что последний интеграл не превосходит 
С,

———------ —, причем р.1 можно взять сколь угодно большим, так как

Р1 и р3 можно взять сколь угодно большими. Так как

|ГД<С։(9+(Ф՝(1+ |:֊'|Н (з>0), 
получим

,11-51(5, х) 1՜ Л-Т 1՛ 1).,1.՝~л.и֊ (~)<У՜ .

Далее, по4торяя доказательство теоремы 2.1 (§ 2), получаем требуе­
мую оценку. Аналогично оцениваются остальные слагаемые в правой 
части (5.14). Лемма доказана.

Доказательство леммы 4.1. Используя (3.9), запишем 
выражение для 1п Ь, (х', V, т1Я) в виде

Ь, (х, т]„) а (х', 0,0, т1П, !) =
Л՛

= /;, А 6՝1’ (х', ■/!„).

Далее имеем (В1," =Ор (А1/՛ (х', 5', т(„))։
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ХЛ-r I V (X , Г(п) .

1 \ dr,n /dfn J 0

Учитывая свойства символа а (х, ;, 9) (формулы (1.5), (1.5')) и лемму

2.1, легко видеть, что символу 6՝1  (',  Т1Л) отвечает гладкий в 
дт,п

* *

полупространстве оператор порядка j+m, т' = max (тп, 1). Отсюда 
вытекает первое утверждение леммы—формула (4.10). Аналогично до­
казываются соотношения (4.11) и (4.12). При доказательстве (4.11) 

следует заметить, что —— [6 (х՜, т^)]՜1— аналитическая функция 
t>',n

՛,„ при и, следовательно, соответствующий оператор будет
гладким в полупространстве (порядка s։ = max (0, х—/и)). Лемма до­
казана.

Доказательство л е м м ы 4.2. Предположим для простоты, 
что [6о (х'։ ^л)]՜’ — финитная бесконечно дифференцируемая функция 

о*  (j’i
х'. Обозначим 6, ("', т(Л) F? ----  [А։7 (х', т),,)]՜1 . Записывая гД. в

аг։П
S

виде тД =2</։_ДГ) тД, (;')!<( 14- получим

1/л ГрЧ. «< СУ v п ֊ d<-j (;') 1՛ г,ГЛI. (;' - 7, Г1Я) ci (;') <Л'|
*=-1 II _J <1

(5.15)

(слагаемые, для которых к — равны нулю). 
В силу леммы 2.1 при = х имеем

Л (;'- г(Я) = (7-7, Т1П) + т(Я),
где р,-ж —полином по г,п степени х, причем

(1 4֊ —s

с_____________ 1_____________ ,
2(1 +1^1) (1 +|7-;'|)А

где pi сколь угодно велико.

Так как («' — 7, '1П) 0 [1], продолжая оценивать (5.15), полу­
чим

УлГнЧ.«<С - (5-1ь>

где норма -|Г берется по гиперплоскости хЛ = 0.
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Из (3.19) легко видеть, что для оценки с*  ' (х') достаточно оценить 
/.՛ (х ), определяемые формулами (3.20). (В (3.20) оператор 11 мож­
но опустить, так как Ф; (х , х„) —гладкая функция но всем простран­
стве, а интегрирование по ;я означает в х-представлении сужение на 
гиперплоскость х„ 0). Далее, используя неравенство Коши-Буняков- 
ского (так же как в [2] и |5]) и (3.7), получим

fl՜' (•։')!< f | (1 п |։'|-՜> I 1 ’>«Ф- (5) Ժ;« Cf\ L. (5.17) 
2

Из (5.16) и (5.17) получаем (4.13). Лемма доказана.
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II . մ փ ո փ ում

//.յս աշխատանրում ապացուցված է, րնց Հանուր տեսրի սիմվոլով պարա­
մետրից կախված ծայրի աիպի ՛Հավասարման »ամար եւքրային խնղրի միար­
՛ա՛ր լուծե[ի"էթյունր կիսատարաժու ք1 յունո։մ •

Բացի ղրանիդ, և հիմնավորված Լ մ ի մեթոդ, որն արտահա յտում Լ
մոտավոր լուծումը փորը պարամետրի նկատմամր շարրի տես ըով: Ւնչպես և 
դիֆերենցի այ »' ա վ ա ս ա ր ու մն ե ր ի ղեպրում, լա ծ մ ան ա ս ի մ պ տ ո տ ի կ ան պ ար ու­
նակում ( այսպես կոչված եղրային շերտի տիպի ֆունկցիաներ, որոնը կոմ­
պենսացնում են եղրային պա քմ անների րավարարման մեջ եղած շեղումը։

L. D- POKROVSKYI

THE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR EQUATIONS 
IN CONVOLUTIONS, CONTAINING PARAMETER

Summary

The simple solvability for homogeneous boundary value problem in 
the semispace for an equation in convolutions with symbol, depending 
on parameter is proved.

Furthermore the method of constructing the approximate solution 
in the form of a series of powers of the small parameter is pointed out. 

As in the case of partial differential equations, the approximate 
solution contains the so called boundary layer functions, which compen­
sate the discordance in th*  boundary conditions.
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