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ОБ ОЦЕНКАХ РОСТА КАНОНИЧЕСКОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Статья посвящена оценкам индикатрисы /։ (?) и 
рисы Ь (?) целой функции

нижней индикат-

(г ге‘), (1>

где ря| — последовательность комплексных чисел, удовлетворяющая

условию Нт —- ос. Сначала рассматривается случай, когда
" - ” Рл|

р-п) — последовательность положительных чисел с нижней плотностью

а Кт — и верхней плотностью ’ «= Вт —. А. А. I ольдберг изу- 
л -» « “ 1.п

чал более общий класс целых функций, считая заданными верхнюю и 
нижнюю угловые плотности нулей [1]. В частности, для функций вида 
(1) и положительных полученные им оценки являются точными во 
всем классе. При этом нижняя оценка для И (?) стремится к —<х при 
?—*0 (и при ? — ~). И. Ф. Красичков нашел условие, необходимое и 
достаточное для того, чтобы при всех ? (?=^=0, ? =/= ") имело место 
неравенство Ь (?) ^> С, где С константа, однако примененный им 
метод не позволяет оценить эту константу [2|.

Ниже при некоторых дополнительных ограничениях будут найде­
ны такие функции /У։ (?) и Н., (?), что Нх (?) < Ь (?) Л (?) Н2 (?), 
причем Нг (?) — Нг (?) — 0 равномерно в интервалах (0, “), (", 2՜), ес­
ли Р — а — 0. Этот результат был доложен автором на Международ­
ном конгрессе математиков в Москве [3].

1 . Пусть {/֊,3 — последовательность положительных чисел с ниж­
ней плотностью л и верхней плотностью р<^ос. В силу симметрии бу­
дем всегда рассматривать рост функции / (г), определенной равенством 

(1), только для 0 ? —. Если 0<а а, 3'^>р, то при достаточ­

но большом п имеем

(2>

а так как величина

г4 г:— —2 — соз 2?-Ы (/^>0)
Ր Ր
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при — 'i — возрастает с уменьшением /, то

х / û/2 2ri >-Ч- 

л-А л '

и, следовательно, при любом е^>0 и достаточно большом г

я (а' —в) sin? —In /(re'-)j ~ -f- s) sin ?,
Г

то есть «а sin ? Г. Л (?) h (?) "3 sin ?, так как а' и 3՜ можно взять
сколь угодно близкими к а и 3. В дальнейшем, имея это в виду, мы 
будем в неравенствах (2) писать, для простоты, а и 3 вместо а' и 3'.

Пусть теперь 0 ? •—. Тогда функция р (/; г) (г фиксировано)
4

убывает от — -■ до sin 2 s, когда t изменяется от 0 до —-------
V cos 2?

/ f X
jp = 1 при i -------------- ) и возрастает от sin 2- до 1, когда t
\ У 2 cos 2?/

изменяется от —т=------- до — ос. Пусть число п таково, что
У cos 2?

Г г / ■ \ / п \ ■ •>п- '„■-!> -^֊֊ , тогда р (/֊п; z)<p ( —; z ) при п п и
у cos 2? у cos 2? \ ? /

р(/я; z)<p (֊ ; г} при л>л'. Пользуясь неравенствами (2) будем

иметь — • . ■ , ------- > . ֊ . , откуда
։3 ) cos 2? а | cos 2?

К^-Х. (-3)
pcos2? | cos2?

Положим далее п։ = —. I, п, -------1 , тогда — ■ . — Г— ,
I р cos2?J " У cos2? а | cos2?

-~2 ՝}> . Г —, поэтому, в силу (2), р (>֊„,; z)^>p I —; z) и, тем бо- 
р У cos 2? ՝. а / 

лее, р (>я; г) > р ; г ) при п<^ п։; аналогично р ^)^>Р ( г 

и, тем более, р (Хп; г) ~^>р ( г ) при п^>л2. Заметим для дальней 

шего, что имеют место очевидные неравенства
ar , ar fir rfir ,

У cos2? I cos2? У cos 2? ' Vcos2?
а также, как это следует из (2), 

ar 1 г -, Зг 1
3 | cos 2? 3 |/ cos2? Л" а | cos 2? (4)

172—4
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Из определения чисел п’, п1։ п։ следует

2 . Перейдем к оценке произведений, входящих в (5). Заметим 
сначала, что при 9=/=0

~ — Г q о \du, (6)
2 J \ и '

п՛ - ։

где q (/, н) = In [(f — cos 2s)s + sin՛ 2?]. При и > . —■=֊ всегда
| cos2s

/ 7 p \
q (—, ? ) 0, и поэтому при достаточно большом г из (3) и (6) по-

\ и /
лучим

— in [] р(—\ге*- )С~- i q I \ du.
г JA. \»' / 2г. J Ч\и՝/

Выражение в правой части последнего равенства (как легко в этом

убедиться с помощью подстановки —-— =/) не зависит от г и является 
и”

некоторой элементарной функцией от ?; обозначим ее через (а, ?, ֊). 
Не выписывая (ввиду громоздкости) эту функцию в явном виде, заме­
тим лишь, что

g։ (’. ,3, 01 = - ? In (?" — Xs) - a In +2,3 In ?
P — «

И gl ( ₽-, -7-) =°.
\ 4 /
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Аналогично имеем

(7)

п* + 1
7./* У ГЕсли?<«1 2, то при ——— и < -т-С - имеем

I cos 2? I cos 2® u~ и*
/ ^гг2 \ /Зг \<2 cos 2 поэтому —-—cos 2? J2 cos22?, следовательно<ц‘

О и поэтому из (3) и (7) при достаточно большом г следует

— In

Выражение в правой части последнего неравенства не зависит от г и 
является некоторой элементарной функцией gj՛(я, 3, ?), причем

gi” (а,?,0)=-я1п(Й։֊а։)֊? In ^֊4-2а1пя;^։>(а,?.4) = 0- 
р—я 4 /

г — if \Если р > а | 2 , то при ----= и <С . —֊ = имеем q Г—, ? )> О
V cos 2? I 2 cos 2® \ и /

и поэтому теперь оценка иная:

Положив g2 (я, 3, ©) = g: ' («, 3. ?), если J | 2 и g2 (я, °, у) = 
— g^C3» ?)» если 3 а ] 2 , мы приходим к следующей оценке:

л (?) ֊11 (?), (8)

где Н( i) fl sin ? при — © ֊. — и Н ( ՛-) = кр sin ? + (я, ?) —
4 2

— g2(3, ®) при 0 ? —(оценка справедлива и при ? О, в силу не-
4

прерывности как функции //( ?), так и индикатрисы h (?)). Заменим, 
что в силу тригонометрической выпуклости индикатрисы из (8) сле­

дует, что при 0 —
4

Л (?) (*₽ — Ао) sin ? 4- /i0cos ®,
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где Ло = (։> 3։ 0) (а, ₽, 0) (Ао = Л„ (», ?) — непрерывная функция,
^о^>О при р>а, 0 при 3 = а).

Повторяя те же выкладки, что и выше, и учитывая асимптотиче-

ские равенства — ~ _ ։ Л- ~ у 1 получим
г у^соз2? г 1 соб2?

; re'՛ ~gt (’, «, ?).

причем, как легко подсчитать, g1 (։, 3, 0) = 2* 1п 2 и

— П Р (—; ге'Л~?2։) (?,?,<₽), 
г» -Л, X р

причем (?, 3, 0) = 23 1П 2.
Что касается последнего множителя в левой части (5), то оче­

видно, что
п։-։ я,-։

In |՜] р(>»; re1)— In 1
*=".+։ *֊л, ։ 1

О֊«) г
J cos 2с

In sin 2 ?,

так как п, О у) г
I cos 2 s

и пип — sin 2с.

Таким образом, доказана оценка

л (?) >- //(?),

где //(?) гл sin ?, если— ?— и

Л/ (?) = "J sin ? - g.2 (3, 3, ?) — gi (։, ։, ?) 4-

(9)

1 r 2— In sin 2?, 
> cos 2?

если . Нетрудно проверить, что оценки (8), (9) справедли-

вы и при ։ = 0.
Оценки (8), (9) по существу содержатся в упомянутых результа. 

тах А. А. Гольдберга (хотя и не в такой форме).
3 . Предположим теперь, что ?^>0 и последовательность нулей 

{/•я} функции / (?) удовлетворяет некоторым дополнительным усло­
виям. Пусть, сначала, существует такая положительная постоянная 7, 
что для некоторой монотонной и дифференцируемой функции Г (х) 
такой, что /г(п)=>.,< (п=1, 2,•••), имеет место неравенство Е՛ (х)>? 
при любом х^>0.

Так как 1п 0 тогда и только тогда, когда

/ ——-т= то
j 2 cos 2 s
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Л л>

«)Л jçJ ’(тО*X. /,
(10)

здесь Fl F (ni), F. F(n2), Ft inax(Æ։, ֊------T=). ® функция,
\ J z cos zp /

обратная по отношению к F. Вычислив интеграл, стоящий в правой 
части последнего равенства, получим

л՜,
<? Ç—, г Г [Ф (vs, ?) — Ф (։>,. р) + (v., -) — Ф(т>։, р)] • rOFr, г),

7,
/F 1 \ F.где Vx = max ( 1, ------ ---- ), vs = * , Ф (v, р)
\ г У 2 cos zp / r

= ( t> — cos p)
1------cos ?

V
sin2 p

‘1’ (v, ç) (v 4՜ cos p) In cos p ) -Г sin'-’ p 
v /

а О (р, г) = sin р-0(1) — функция, которую мы не будем выписывать. 
Из определения величин t»։, v., и неравенств (4) следует, что (асимп­
тотически)

/а 1 \ х 1 ?шах ( ֊—, ..........  — ) v։ г ■■ ■ vs z_ —— . (Ill
\ Р 1 cos 2р ) 2cos2p/ ycos2p cos 2-

и
n . /? ’ \ 1 / 3 1 \ 1О V., Vi < min ( —----- — )————,------7=- )

\. a ? /I cos2p \ a /2 '1 cos 2?

Функция Ф (и, р) непрерывна, как в этом легко можно убедиться, всю­
ду (в том числе и в точке V -1, р 0). Оценим разности Ф (г>:, 0) —

— Ф(г»։,0) и Ф (и2, 0)—Ф(г։, 0). Имеем

ln± 1
\ V | V /

Уравнение Ф'(п, 0)=0 имеет единственный действительный корень

г՛, —— - (0,78<^г»о < 0,79), где н0 — корень уравнения е_"=еи(0,27 2
1 + «о

<С «о < 0,28). При г> и„ функция Ф (о, 0) имеет максимум и, так как

ï’o
• 1֊, то из (11) получаем

—, о a

Итак, если —

Ф (vs, 0) - Ф (vi, 0) > 2 (fl — a) — In 
a
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Если же —

Ф (и2> 0)-Ф (и։. 0) ?(■֊ — 1
\ а

2

(мы воспользовались тем, что V" — корень уравнения Ф (у, 0) 0),

то есть в этом -1 - 0,56.

Что касается разности Ф(и2, 0) Ф (-’։» 0), то оценим ее по формуле 
Лагранжа. Имеем всегда

Ф' (V, 0) 2 1п — <0, Ф"(п) = 
V

_1_. + 4 
и (о-р!) V*

и поэтому
*1’ (гм, 0)— Ф(и։, 0) > (гл, — г>։) т։п Ф'(։’> 0) = (и2 — ^։) Ф,(и։> 

|։՛,. V.)
1
7“

Ф (и2, 0)

Если же 3 11 2 , то

Ф (и2, 0) — Ф (и։, 0)>2( ■—֊=
\ а V 2

1

Таким образом, при ~ близком к 0 имеем асимптотически

гге^1

*=П|+1

_ 0(2)
7 7

где О (?) зависит также от а и но Пт О (?) =• 0 при любых а и ֊, а

Л (։.?)= /₽_ ,) ±1п(1
2 \

если ֊ и0 =0,78- • •, 

к (2, 8)=(₽ »)[—1п 0,28,



Об опенках канонического произведения 133

1 если------
I 2

Я , — v0, и

0,28 + 0,543 — д
а ?) = ■— ։° а

£ _ 1_
V 2

1 . 1
если — < -7՜-= •? ^/2

Итак при 0<? имеем

& (д 8) О (ф) ~~
h (?) w sin 9 ■u g.’(?•?,?)—g։ (», ------ ՛֊՛ - —— = А/(?).

7
причем н(— ) = ~2 sin —. Функция ՝ - голоморфна в любом угле 

~ \ 4 / 4 f (г)

0<о-С9<-—, и ее индикатриса не превышает в этом угле— Н (?)• 
4

Обозначим Н (0) = Л„. Из непрерывности функции Н (?) и тригоно­
метрической выпуклости индикатрисы отсюда следует (о можно взять 

1 7Гсколь угодно малым), что индикатриса функции-------в угле 0<jp —
f (*) 4

не превышает величины
- V 2 Aosin ----9^ — "։ sin 9.

Следовательно, при 0 9 - имеем

Л (з)>֊։ sin 9 + ) 2Ausin(------ ? ) = ("։ — Ао) sin 9 ֊+֊ A0cos 9, (12)
\ 4 /

причем

Ло== -2(р_а) |п 2 : 
— УI 

(А0 = А„(т, 3) непрерывная функция, Л0<^0, если Ло = 0, если 
Р = »)•

Условие Р‘ (х) можно ослабить. Из приведенных рассуж­
дений следует, что оценка (12) сохранится, если потребовать лишь, 
чтобы для некоторого 9 ^>0 множество (х) точек /^(0, х), в кото­

рых &' (0 ^> —, было таково, что 
7

9' (0^ (х)>
(х)

Действительно, в этом случае неравенство (10) сохранится (и даже 
усилится), если к его правой части прибавить величину
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P(r, з, •;) = — Ч (—, ?)'fj (/) dt, 
2 J \ t /

а

где G= [F։, FJOC., a E — множество всех точек t, в которых rJ (!)>

P(r,<f, ֊)> — In sin 2?- 6' (/) dt,
(X)

а так как F, ——— — . _ то прц любом ? #=0, в силу сделанного
։ I cos 2 у

предположения,

lim — P (r, <p, ’() = 0.

4 . Итак, если {>.„} — последовательность положительных чисел с 
конечной верхней плотностью, найдены функции АД (з, 3, -), АД (я, р, ՛■?) 
такие, что

АД (я, 3, <р) <л (<Р)<л (ф)< Н2 (а, ,3, ?) (13)

(АД и Н., четные функции от ? и АД («, р, ? ") АД/ (а, P, f), i 1, 2). 
При некоторых дополнительных условиях lim (Н., — АД) 0 равномер- 3 ֊♦ а
но. Перейдем к случаю, когда {>п!—последовательность комплексных 

чисел, расположенных в угле |argz| (0Пусть з [я,6|— 

некоторый отрезок, з։— интервал, полуинтервал, отрезок или точка, 
°. П ~к 0 при i=pk,s- U’;, ® и р меры, заданные на з, причем 
0 а (з;) ■ р (з,) < Л/ для любого з/ cz з, а К (я, ®, у) — действитель­
ная функция, ограниченная в области 0 ։ Р С М, а Ь. Пусть,
наконец, / некоторый признак, в соответствии с которым всякому 
з/ ставится в соответствие точка р/, принадлежащая з(. Положим, по 
определению,

К[Н</=), 3 (*), <-] = sup V [a (3J, 3(з(), pj,

i К [а (</=), р(^з), 0] = inf 5^[а(з;), Р(з,), ij,

где верхняя и нижняя грани берутся по всем конечным и счетным раз­
биениям отрезка з.

Если z — re-, w — ре'*, причем г и р фиксированы, то величина

возрастает и убывает одновременно с |sin (х — &)|, поэтому ес­

ли признаки Д и Д состоят в том, что при заданном у для множе-



Об оценках канонического произведения 135
' ■—---- — - - ' " ' ■' "е"՜ " " '

ства ~1 выбирается такое 9 = % ! , для которого величина
!51П (- — 0)| наименьшая, соответственно -наибольшая, то из (13) сле­
дует, что для индикатрисы Л (?) и нижней индикатрисы Л (?) функции 
/(г), определенной равенством (1), вне углов !аг^ (. г)1 < » имеют 
место оценки

\ /А[и^).?(^). ?-9| <Л( ?) < А ( ?)« | а (</=)• з (</=), ?-0],

где з [— ». '•]> а (’/). ? (3/) соответственно нижняя и верхняя плот­
ности той подпоследовательности из для которой аг£>я£з,-.
Московский институт химического 

машиностроения Поступило 20.VI.1967

Դ. I.. ԼՈԻՆՅ

ԿԱՆՈՆԱԿԱՆ ԱՐՏԱԴՐՅԱԼԻ ԱՃԻ ԳՆԱձԱՏԱԿԱՆՆեՐԻ 1րԱ11ԻՆ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Աշխատանքում հա ------- X պայմանի առկայության դեպքում
IՀI

դն ահ ատվում է

/ Դ \

/(-)=ո(1՜^)/1-1 ՝ 'ո Հ

ամրոդք ֆունկցիայի ինդիկատոր ֆունկցիան և ստորին ինդիկատոր ֆունկ­
ցիան !

Տրվում Լ բավարար պայման {*՝/։} բազմություն ր պարունակող անկ­

յուններից դուրս ստորին ինրքիկւստոր ֆունկցիայի ներրևից սահմանափակու- 
թւան համար։

Այդ պայմանի դե պ բում ստորին ինդիկատոր ֆունկցիա յի համար տեղի 
ունի էֆեկտիվ դն ահա տակտն։

G. Լ LUNTS

ON ESTIMATIONS OF THE GROWTH OF A CANONICAL 
PRODUCT

Summary

The indicator function and the lower indicator function of an en­
tire function

1֊ — • 2

If I 1 • *are estimated for the case Inn •- x>.
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A sufficient condition is mentioned which assure« the ( uniforme 

boundedness from below of ll1' l<>“'lr '“’^ilion'elfecUve estimation 
les containing the set {*•«}• Under this cc ՝ 
of lower indicator function is carried out.
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