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Введение

Исследованию корректности различных задач для гиперболичес
ких уравнений с данными (всеми или некоторыми) на линии параболи՜ 
веского вырождения посвящен ряд работ (см. [1,2]). Наиболее подроб
но исследована следующая, представляющая, по-видимому, наибольший 
интерес, задача Коши

-Д2(х, у) U„ + Uyy aU.< + MJy + cU-vf (у>0, 0 х<1), (0.1) 

U (х, + 0) = р (х), Uy (х, + 0) = v (х) (0<х<1), (0.2)
где

Д (х, у) = <՛< (х,у) Д (г/), 1 const, Д (у)>0 (i/>0), Д(+0> =

= 0, Д' > 0. (0.3)

Л. Берс [3] показал, что задача (0.1) —(0.2) корректна в классическом 
смысле, если в уравнении (0.1) отсутствуют члены низшего порядка.

В дальнейшем было замечено, что ограничениям нужно подвер
гать только коэффициент а (х, у). Следующее (по-видимому, до сих 
пор наиболее общее) условие корректности установлено Проттером [4] 

а0(х) = lim У а-(-' = 0 (0<х<1). (0.4)
у-+9 Д(у)

Однако даже в случае степенного убывания функции Д (у) это усло
вие оказывается жестким. В частности, при Д (х, у) у Хельвиг |5| 
показал, что достаточна оценка ап(х)<^2, а при Д (х, у) = у՛ (։>>0) 
Чи Минь-Ю |6| указывает оценку а0 (х) < а. Из недавних результатов 
С. А. Терсенова для гиперболической системы |7| следует, что если 
Д (х, у) = у! (а>0), о0(х)< const инее параметры задачи (0.1)—(0.2) 
дифференцируемы по х достаточное число раз (в зависимости от а0), 
то эта задача поставлена корректно.

Случаи нарушения устойчивости в классическом смысле были от
мечены Геллерстедтом [8] и И. С. Березиным |9]. Именно последним 
было показано, что существует решение задачи

«/2’ZZrx + £/yy=£/x («>1, у>0, 0<х<1), (0.5)

U (х, +0) -?1П~ Х / или -С-°- '* Л (->0,<->1), Uy (х, 40) =0, (0.6)

непрерывно дифференцируемое при у >0 и такое, что
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|1т тах \и (х, у)| = т (0.7)
*— + « 0 у /, (-) 

и .г 1 
где /։(■:)—*0 при - —» 4՜ оо, в то время как начальные данные вместе 
со своими производными до к-го порядка, очевидно, стремятся к нулю.

В предлагаемой работе упомянутые выше критерии уточняются и 
обобщаются.

§ 1. Постановка задачи. Основные результаты. Рассмотрим 
оператор

Ш = АПЖХ + 2Ви„ г Оуу (у>0, 0<х<1), (1)

где функции А (х.у) и В (х, у) непрерывно дифференцируемы при 
у^>0 и

А= (х,у) = 5а֊Л>0 (у >0), А (х, 4-0) >0. (2)

Изучается задача Коши

ВС/— а (х, у) их+ Ь (х, у) Уу -г с (х, у) и 4-/(х, у), (у>0, 0 х 1),
(3) 

и (х, 4-0) = -л (х), Уу (х, 4- 0) = > (х) (0<х 1). (4)

Характеристики уравнения (3) определяются из соотношений

</х = Ф, (х, у) с/у (у 0, ։=1,2), (5)
где

Ф։ = В 4- А, Фа -•= В— А, А = Ф։Ф։, (5')

2В = Фг 4- Ф2, 2А ф։ Ф2.

Решение задачи (3) (4) ищется в открытом характеристическом тре
угольнике О, опирающемся на отрезок (у = 0, 0 С х 1).

Задачу (3)—(4) можно привести к виду (0.1)—(0.2) с симметрич
но расположенными характеристиками, однако для этого нужно иметь 
явные уравнения характеристик. С другой стороны, один из основных 
результатов (теорема 2) теряет свой смысл при замене переменных, 
и поэтому мы выбираем форму (3) исследуемого уравнения.

Приведем формулировки основных результатов.
1՝. Для произвольной функции (х, у), (х, у) непрерывной

при у^>0, введем обозначение

?* (у) = 1?(х,у)1 (у>0). (6)

Обозначим далее
։։ = а ЬВ 4՜ Ву Ау 4՜ В (Вх 4- А,), з, = а — ЬВ 4՜

4- Ву 4- Ау 4- В (Вх - А.г), 2Аа = |а։| 4- \а2|. (7)

Теорема 1. Пусть функции а, Ь и ус непрерывно дифферен
цируемы в И по х 2р 4՜ 2 раза (р -0), функции А, В и /— 2р 4՜ 3 
раза, а функции ՝» и (1, соответственно, 2р4*4 и 2р 4՜ 5 раз; кроме 
того А и В непрерывно дифференцируемы в И по у.

Если для некоторого г ( 1, 2)
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(о </
о

(у >0), (8)

где
.՝■ I,

/р(у) | 3ЛЛ)(у —А)^ ’■ (АМА А) ••

рР
■ ’ ’ ®< Ер • 1) Ер (р+\) Жг,+1՛ • • <и1։ (8 )

и
то задача (3) (4) имеет единственное решение и, обладающее не- 

и ~
прерывными в Е производными--------------0 = 0, 1,2; / + 1). Это

дх* ' ду‘
решение устойчиво в следующем смысле: пусть функциям /х, н и 
\ (/=1, 2) соответствуют решения Е,. Тогда для любого =^>0 су- 
гиествует такое ь о(2)^>0, что из оценки

■гр -з

г !£</■֊«
2р+4 । лктах ок

х ях*»-о ՛х

следует

'2р + Ь
+ 2

* -о
тах

х
д» 

дхк
"С *

2 р+1

1-0 *-/

тах
Я

д*(Цг-и։) 
дх"-' ду'

< е.

(9)

(9')

2 . Зафиксируем некоторую область 2 комплексной плоскости 
г х И, содержащую отрезок (/ 0, 0 х 1). Непрерывную в
£) функцию ® (х, у) отнесем к классу Н (О, 2), если при каждом 

фиксированном у 5 0 она аналитически продолжается по х в область
Теорема 2. Если функции А, В, А, а, Ь, с, /, 11 «’ принадле

жат классу Н (О, 2), то задача (3) — (4) имеет единственное ре
шение и (х, у) (О, 2։), где область 2։ также содержит отрезок 
(/ 0, 0 х<֊'1) и зависит только от 2.

Это решение устойчиво в следующем смысле: пусть функциям 
, !Ч •< *1 (/ 1, 2) соответствуют решения Уг. Тогда для любо

го ՛- }>0 существует такое ь — с>(&)՝7>0, что если

՝/> У՝1 !■: (?■,У)| + |н (г) ֊ !\. (г)| + Ь։ (г) -'<• (г)|<'л г б ^>0, (10) 

то
\ЕЛ(г, у)—и,(г,у}\<^։-, г(:-х, У 0. (Ю')

Упомянутый во введении пример И. С. Березина показывает, что 
из оценки (10) при 1т г = 0, вообще говоря, не следует оценка (10) 
при 1т г 0. В то же время из этого примера, аналогичного извест
ному примеру Адамара для уравнения Лапласа, и из теоремы 2 еле- 
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дует, что задача (3) —(4) может обладать свойствами, присущими за
даче Коши для эллиптического уравнения.

§ 2. Система интегральных уравнений. Прежде всего заметим, 
что без ограничения общности условия (4) можно считать однород
ными

и(х, + 0) = 0, иу (х, -|-0)=0 (0<х 1>. (4')

Действительно, если 1У (х, у) — решение задачи (3) — (4), то функция

х+у
й (х, у) — и (х, у) — |1 (х) — у (/) <7/

X

является решением задачи (3) (4 ) с измененным свободным членом.
Обозначив правую часть уравнения (3) через 7՜ (х, у, и, Ь',, I •), 

перепишем его в следующих двух эквивалентных формах:

/ГТф? — V 1+фГд~ = г+ (^ +
С>51 О$2

1 — |/ Т~фГ — = Г + (Ф1у + Ф,Фи> Ь'х, (11)
■ С*5։

где через х։ и з2 обозначены составляющие с осью х ֊0 острый угол 
направления характеристик (5) при 7 — 1, 2 соответственно.

Здесь учтены очевидные соотношения

у= А (/=1,2). (1Г)
дз, Оу дх

Если I) — решение задачи (3)—(4'), то уравнения (11) перепишут
ся в виде*

^1+Ф։^՜ [ I/7-*-(Ф։у 4֊‘М’2х) их}(1у.

I = С {^4֊ (Фь + Ф։Фи) иг, гУ, (12)
С*5։ 3

I,
где через I, = 1‘ (х, у) (7=1, 2) обозначен кусок характеристики, за
ключенный между точкой (х, у) и осью у = 0.

Воспользовавшись формулами (11) и обозначив

к = //.г, (13)

придем к системе

2ИЛ= I (Г+(Ф1У + Ф2Ф1Х) У\с1у-

‘ Здесь и далее мы пользуемся криволинейными интегралами второго рода - 
содержащими дифференциал ординаты.
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| {F Т (Фгу 4- Ф.Фгг) V\ dy^R{V, lf ), (14)

Г

UZ \ F-t- (Ф։,4-Ф2Ф։.) '/}dy = S(V, HZ), (15)

՛.
где

F = f(x, у, f Wdy, V, W- Ф։ V | • (15')

Таким образом, если существует непрерывно дифференцируемое 
в D решение U задачи (3) (4'), оно восстанавливается из некоторо
го решения системы (14)֊ (15) по любой из формул

Y
(7= j IFrfÿ, U= ( ( HZ—Ф։р) </y. (16)

t, u

§ 3. Сведение к системе (14) — (15). Система (14)֊֊(15), вообще 
говоря, не эквивалентна задаче (3)—(4 ).

Действительно, пусть, например, в уравнении (3) Ь=с=/ ^0, а 
функции А, В и а не зависят от х, 4 (0) = 0. Легко проверить, что в 
этом случае система (14) —(15) имеет ненулевое решение 

V -1,
у

‘ а (О dt -1֊ Ф։-5(0),

однако формулы (16) представляют различные функции, причем при 
а 0 ни одна из них не является решением уравнения (3).

Из решений системы (14) —(15) нужное нам решение выделяет 
следующая

Лемма 1. Пусть система (14) —(15) имеет непрерывно диф
ференцируемое в И решение (И, И7), причем V (л՜, +0) •- 0 и 
(см. (6)) 

у
И>,-(Ф։И),|* <1у< + °с (у>0). (17)

о

Тогда функция И, восстанавливаемая по любой из форлгул (16), 
является одним и тем же решением задачи (3)—(4').

Доказательство. Из (14) и (15)

77^7 А (^-21/А)

= (Ф|у - Ф.у+ Ф|.<Ф2 - Фг.гФ։) и (у>0).

С другой стороны, согласно формулам (11') это же выражение запи
сывается в виде

2 (ИА)У + Ф։(|/Д)Х-Л1ГД.
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Воспользовавшись соотношениями (5 ), получим, что

Г¥= 1Г։ —(Ф։И)г.

Проинтегрировав это равенство, из условий леммы получим 
у

и= 1’ {1Гх-(Ф։ и.) <1у. 

п
Таким образом, функция 

у 
и- С (1Г - ф, И

дифференцируема по х и (Л = И. Так как, очевидно, Уу Н - 1 ։ I , то 

по (11')

К1-ь = (Л 4- ф։ ил = и 
Я.

или, согласно уравнению (15),

А | 'ГТфГ — = ^ + (ф1 V + ф5фь ) Ь'л, 
С*$։ »5։

где Г=Г(х,у, и, С'х, Уу).
Лемма доказана, так как, очевидно и (х, —0) — 0 и (/у (х, 40)— , 

а уравнения (11) эквивалентны уравнению (о).
§ 4. Вспомогательные построения. В этом параграфе устанавли

ваются некоторые вспомогательные предложения, на которые опирает
ся доказательство основных теорем.

1 . Рассмотрим уравнение

\ К (1)и (П сП + / (у) (0< у Уо\. (18)

и
где функции А՜ и / непрерывны при у^>0 и 

ь
* | ДГ(()Л«ос. (18՞)

Уравнение (18) иногда не имеет решения (например, при /= I и 
А'(у) 0). С другой стороны, если А' 0, то функция

^0(у)«ехр А (Л Л (19)

очевидно является непрерывным ненулевым решением однородного 
уравнения.

Если функция / удовлетворяет условию

+ (20)
? Уи (/) 
о
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то единственным решением уравнения (18), удовлетворяющим условию 

1Лу)= ио(у)о(1),у- + 0 (20')
будет функция

«(у) />У) и0(у)\ ֊ ^у)('-~֊л, (21)

,՛ (Л '-'0 (г)
<1 о

причем правая часть этой формулы соответствует дифференцируемой 
функции /.

Формула (21), очевидным образом видоизмененная для уравнения 
на характеристической кривой, в дальнейшем будет неоднократно при
менена.

Л е М м а 2. Пусть ряд е (у) — V еч (у), где во (у) 0— непре-
л-0

рывные при 0 Су уа функиии, равномерно сходится, и £ (у) удов
летворяет условию (20). Если

у
'»»(у) I к (/) <•>„ ! (/) Л 4- ея (у) (п > 1, «>0 = Ер, 0 у у0), (22) 

то ряд » (у) = V ‘“я (у) (0 у у,,) ри- номер но сходится и ею сумма 

удовлетворяет условию (20 ՝.
Очевидно, что можно ограничиться случаем, когда в 

ниях (22) стоит знак равенства. В этом случае
соотношс-

X п в 
«1„(у) I К (/)>?

3 г?, и

У
( ( А(Т)։/- 
՝ ж/

<Л -*֊ ея (у),

откуда

У ”я(у) = КН) V А/ I л,‘(-) V еД/)Л -Г- У Ея(у) 

п-0 у *-=!*։ ՝ »•' ' 1-0 п-0
(р > 0).

В силу условий леммы можно под знаком интеграла перейти к 
пределу при р -» )- °о, поэтому 

~ у
Чу)=У ц>я(у)=^и(у) Г 

и-« л 1-о ։*)и

Поскольку функция о>, очевидно, непрерывна, по известной теореме 
Дини (см., например, |10], стр. 454) ряд - о>я сходится равномерно.

Сделаем некоторые замечания. Легко усмотреть, что если в оцен
ке (22) к функции А՜ прибавить интегрируемую при у 0 функцию КА, 
то утверждение леммы 2 останется справедливым. Менее очевидно 
следующее замечание:лемма 2 останется справедливой, если вместо (22)
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у У
о>„ (у) < Г Л*) { 1 + у а (х) 4/х | <■>«-! (#) (И + з„ (у), (22')

О 4
где функция а (у) 0 интегрируема при у 0.

Нетрудно видеть, что достаточно доказать существование реше
ния уравнения 

у <
и {у) = £/(*) +а (*) У^(') £/(') Л +/ (у), (18')

(I и
удовлетворяющего условию (20), если / этому условию удовлетворяет. 
Для этого, обозначив

у
F (у) = j՝ K(t) U(t)dt, 

о 
перепишем (18') в виде

у
U(у) = F (у) + J՛ a (t) F (f) dt + f(y),

(1
откуда 

у у
F(y) = U(y)—f (у) — а (#) ехр (- [ a (~)d~ ) (U (t) — / (/)) dt 

J t
VJM

и это уравнение, согласно первому замечанию к лемме, имеет нужное 
нам решение.

2°. Докажем, что уравнение*

У(֊+“д) &<&+£ $и+№У, (23)

где функции тах \а[, тах |₽( и тах |/| интегрируемы при у > 0, имеет 

единственное решение, удовлетворяющее условию II (х, +0) = 0. Для 
этого обозначим

Уо

(*, У) = (з։) <н!у,

Двойной интеграл здесь и далее считается распространенным по характери
стическому треугольнику с вершиной в точке (х, у).



О задаче Коши 87

где у0 0 — некоторая постоянная, а интеграл взят по части характе
ристики с направлением з2, проходящей через точку (х, у). Зафикси

ровав определенную характеристику и воспо/.ьзовавшись формулой 
(21), без труда можно доказать, что уравнение (23) эквивалентно сле
дующему:

£/=е” С-Ц^֊ А Г С (?£/ + /) 4хс1у | С1у. (23')

Обозначим теперь через

«— ? (г1, X, у)

уравнение характеристики с направлением з1։ проходящей через точку 
(х, у). Так как функция » непрерывно дифференцируема по х, то урав
нение (23') можно переписать в виде

11= 2е’՛ ։ е՜®1 I (₽(/ + /) (24)
J и их
*а н

а к этому уравнению уже без помех можно применить обычный метод 
последовательных приближений.

3°. Пусть теперь функции я, В и / непрерывно дифференцируем 
в О по х р +1 раз (р^г-О).

Рассмотрим оператор

£И= 2 ) уау + у (аК + /) ау =

I.. ' 2 1,-1,

= 2 Г(~ + ?Д) уад + [ (« у+/)х ахау. (25)

I,

В частном случае, когда 6==с = 0, система (14) — (15) сводится к 
уравнению

21/Л = АИ, (х, у)^£), (26)
где 

а = а + Ф2у -I- Ф^Фз.г, Р = — Фдх- (26')

Это уравнение, как мы увидим ниже, уже заключает в себе все те 
специфические особенности задачи (3)—(4'), которые являются след
ствием вырождения типа уравнения (3).

Рассмотрим далее функции Ур-ь (х, у) (Л = 0, 1, ■ • р), опреде
ляемые системой

2иР*_*д =21՛ д֊- Г С V с{+1 а(*+։-° ахаУ+ 

г՜ «=«
+ ^/^ахау, к = 1,---, р—1; (р>о), (27) 

где функции а и / дифференцированы по х, а функции А и В счита
ются не зависящими от х.
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Нетрудно убедиться, что решение системы (27) сводится к после 
довательному решению уравнений типа (24), так что существует ну ж
пая нам функция И? (х, у) и I> (х, 0)=0.

В случае, когда А и В зависят и от х, уравнения (27) составля
ются следующим образом:

ся по х к раз (к 0, 1, • •

уравнение (26) формально дифференцирует- 
,. о** И . »,/7—1) и вместо —----- подставляется кр ц .

дх*
В этом случае мы получим, разумеется, гораздо более громоздкие вы 
ражения, однако и н этом случае оказывается справедливо.֊ еле дую 
щая

Лемма 3. Пусть

у)=2Р>-£^, (х,у) ^D.

Тогда (см. обозначение (6)) 
У У 1

\fP\ const Я* (/) j (т)</: j a* (7։)(z—<։) 

(I t о

(28)

(Q('։֊M
л “ 2

«♦ (?p_։) (f„_2 ֊ tp-i) dt.dt (P 1).

u
Доказательство наметим в предположении, что А и В от х 

не зависят.
Обозначим

а*=р**-4- «- = 1,2,---.р).
дх

Из формул (27) имеем

2И?Д-£^ 2(/^- 2 р' УРбу-

I,

| | (’Ир).«^хс!у = п^хЛу. (29)

С другой стороны, функции а» удовлетворяют системе

2а*А = 2 Уя^у ■ : </хс/у-1֊

I,
р »-I

+ И V с; ։<*-') ։(+1 Нх<1у (4 =-1, 2,• • •, р-1; р 1), (30)
Л Л I -и

ъР -2Д — К 1 =2 Г -'х,^у

а Г Рг՜1 г г
— - ֊ I У , а<*- ’-о ЛхНу — ) I уо'-ч ахбу.

дхЗ Л .1
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Применив результаты предыдущего пункта к системе (30), полу
чим оценки (см. обозначение (6))

const (у — /) а* (/) а, (/) dt,

* *-։
։*< const I (у — t) (аа* |- V а.) dt ■

У
У

const (у f) 2* (t) а»,1 (0 (it (к = 2, 3,- • •, р — 1),

о
2р const у2.

Применив эти оценки к формуле (29), получим оценку (28').
4'. Применим к уравнению (26) следующий метод последователь

ных приближений:
Г* ՛՛ с) \

2ИД = 2 ( ֊֊ -Фг,! । У^у (-
V՛ ' ^1 /

•1

-+- (а¥п-г/)х с^у. (31)

Согласно результатам пункта 2', при заданном /п_! это уравнение 
имеет единственное решение 1/л, удовлетворяющее условию 
И, (х, -0) =0.

Обозначим ">П -֊ /,— ’/п-1 (п>1).
Лемма 4. Если а и / принадлежат Н (В, 2) (слс. § 1, п.2 ), 

то
Vе« (*, у)| ■ Л/։ М" у‘Л. (32)

где Му и М2 не зависят ат х и у.
Доказательство проведем в случае, когда А и В не зави

сят от .с. Тогда (см. п. 2 )

‘”п =2 («“>п-1)х (п > 2), (33)

\ Л

“’։ = 2 И /< (1х(^у.

К, К

Пусть теперь 1,(£), 2). Тогда, как известно,

а* 2
I с/х* ох՝՝

< Су d А! (А>0), (34)

где Су и С2 не зависят от х и у.
С другой стороны, из формул (33)

֊■>„ = 2я
д— а 

дх
д

дх
(33''
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Обозначим

~ а (х, т,։) а (х, ^..) • ■ • |» (х,
Ох ОХ ОХ

Тогда, применив оценку (34), получим

л I,
• /„! = С". п\ V 1

'л ֊°

^Сз(2п + 1у С"п!,

откуда и из (33') следует оценка (32).
В случае, когда А и В зависят и от х, формула (33՜) сильно 

усложнится, так как в формуле (31) контуры и /, могут деформи
роваться при изменении х. Однако можно показать, что это повлияет 
только на значения постоянных Л/։ и М_.

§ 5. Доказательство теорем. 1°. В частном случае, когда 6 с ֊0, 
теорема 2 непосредственно следует из леммы 4. Действительно, из 
оценки (32) следует, что при малых у последовательность 14», по
строенная по формуле (31), равномерно сходится к решению И урав
нения (26). В то же время, формально продифференцировав формулу 
(31) по х к раз (к-1), можно показать, что функция V удовлетво
ряет оценке типа (34), т. е. принадлежит классу Н (£>, 2). Это заме
чание очевидно в случае, когда функции А и В от х не зависят, так 
как в этом случае формулы (33) можно дифференцировать по х под 
знаком интеграла.

Если же А и В зависят от х, соответствующие формулы имеют, 
естественно, довольно громоздкий вид, что, однако, не отражается на 
результате. Что же касается устойчивости в смысле формулировки 
теоремы 2, то она следует из того факта, что если !/ (г, у)| < о при 

у 0, то в оценке (34) для функции / можно положить С։ = 2, 
а число в оценке (32), как нетрудно видеть, можно взять сколь 
угодно малым при о — 0.

В общем случае, когда Ь или С не равны тождественно нулю, 
идея доказательства та же, и мы лишь набросаем схему построения 
последовательности ( 14, И7,,).

Положим (см. (14)֊(15))

2 г.д = 2 I ( — -ф2жд К <1у 4- С1՜ (Г+ (Ф2у + Ф/1’2.0 и„_։!х <7х<й7,
.1 X / ! I
I,

С {Гч- (Ф։, + ф.фь) Ия_,} Чу, я>1, Ио = О, (35)

причем вместо к и 11՜ в функцию Г (см. (15')) подставлены соответ
ственно значения 14,-1, И7«- Второе из этих уравнений определяет 
функцию через 14,-1, так как фактически является вольтерровским 
уравнением с непрерывным ядром (при с=0 можно даже выписать яв
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ную формулу). Решив первое из уравнений (35) относительно кЛ 
(см. п. 2 §4), можно, повторив все этапы доказательства леммы 4, 
получить оценку (32), которая, как уже указывалось, позволяет дока
зать теорему 2.

2 . Покажем сначала, что при Ь теорема 1 непосред
ственно следует из лемм 1 и 3. Для этого построим для системы 
(14) (15) разрешающую последовательность

2ИЛД = /?(ИЛ_։, 1И„),

1ИЛ = 5(ИЛ_1։ 1ИЛ), п>1, (36)

где принято Ио = Ир (см. п. 3° § 4).
При Ь с 0 эта система сводится к одному первому уравне

нию, причем, согласно лемме 3

2(И։-И)А = /р, (37)

откуда, обозначив = ]/п - 1^п-1 (п1>1), получим, что

2юЛД = ^ агшЛ_։с/у — а, шп_։ с!у (п 2),

2‘Ч1Д =/г. (37')

где я։ и определены в п. 2 § 1.
В тех же обозначениях из формулы (37 ), положив 21чЛД з„, по

лучим оценку 
у

=‘Л(у)< У а* (0 Сл-1(0^ (П 2), =1(у) Гр (У). (38)

Если теперь выполняется критерий (8) при / 1, то, применив лем
му 2 к последовательности з„, получим, что последовательность

И„}о+ равномерно сходится. Дифференцируемость функции И=1нп ИЛ 
по л- вытекает из следующих соображений: если формально продиф
ференцировать уравнение (36) по х, (а это допустимо, согласно усло
виям теоремы 1, и так как функция И„ зависит от производных / по х 
до р -1 порядка), то для определения Упл и 1^Л.Г получим такую же 
систему, как и (36), отличающуюся от (36) лишь тем, что / заменено 
на /л и справа добавлены слагаемые, являющиеся интегралами от ИЛ 
и 1ИЛ. В результате вместо оценки (38) (при Ь֊с=0] для функции

— 2( V,, — Ип |)х △ получим оценку типа (22) и можем применить 
лемму 2 (так как сходимость {И„!(> уже доказана).

Нетрудно провести такие же рассуждения и в общем случае, 
когда Ь 0 или с 0, только нужно воспользоваться замечаниями к 
лемме 2.

Таким образом, воспользовавшись леммой 1, можно утверждать, 
что решение задачи (3) — (4) существует и обладает дифференциальны
ми свойствами, указанными в теореме 1. Последнее вытекает из воз
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можности формального дифференцирования системы (36) (и примене 
ния леммы 3 для доказательства сходимости решения), вообще гоно 
ря, не более чем р-|֊1 раз. Из изложенного следует также устойчи
вость в указанном в теореме 1 смысле.

Остается доказать утверждение теоремы 2 о единственности рс 
шения. Рассмотрим и здесь сначала простейший случай с 
Пусть И (х, у) — решение однородной системы 114) (15) (сходящейся 
к одному уравнению), обладающее требуемой гладкостью.

Так как уравнение (31) удовлетворяется при /=0 и п . то, 
применив формулу (24), получим

И=е* f е-? I — (39)
J J <2х
I, '■

где 3 — интеграл функции Фзх по соответствующему куску характ։ 
ристикн.

Согласно условиям теоремы равенство (39) можно дифференци 
ровать р раз по х. Поэтому, составив р-тую итерацию формулы (ЗЛ 

др"г V Л '
и воспользовавшись тем, что функция непрерывна в и, оез

Ох1’Оу
труда получим оценку (см. обозначения (6) и (8 ))

V* (у) <const fp (у).

С другой стороны, обозначив КА — ш, из уравнения (14) имеем 
у

ш* («/К J ։* (0 ®* (О dt <Л*>0). <39')

и
И, наконец, воспользовавшись условием (8) и применив лемму 2 (при 
е0 = шп = ш, = 0 (п 1)), получим, что <»* = 0. т- е. V 0, откуда сле
дует, что 1Г = 0 и, значит, U = 0 (см. (16)).

§ 6. Задача Коши для системы. Рассмотрим систему

£4У+ AiUu+B, U2t = Ft (х, у, Ult t/8)(/=l,2; <;>0. 0< х<1), (40) 

гиперболическую при у >0 и. возможно, вырождающуюся при у — 0, 
т. е.

Д2 (х> у) = (Д։ - В2)֊ 4֊ 4.4гВ։ (у >0), △ (х, 4-0) 5 0. (40')

Изучается задача Коши

U(x,+0) = Мх) (0<х<1, £=1,2). (41)

Частный случай этой задачи изучал С. А. Терсенов |7|. 
Характеристики системы (40) определяются из уравнений

dx — '1 (х, у) dy (i — 1, 2), (42)
где

2Ч = А - (Д։4- В,), 2/2 = - Л- (4։ + В2). (42')

Без ограничения общности можно считать, что .4։ Вг. Случай 
Д։ = By =0 неинтересен, так как, очевидно, в этом случае задача 
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(40)֊ (41) корректна. Дополнительно потребуем, чтобы при у>0 А,>0 
(это условие можно было бы наложить на В։). Обозначив

с - Аг - В2 + Д > Д, с։ = 2Д — с < Д,

2А..У1 = 2АЛ/1 — сС/,; 2Д..К 2А,их + схи,, (43)

сведем систему (40) к виду

/ТГЦ И2,-Ч^ =

где в аргументах функций и Р-. подставлено

4/։= Н+-^- (Рг- И։), 44= (к\- Р։).

(45)

(46)

Как обычно, без ограничения общности, в условиях (41) можно поло
жить |‘((х) = 0 (/= 1, 2; 0 х 1). Тогда в обозначениях

V и2, к„ «>д։ = д (47)

задача (40)--(41) сведется к следующей системе:

(48)

(49)

(50)

с учетом обозначений (46) и (47) в аргументах функций Рх и /Т.
Разумеется, как и в случае одного уравнения второго порядка, 

система (48) —(49), вообще говоря, не эквивалентна задаче (40) (41), 
однако не представляет труда доказать здесь лемму, отличающуюся

С 
от леммы 1 лишь заменой в условии (17) функции Ф։ на —— •

Как мы видим, система (48)—(49) вполне аналогична системе 
(14) (15), и поэтому при ее исследовании можно применить развитый 
выше метод. Не останавливаясь на несущественных видоизменениях 
доказательств, приведем формулировки результатов в линейном случае

Р, щ и։ + Ь, и2 — /, (1 = 1^ 2; у 0, 0 $ х -С1). (51)
Как обычно, через О обозначим открытый характеристический 

треугольник, опирающийся на отрезок (у = 0, 0<х 1). Обозначим 
также
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— Д։ 4՜ В.., 2А.,е — с, ։։ = 6։ 4- ву 4- der 4՜
4- е (а։ — еаг — 62), ъ2 = а։ 4֊ wy 4֊ d^x, ‘«а = |«։| 4*|а։1* (52)

Аналог теоремы 1 формулируется следующим образом: пусть функции 
,li, и с непрерывны в D вместе с производными по х до 2р֊т2-го 
(р у 0) порядка, А,, В, и //—до 2р 4՜ 3-го, а |‘/ до 2р 4*4-го порядка; 
кроме того, пусть функции А,, В. и с непрерывно дифференцируемы н 
О по у. Тогда, если (см. обозначение (6)) при некотором /(=1, 2)

Л»* (Г) (У > 0), (53)

где 
у

/р(у) jA(G)j’i(G) 

о и

У/ (tip i) dt;p dtlt (53 )

то задача (40) —(41) имеет единственное решение (£/։, (У2), обладающее 

непрерывными в £> производными

с*4 U,
Öx4 1 Оу‘

(/= 1, 2; j 0, 1; j к Р 4-1).

Это решение устойчиво в следующем смысле: пусть функциям |Ч и 
1’1(1, ] — 1, 2) соответствуют решения (£/{> £//). Тогда для любо
го г 0 существует такое 2^>0, что из оценки

следует, что

2/»4 1 2

2р-+3 2 
V V

*-0 /-1

*-о j-\
max 

.Г

max
■D

max 
о

dx"

I d'(U\-U])

1 дхк~* 0у‘

(54)

(54')

Теорема 2 остается справедливой и для задачи (40) (41), если 
функции А/, В,, а/, bt, fi (i ֊ 1, 2), с, d, е и <՛> принадлежат классу 
H(D, 2).

§ 7. Другие обобщения и уточнения. 1 . Теорему 1 можно обоб
щить на случай, когда правая часть уравнения (3) является нелиней
ной функцией F (х, у, и, их, uy). Для простоты остановимся на случае 
р — 0. Пусть функция F дважды непрерывно дифференцируема по х в 
области (О -С х ■Cl, 0 < у < Л, max (|U — ;i|, \UX — 14/у — 4! < T —

const), и в этой же области существуют непрерывные производные 
Fа, Fux, FUy (это условие можно было бы заменить условием Липши
ца). Тогда, если
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у ' у
рД*0)^| j ?(')(/ — *) d- exp (55)

О I) է
где (см. обозначение (6))

Hv) ВУ+ДуЧ-5(& + Дх)}* + а(У)4-6(„)В*, (55)

а (у) — max b(y) = max Fu |, /ձ 3,
Հ. U, Ux , Uy X,U,Ux,Uy x

то в некоторой области Dl = D() (ՕՀ</Հ A։ ֊ A, O-^x 1) (2) — ос
новной характеристический треугольник) соответствующая нелинейная 
задача (3)—(4) имеет единственное решение U, обладающее непрерыв- 

- օ2Ս
ными в Dy производными--------------- (/= О, 1, 2). Устойчивость решения

дх՛՜1 Оу1
характеризуется оценками (9) и (9) при р — 0 (с заменой области D 
на /9։).

Нетрудно сформулировать соответствующий результат и при 
р^>0, а также перенести эти обобщения на задачу (40) —(41).

2 . Теорема 1 для задачи (40) —(41) (см. §6) останется справед
ливой, если в правой части системы (40) добавить член вида

2 Д
2 I К* (х, У, Т) ut (х, <Ւ. (/=1, 2; </>0), (56)
;=• J

где непрерывные функции достаточно гладкие по х.
Для доказательства этого утверждения достаточно повторить 

схему § 5 и воспользоваться замечаниями к лемме 2. С другой сторо
ны, уравнение (3) обозначением Ux - U\, Uy = U2 сводится к системе 
(40) с добавкой члена вида (56). Таким образом, задачу (3)—(4) мож
но считать частным случаем задачи (40)—(41). Отметим также, что 
добавка (56) может содержать также криволинейные интегралы воль- 
терровского типа.

3°. В ходе доказательства теоремы 1 фактически был получен 
также следующий результат: пусть (в обозначениях (6) и (7)) для не
которого i ( = 1, 2) 

у у
У А*(0ехр[ ի*(^)^|ժՀ(/)< («/>0), (57)

О I
где

Г СР
/р (у)= I “՛ (Л) (у— Ц) У I “’(*/> 1) (էր- Zp-ՕՀ-ւ dtp~\- • • dty, (р>0)

О о

(57') 

и функции а, Ь, ус непрерывно дифференцируемы в D по х г-|-2 ра
за (г > р), А, В и /— г-|-3 раза, a v и ц, соответственно, г 4֊ 4 и 
г 4֊ 5 раз, кроме того, А и В непрерывно дифференцируемы в D по 

172-2
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У՛ Тогда существует решение £/ задачи (3) — (4) (получаемое методом 
последовательных приближений п. 1 § 5), обладающее непрерывны ми

производными —------- ։/ 0, 1.2; 5 = г Р 0). В этом случае
0Х1 + = оу1

единственности решения доказать не удалось, однако нетрудно ви
деть, что если решение единственно, то оно устойчиво в следующем 
смысле: пусть функциям /(, |*|, V, (/=1,2) соответствуют решения 
(/<• Тогда для любого = ^>0 существует такое '->>0, что из оценки 

п+з
У max д»

-- (J—fJ S max 
дх* t:. *

п । 5 д' .

д”

дхк

следует, что

max 
.г is) (р ' п г)

2 п-р ■ 2 
у V max 
/-о л=/ г>

д’ (Ut ֊ *4) 
дх"՜1 оу'

<^е.

(58)

(58')

Критерий существования (57) при г 2р заметно сильнее критерия 
корректности (8).

Нетрудно сформулировать соответствующее уточнение и для за
дачи (40) —(41).

4 . Теорему 1 можно усилить, отказавшись от непрерывности 
функций а, Ь и ус при у = 0. Действительно, в доказательстве ничего 
не нужно менять, если предположить, что (см. обозначение (6)) функ
ции ( ~ а У— b У и у( — с У (7 = 1, 2; к =0, 1, - • • 2p-f-2) (или

\дх‘ / \дх* / \<?хА /
/ дк \ / ։

функции ( -— а, )* и (-----ht * (7=1, 2; к =0, 1, • • •, 2р 4֊ 2) в зада-
Хс/л՜* / \дх՛’ 1

че (40)—(41)) интегрируемы при у 0.
Что же касается функции /, то в условиях теоремы 1 можно по- 

/ дк \
требовать, чтобы функции ( — / )* (к 0, 1, ■ ■ •, 2р 4՜ 3) мажориро- 

՝ дх* /
вались некоторой функцией g (р) > 0. интегрируемой при у > 0. В этом 
случае нетрудно доказать следующий результат: если в условии (8) 

։

под знаком интеграла заменить сомножитель t на g (') с/т, то суще-

О
ствует единственное (/задачи (3) (4) с непрерывными в D производны- 

дк
ми ---------

дх»՜'
взводными

д*+։ U I
, .. . . I < const g (у) (к 0, !,•••, р). (59)

ox' Оу- I

------- (7=0, 1, 0 к р 2) и непрерывными при у^>0 про- 
ду՛
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Вместо оценок (9) и (9') устойчивость характеризуется, соответствен
но, следующими оценками:

?р + 3
У max

*=о х

д*
ах*

<'՝g(y) (у>0),

2р+4
У max 

л-о х
1 р+2

У V max 
х—I — —
3-0 О

dk i \
(60)

р
У max
*֊о *

a*(U2-Ut) 
дх*~‘ ду‘

d*~'(U-U2)\ 
дхк ду2 I

S,

<$g (у)» (у >°)- (60')

Соответствующий результат можно сформулировать и для задачи 
(40)—(41).

5е. Если дополнительно потребовать непрерывной п-кратной 
(0<п<:р) дифференцируемости пераметров задачи (3)—(4) в £> по у
то, очевидно, решение и будет иметь непрерывные в £> производные 

д* и---------------- (։ = 0, 1, ••-, п-4-2; / ч р 2). Соответственно усилит- 
дх*՜1 ду'

ся характеристика устойчивости (9)—(9').
6 . Очевидно, что задача (3)—(4) при |еу-0 (или (40) — (41) 

при (4= 0) всегда имеет хотя бы одно дважды непрерывно дифферен
цируемое в D решение, если в условиях теоремы 1 при р 0 вместо 
оценки (8) потребовать, чтобы функции /* (у) и (/.)* (или функ
ции // и (fix)* в случае задачи (40)—(41)) достаточно быстро стре
мились к нулю при у—♦ 4- 0.

§ 8. Анализ результатов. 1 . Для сравнения полученных резуль
татов (теоремы 1 с уточнением п. 4 §7) с известными ранее (см. 
введение) рассмотрим задачу (0.1)—(0.2) с условиями (0.3). Прежде 
всего заметим, что даже без условия монотонности Д (у) эта задача

1корректна, если функция — интегрируема при у и (поскольку в этом 

случае условие (8) выполняется при р = 0). Предположим те
перь, что

а (х, у) = а (х, у) Д' (у), (61)

где функция а ограничена в £>. Тогда функция (8 ) оценивается так 

fp (у) < const • [уД (у)рт1, (6Г)

причем последняя оценка тем грубее, чем быстрее стремится к нулю 
Д (у) при у — — 0. Условие (8) заведомо выполняется, если

lim max I а (х, у) = q, 
у — то *
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Jr+։[A (/)]'-/> « А (О Л <оо (у>0). (62)

Таким образом, задача (0.1) — (0.2) корректна в смысле теоремы 1, 
если, независимо от скорости убывания Д (у), q<^.p+2-

В том случае, когда А (у) ֊у' (а^>0) в обозначении (0.4), из 
(62) следует, что достаточна оценка

ао(х)<(«+1)(р4-2)(О<х<1). (63)

Эта оценка усиливает все известные ранее критерии корректности за
дачи (0.1) — (0.2) при А (у) у՜1.

2 . Из условия (0.4) заведомо следует выполнение условия (8) 
при р 0, поэтому можно усилить критерий Проттера. Однако не 
удобно улучшать этот критерий в терминах функции а,։ (.г) в случае, 
когда Д (у\ стремится к нулю быстрее любой степени у. Действитель
но, применение критерия (62) к функции Д (у) — ехр ! — у՜ } (? > 0) 
дает следующее условие корректности в смысле теоремы 1:

£211°(£jd[ <р (д4֊i) (о< х< и, (64)
у - +о Д (у)

откуда видно, что функция а0 (х) может быть равна 4՜
Нетрудно заметить из условия (62), что чем быстрее убывает 

△ (у) при у —0, тем грубее критерий (0.4).
Выбор Проттером критерия корректности в форме (0.4) продик

тован случаем Д (у) — у1 (*^>0), и при подробном рассмотрении ока
зывается, что доказательство этого критерия проведено в работе [6] 
(вопреки утверждению автора в конце § 3) лишь в случае, когда А (у) 
убывает медленнее некоторой степени у. Во всяком случае, изложен 
ный в |6] метод доказательства не проходит даже в случае а =0, если

7 = Нт °֊-------- ----------------------- =1, (65)
11 г

Д(()Л

так как автор по существу использовал условие ;<1 (см. |6|, второе 
из условий (17), используемое в третьей снизу на стр. 549 формуле). 
Пример функции Д (у) у՜՛’՜* ехр {—у-3} (? > 0) показывает, что ус
ловие (65) выполняется для быстро убывающих функций. Действитель
но, для этой функции имеем

±(у) J
О

3 4-1 \
1-'֊у*)±(у) (у>0), 

р /
(65')

откуда и следует равенство (65).



О <адаче Коши 99

3 . Из условия (53) следует, что задача (40) —(41) всегда кор
ректна (даже если функции F нелинейны и удовлетворяют обычным 
в таких случаях условиям Липшица), если функция (min <։»)~' интег- 

>■
рируема при у > 0. Это относится, например, к системе

ub. — А (х, у) щх ֊rtf* (у) и>х — Fi(x, у, ։<„ и.),

«2у+ с- (։/) Mir 4֊ А (х, у) U2x Fa(x,y,uuua), (66)

где 0 <я<^2, £ (у) >0 (у >0). е ( 0) = 0, хотя дискриминант этой 
системы Аг у” г2 (у) может при у—* 0 стремиться к нулю с любой 
наперед заданной скоростью.

4". В работе Чи Минь-ю [И] общее решение уравнения

— у՞ ихх -Г Uyy — aUr (։/>0, 0-<х<1) (67)

при а = const получено в явном виде. В частном случае, когда 
а - 4п +- 1 (п 0 —целое), задача Коши с начальными данными « (х, 4- 
+ 0) !‘(х), иу (х, 4-0) =- 0 (0 х 1) имеет следующее единственное
решение:

Отсюда следует, что при больших а эта задача имеет только обоб
щенное решение, если функция |* не бесконечно дифференцируемая. В 
то же время формула (67') дает явную зависимость характера устой
чивости решения от величины а.

Непосредственное применение к этой задаче критерия (63) дает 
несколько более ограничительное условие корректности (от требует
ся примерно вдвое больше производных), однако этот же пример по
казывает, что теорема 1 не может быть существенно улучшена.
Институт математики и механики
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>. Р. ՆհՐՍՆՍՅԱՆ

ԵՐԿՐՈՐԴ ԿԱՐԳԻ ՎԵՐԱՑՎՈՂ ՀԻՊԵՐԲՈԼԱԿԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ 
ՀԱՄԱՐ ԿՈՇՈԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ и փ и ւ մ

Աշ խա տան բում հ ե ։ո ա դ ո տ վում /, Աոշու /սնդիրր այն դեպրոլմ, երբ տվյալ
ները տրված են պարարոլական դծի վրա, իսկ ՛Հավասարումր տիրույթում Հի
պերբոլական է։ Ընդհանրացվում և ճշտվում են հայտնի կորեկտության հայ- 
տանիշներր։ Արդ յուն բնե րր տարածվում են երկրորդ կարդի սիստեմների վրա։
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А. В. NERSESIAN

ON CAUCHY PROBLEM FOR DEGENERATING HYPERBOLIC 
EQUATION OF SECOND ORDER

Summary

In the paper the correctness of Cauchy problem for the hyperbolic 
equation of second order (two independent variables), whith initial con
ditions given on the line of parabolic degeneration is investigated. The 
known sufficient conditions for the correctnes of this problem are gene
ralised and made more precise. The results are transfered to the case 
of the hyperbolic system of the second order.
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