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ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

1. Введение

В работе [2] Б. А. Фуксом была получена оценка кривизны Рич­
чи бергмановой метрики для систем |ф,(2)} голоморфных функций, замк­
нутых в классе Ьг (О) и ортонормированных по отношению к области 
О (здесь £) —ограниченная область пространства Сд, 2= (г1 • • •гя) и

Ц (£)) — класс голоморфных в £> функций /(2), для которых / (2)|:

°° (см. СТР- 76—96). Оказывается, что всегда р<^п+1, 
где р — кривизна Риччи по направлению произвольного вектора 
1} = (и1, - • •, ип)- Если мы не будем допускать замкнутость и ортонор­
мальность последовательности {фи}, то, как будет показано, кривизна 
Риччи р-^п+1. Кроме того, область О не предполагается ограничен­
ной. Заметим, что аналогичный результат был получен Хуа-Ло-Кэном 
для кривизны Римана R (см. [4]). Он обобщил результаты Б. А. Фук­
са (см. [3]}, показавшего, что для бергмановой метрики в ограниченной 
области 2)сСд в любой точке 2££) по произвольному аналитическо­
му направлению R 2. Если не допускать замкнутость и ортонормаль­
ность последовательности {<ра} и не предполагать ограниченность обла­
сти 2), то, как показал Хуа-Ло-Кэн, R 2.

2. О метрике с фундаментальным тензором 777

Рассмотрим в области £> последовательность {ф, (2)} голоморф­
ных функций, и пусть ряд

ОО

V фа (2) М2) =/7(2,2) (2.1)
а—О

равномерно сходится в любом компакте О* с: О. Обозначим через Т 
матрицу

(
Т\\ Тц - - - Тй \

Тп Та---Тгп । (2,2)

7п1 7л2֊ • ■ Тля /»
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элементы которой _
г. дг1Пк(гг) „ /23)т“= йя ■■ ' ՝

Мы предположим далее для существования 1пК(22), что не
только голоморфные функции, но и не имеют общего нуля в области 2). 
Если мы подставим выражение (2.1) в (2.8), то получим

К~2 2 (?, — <?3 ««)(?,<₽/—?? ф(), (2.4)
« >

где
I _ <?ФЗ I д?* <^Фз -]

?3 — -77> ф« = Т-.-> ф3= ~=7> ф« = -=՜. • 
Оя( дг‘ дг1

Теперь эрмитову дифференциальную форму (МТ<1£ можно записать 
в виде

агта "г = к֊2 2 м (2.5)
«>з

Из выражения (2.5) следует, что если э0 (2), <?1 (2),-‘—последова­
тельность функций, голоморфных в 25 без общего нуля в 25, и если

•X

ряд К (22)=^ ф»(2)<?։(2) сходится равномерно в любом компакте

О* с 2), то эрмитова дифференциальная форма <12Т<12' > 0, причем ра­
венство нулю имеет место лишь в том случае, когда ранг матрицы 
(п X °°)

ф։ ?3 —\

(2.6)
_ _ п /
Т« ®3 — ?3 ф« / «> 3 >0

меньше п. Мы будем называть, как обычно, линейным замыканием по­
следовательности {«■,} совокупность функций / (2), представимых ря-

■ю
дом / (2) = 2 а, у-. (2), где а-,— некоторые постоянные, равномерно 

^■=о
сходящимся в любом компакте Б* с: 25. Можно показать, что если ли­
нейное замыкание последовательности {<р,} содержит функции 1, г1, г2, 
■••,гп,то dSt = d2Td 2'^>0. Очевидно, что dS2՝>0, если (<р,) — пол­
ная ортонормированная система голоморфных функций.

3. Представление п + 1 — р через сумму квадратов

В этом пункте будет показано, что если 2) с: Сг, то выражение 
п +1 — р может быть представлено через сумму квадратов некоторых 
функций. Здесь р — кривизна Риччи, вычисляемая по формуле

Ц^Ц' 

итй՛’
(3.1)
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где и= (и1- • -ип) — произвольный вектор, Т выражается по формуле 

(2.2), а R — матрица кривизны Риччи, элементами которой служат ве­
личины Rp^= — (1пЛ&Т)гР-ч, стоящие на пересечении р-ой строки и 
9֊ого столбца.

Представим
711 •• • ТП1

ае17’ =

Тп1 • • • ТПп
в виде

оо оо со

аат =*■-<»+” 2 2 ... 2
а==0 Р,==0 РЛ“0

ф։ • ?։ фа • фа • • • фа • ф։

ФР.' ?Р,фЗ, ։?31 ' фр,

?₽Л- ?₽ЯФЗЯ.ф?л
_ п
?а фа' • ' фа

=*-««> 3 3 2 5.Й,'Л՞
а-0?,=0 ?„=0 ........................

?зя?зя

(3.2)

?«?!••■ <р"

= к-(я+1) 2
«>₽!>••֊>?„.............................

?₽П <РЗЯ---<РЗЛ
Мы получили, что

фа ֊ • • фа

Фз, фр, • • • фр,

?0„ Фз«

с!е1 Т=К֊№ 2
«>Р,>--->РЛ

«Ч-₽л (2) ЧР«?, ..?« (2), (3.3)

где

^аЗ.-Рл =

Ф« ?а • ■ • фа 

фр, фр, • • • фр,
(3.4)

ФР« фря ֊ • " ф?я

Расположим (с^ • • • рл), где а Р։ > • • .^>рл, в следующем порядке: если 
а = 7о> & = Т1Г ‘₽г-1 = Тг-1, но Рг7>Тг, то (То7г։,7я) следует за 
(а?1- ‘ ’Ря). Пронумеруем эту последовательность ш = 0, 1, 2 - •

Тогда

<1е1 7*= Фш(2) Тш(7).
и-0

(3.5)
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Подставляя (3.5) в (3.1), мы получаем 
(3 l^l2).' 

՝cu-0 /
(3.6)+1— (UT U')֊1 V |ЧГ,„р = п

где d —— up,d= -=- и< .
dzp dz

Поскольку элементы матрицы R: Rp'q = —(In Л^_(л+1) V Ч?‘тЧГш ) z^z9, то,
\ ai»»O '

очевидно, что для существования логарифма, функции ՝1|'о1(^) из последо­
вательности |Ч\, (2)} не должны иметь общего нуля в области Е. Но 
ЧЛи (2) выражается через функции ®.,(2)£ {?, (2)) (см. (3.4)). Пусть в 
точке Z = 2^, (2о)=^О, тогда

I

(3.7)

Из (3.7) следует, что если последовательность {®, (Z)} содержит л 

независимых функций то в точке Z=Z0 det Т не
<РЗл <Р₽Л

обращается в нуль. Отсюда следует
Теорема. Если в области D с С1 существует последователь­

ность голоморфных функций [ф, (Z)}, обладающих следующими свой­
ствами: во

1. Ряд XT(ZZ) <pa(Z) q>։(Z) сходится равномерно в любом 
а—О

компакте D* с D;
2. Функции ®,(Z)£ [ф, (Z)} не имеют общего нуля в области D;
3. Последовательность {ф</ф0}>=1. 2,--(фо+ О в точке Z=Z0) со­

держит не менее п независимых функций.
Т огда в любой точке Za(^D по направлению произвольного век­

тора U= (и1-• -ип) кривизна Риччи р-<$л + 1.
Следствие 1. Если в качестве элементов последовательности 

{ф, (Z)} возьмем функции 1, z1, z2,•••, zn, тогда в любой точке Z0£D 
кривизна Риччи по направлению произвольного вектора U= (и1- • • ип) 
равна л+1.

Следствие 2. Если в качестве элементов последовательности 
{ф-< (Z)} возьмем функции 1, z1, z2,- ■ ■, zn, zl • z1 (1 -C ij-С n), тогда в 
любой точке Z0£D кривизна Риччи по направлению произвольного 
вектора U = (и1- • • иЛ) меньше л+1.
Московский институт электронного машиностроения Поступило 17-V.1967
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Վ. Վ. ՑՈԻՐԱՇԵՎ

ՐԻՑԽԽ ԵՐԿՐԱՉԱՓՈՒԹՅԱՆ ԿՈՐՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ ՈՐՈՇՎԱԾ ՀՈԼՈՄՈՐՖ 
ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՀԱՋՈՐԴԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՄԻՋՈՑՈՎ D<=.Cn ՏԻՐՈՒՅԹՈՒՄ

Ամփոփում

Դիտարկվում է Բիչիի երկրաչափության կորության գնահատական, որոշ­
ված կամայական De: C" տիրույթում հոլոմորֆ ֆունկցիաների հաջորդակա­
նության օգնութ յամ բ։

Դիտարկված մետրիկայի մասնավոր դեպքը հանդիսանում է P երդման ի 
մետրիկան։ Այդ դեպքւււմ հե դին ակի կողմից ստացված գնահատականը համ­
ընկնում է Բ. Ա. Ֆուքսի կողմից ստացված գնահատականի հետ։

V. V. YURASHEY

ON THE RICCI CURVATURE OF THE GEOMETRY DEFINED 
IN A DOMAIN fleC" WITH THE AID OF A SYSTEM OF 

ANALYTIC FUNCTIONS

Summary

The estimation of the Ricci curvature of the geometry defined in 
an arbitrary domain DczCn with the aid of a system of analytic func­
tions is considered.

The Bergman metric is a particular case of the metric in question. 
For this case the estimation obtained by the author coincides with that 
obtained by Fuchs.
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