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РАДИАЛЬНЫЕ ПРЕДЕЛЫ И РАДИАЛЬНЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ В. (г; гк)

1°. Введение. Пусть {г*}Г,  (0|г*|  1) — произвольная после
довательность комплексных чисел, пронумерованных в порядке неубы
вания их модулей.

Как хорошо известно, если

2 (1 — |г»|)< + оо, 

то бесконечное произведение Бляшке

(1)

В {г-, гк)= П-^^- (2)
4=1 1— г*  г г*

сходится в круге |г| 1 и представляет там аналитическую функцию
обращающуюся в нуль на последовательности {г*}Г  .

Известно также [1], что произведение Бляшке имеет предел

В (е‘6; гк) = Иш В( гел՛, гк),

если

(3)

В работах [2, 3] М. М. Джрбашяна для каждого значения пара
метра а (—1 1 ос) .построена функция В« (г; г*),  являющаяся ес
тественным обобщением произведения Бляшке.

Пусть вместо (1) последовательность (г*)?  удовлетворяет усло
вию

2 (1-խ*|)է^< +օօ, 
*-1

(4)

где (—1, оо) — фиксированное число. Тогда произведение В*  (г; г*)  
имеет следующий вид:

В, (г; г* )= П
1=1

(5)
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где при |z|<l и |'|<1 положено

1Г«(х,С)= у Г (1 * + — I с-*  Г(1-х)» х*-Чх-
3 X £ Г,(1 + а)Г(1 + Ж Г

1
— У у (1 — х)։ х“*—1<йе 1я*.  (6)

Г.|
Произведение В? (г; г*)  равномерно и абсолютно сходится в любом 
замкнутом круге |г| < г < 1 и Во (г; г*)  = В (г; г к) [3].

В работах [4, 5], в частности, доказано, что для произведения
В,, (г; г к) при —1<а<0 предел

Нт В, (ге1*;  гк) = В, (е‘в; х*)  (7)
г - 1 - О

существует всюду, кроме, быть может, некоторого множества Е, 
кость которого нуль, где 1 + г < ՛; 1 — любое число.

В первом параграфе настоящей статьи доказывается, что
—1 < а < 0 условие

1 ֊ 1^1 
|е'8 — z*|

Т֊ем-

при

(8)со

достаточно для того, чтобы в точке е'в существовал предел (7).
Говорят, что функция, голоморфная в открытом единичном круге 

D, имеет конечное сегментное изменение в точке ел, если посредством 
этой функции сегмент, соединяющий е,# с точкой, лежащей в D, ото
бражается на спрямляемую кривую. Если радиус с концом в е18 ото
бражается на спрямляемую кривую, то говорят, что функция имеет 
конечное радиальное изменение в точке е‘ь.

Ясно, что в данной точке из конечности радиального изменения 
вытекает существование конечного радиального предела для данной 
функции в этой точке.

Во втором параграфе рассматривается вопрос о радиальном из
менении произведения Ва (z; Zk).

Карго [6] показал, что, если выполняется условие (3), то в точке 
е1Ь произведение Бляшке В (z; zt) имеет конечное радиальное измене
ние, более того, В (z; z*)  имеет конечное сегментное изменение [7].

В настоящей статье доказывается, что условие (8) достаточно 
также для того, чтобы в точке е'8 произведение Ва (z; z*)  имело ко
нечное радиальное изменение.

В работе [8] Рудиным было доказано, что, если последователь
ность |z*)T  удовлетворяет условию

2 (1 —|z*|)ln  -А— <Ч-оо, (9)
*-1 1 -W

то произведение В (z; zk) имеет конечное радиальное изменение почти 
всюду на [0, 2тг].
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В конце настоящей работы доказывается, что, если вместо (9) 
предположить сходимость ряда

2 (1 — |г*|) 1+“1п -—1—-<-|-со (—1<а<0),

* Через с мы в дальнейшем будем обозначать абсолютные константы, не обя
зательно равные между собой.

Г։ 1 ~ 1**1

то множество, где радиальное изменение произведения В*  (г-, г к) 
(—1<^а<0) становится бесконечностью, имеет нулевую (1 + ^-ем
кость.

§ 1. Радиальные пределы произведения В., (я; г*)  
в данной точке

2°. Вспомогательные леммы. Приведем сперва следующие
две леммы.

Лемма 1. Пусть —1 < а < 0, £|<^1 и тогда, если

/■" = 2[т-Г(1+Уга + *) |м*.
К —X 0

то
|^1>|<с(^5||’)1+в’ (10)

где с не зависит от г и С*.
Доказательство. Заметив, что

о

Г(1+а)Г (&) 
Г (1 +а + к)

можем записать в следующем виде:

Г(1+а + Аг) Г
Г(1 + «)Г(1+*)| г 

о
1

х*՜ 1 с?х

о
В интеграле

о

после замены ----- = I получим

/М-т**  у г(1+а+*)
йга+^га-с^!-А 1-ф/(1֊|с1։п1+х 

о
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В силу разложения

ü

1 _ v Г (14-« + )*(l-w)։+« 2 Г (1 + а) Г (1+*)  Ш

будем иметь

Г-1 ________ dt_____________
i-t [i— ;с/ч-(1-1)rC]I+'

- (1 —10։)1+։ P—------- —---------
' h-« (i_|q«f)։+»

О
Так как

1 I
ta —1 dt Г £—1 dt
1-t (1-|С|Ч)։+“ ՝J 1— t (1-О1+а с> 

о
то

1
|/։)К (l֊|Cis)1+a ГÎ-------=г-^-------------+ С (1- |С|)1+а.

J i֊di֊r(֊f(r֊c)cr k |М

(И)

(12)

Имеем также

(13)

Подставив это неравенство в (12), получим

(14)

Заметим теперь, что

2 
с՜

_1 
С

следовательно

1 г---- =। с -I1-CI-ICI-1. (15)

Из неравенств (14) и (15) вытекает утверждение леммы.
Лемма 2. Пусть —1<^а<0, |С| 1 и О-С г <11.

Г (Ц- а + *)  Г Г 
Г(1+а)Г (1+*)|  J

ICI

l‘֊ldx-

2 
г

2
2

2 
Г

1
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Тогда
чт., с

" |д»+А |1-С| /

Доказательство. Легко видеть, что

— Г (1-х>-х*-՛ (А-Я-У х-»-՛ </х.
Г х)

Теперь, если в интеграле

(16)

сделаем замену переменной
1-х 

- - I, 
Х-1СГ

то получим
« , ։/1:1

/«(։)=(1—■Х|2)1+°51 -Г — Г Ь
7 ^։Г(1+а)Г(1+Л)3 |

О

л

Снова используя разложение (11), имеем 
«Г-!

X
о
ЛX

Отсюда так же, как и для /«”, получается
, 1/К1

.ни,. /1-|С\։+‘С- Г Л , 1Г111.

о

Для завершения доказательства леммы остается сослаться на нера
венство (15).

3°. Теорема о радиальных пределах. Следующая теоре
ма аналогична теореме Фростмана для произведений Бляшке и при 
а = 0 совпадает с ней.

Теорема 1. Если последовательность {ял}Г удовлетворяет 
условию

у /1-1^1
֊ гк\) (18)+ со,
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то при —1 а ■< О
Вт В«(ге,&; а*)  = В, (е/9; гц) 

г- ։ —о
существует и конечен.

Доказательство. Так как

В, (ге։9; а*)  = В, (г; г*  е՜'9) 
и

1 — |а» е՜'9] _ 1 — |гд| , 
|1 — г*  е~'9| |е'9 —г*|

то достаточно доказать теорему в том частном случае, когда & =0. 
Введем следующие обозначения:

/ г \ п- <*:  ОЬ. (г; С)=(1- ֊ )е ' <"19>

И

у. (а; 0 = 1—6« (г; С).
В силу известного признака сходимости бесконечных произведений [6] 
для существования Вт В« (г; а*)  достаточно, чтобы ряд

г-и—о

3 и« (г; г*)1 (20)
*-1

сходился равномерно относительно г в интервале 0<г-С1.
Имеем

1Л (г; С)| < |1 - Ьо (г; 01 + |60 (П 0 ֊ 6« (г; 01- (21)

Но так как Ьо (г; 0 = ------ ■=■' —, то
1 — г С С

|1-4.(г! ОК«^ • <22>

ввиду неравенства (15) (см. также [10], стр. 469).
Заметим теперь, что

|*о  (п 0 ֊ Ь. (г; 01 < I Мп 0| 11 - 4 ’ ™ с|.

Но, как известно [4, 5], при —1 а 0 справедливо неравенство

Ее [Уа (г; 0 ֊ (г; 0] > 0 (23)
и, поскольку для Ее г > 0 имеем

|1-е֊«|<|*|,  
то

|1 ֊ е*' (': с)| < 1 Уо (г; 0 ֊ (г; 01- (24)

Поскольку
|Мп01<1, (25)

то
1*0 (г; ’) - ъл (г; 01 < I ^0 (г; О - (п 01- (26)
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Из (6) вытекает, что 
1

W. (г; Ч- V. (г: С) - f (1~Jt)՜՜1 dx - V [֊ -

W ։
_ T(l-|-a + fc) I _1_ Г (1_ dx_ (*(1 —х)«х—*—։ dx I (/,)*  =

Г(14-а)Г(1+Л)[й“ J jJ И

= С (1-*)•-.j_ dx- JW _jrn . (27)
J x 
i։l

Легко видеть, что

Г dx < с (1- |С|)>+’.
J х 
1’1

Тогда, применив леммы 1 и 2, получим

IiFo(п9 - (п 91 <<? (^Zq)1+*• (28)

Из неравенств (22), (28) и (26) следует
/1_ П\1+»l/«(r;9l<c (Ц) ■ (29)

В силу условия (18) теоремы (при & = 0) и согласно неравенству (29), 
мы получим, что ряд (20) и, следовательно, произведение Ва (г; z*)  
сходятся равномерно по г на отрезке [0, 1], что и доказывает теорему. 

Используя оценки (14) и (17), легко получить неравенство

1(п 9 - (п 91 <С (֊=֊)1+> (30)

которое в дальнейшем будет нами использовано.

§ 2. Радиальные изменения произведения В*  (z; z*)

4°. Вспомогательные леммы. Следующие три леммы нам 
понадобятся в дальнейшем, причем первая из них имеет и самостоя
тельный интерес.

Лемма 3. Пусть —1<а<^0 и |С|<^1, тогда
1

I — Г . on
J |1— rC|2+a |1—Cj։+‘

Доказательство. Обозначим через = 1 0 < V <1

и запишем интеграл в следующем виде:
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Для оценки /,(2) применим неравенство (15). Имеем

Оценки, полученные для \ J^\ доказывают неравенство (31).
Лемма 4. Пусть — 1 а О, |£| < 1 и 0 < г 1, тогда, если

Х>) = 2 11 ('Q*՜ 1. 
г (1+а) г (Æ) J J

О
то

м<» , < с (1֊|Ф1+‘ 
’ |С|1+а >1 - rCl2^

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 1 мы мо
жем Д?' представить в следующем виде:

(1 _in։)1+eV Г (1 + а + &) 
£г(1+«)Г(*)

1
х J -1) (î-fiq8) (i-*|C| ։)։+' (r С)* 1; 

о
в силу разложения 

1+а
(1 _«,)։+»

“ Г(1+а+£) 
À Г(Ц-а)Г(Л) ш*՜ 1, |w| (32)

будем иметь, что

л<.) (1-Г.1Ч1” д
։ + « J (1 — дч-гС(1-ОР«

Используя неравенство (13), получим

, c(i-i:|)1+tt Г г-1 dt <с (i-iq)1*«  
|i֊rq2+“J (1-о։+а |i-rq2+a

О

Лемма 5. Пусть — 1<а<^0, |С|< 1 и 0-Сг<^1, если
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то

г (1+ «+<:) ГС
Г(1+а)Г(*)и х)։ х՜'**՜1 <1х —

(1—К1)
I 1 -Г 1։+«

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 2, по
лучим, что

д^=(1֊|С|«)։+<։ 2
*=1

։/|С|
Г(1+а + ^) ' Ь / 1֊Н VI/ 1 + < у֊1 
Г(1+а)Г(Л)3 I. \1֊Н |С\7 ]\1 + НС17

о

л
(1 + о*(1+* К1։)

(гС)*՜ 1-

Еще раз используя разложение (32), получим
։/1С|

Ат=а-кс)1*-  г। г 1 + < у](1+<|С|,)1+а *
1+а Л \И-*|С|7]  (1-Н)' [1֊гС+Щг-9Г+’ 

о
Отсюда, в силу неравенства (13), получим

1/1С1
м<», <„ (1 - У Г Я 1 + ' Г 1] .

|1-֊,С|"-3 ||( (1+<г.|։)| 
о

Для завершения доказательства остается заметить, что последний ин
теграл сходится.

5°. Радиальное изменение в данной точке. Теперь докажем сле
дующую теорему.

Теорема 2. Если последовательность {г*}Г удовлетворяет

то в точке е1* произведение Вл (г; гь) при —1<.а<.0 имеет ко
нечное радиальное изменение.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, не 
нарушая общности, мы можем считать, что 0 = 0.

Согласно обозначению (19) имеем

Ва(х; г*)  = П М*»  **)•  
к-1

Тогда, вычислив логарифмическую производную произведения В*  (г; х*),.

Ьа (х; X*)



Радиальные пределы 47

Так как при —1<^а<^0 имеем [4, 5] 
|& (г; гт )| < |50 (г; гт)\< 1,

ТО

\В'.{г- 2*)|<2  161 (г; г*)|  (34)
*-1

для всех г из единичного круга.
Теперь, обозначая через V (/; &) радиальное изменение функции 

/ (г) в точке е/а. а именно
1

И(Л Я) = У |/' (ге*)|  Иг, 

о
получим 

1
0) < 2 С I*;  (г; 2*)|  аг. (35)

*֊։У
Оценим следующий интеграл: 

1 
у |б! (г; с| аг = кл.

Имеем 
1 1

У |6о (г; 0| аг + у |б; (г; С) - 6о(г; С)| с/г = К™ ֊Н Х12) • (36) 

о о
Так как Ьо (г; гь) — дробно-линейная функция, которая отображает 
единичный круг на себя, то ясно, что

Х1!) < 160 (0; С) - ьо (1; С)1 = (1+|С|) • (37)
2 2 |1 —ч| |1—С|

Для оценки А՜«21 заметим, что

Мп 0 ֊ Ьо (г; 0 = Ьо (г; 0 [еГ*('։С) “ (': 4 - 1]

и, следовательно,
6« (П 0 ֊֊Ьо (г; О=Ьо (г; С) [е"'>('; с)~ (г: 0 - 1]+

4֊60(г; 0 е՝Г’(г:')-՝Г“(г::)[1У; (г; С)- (г; С)].

Согласно (23), (24) и (25) получим
\Ь'Л (г; о ֊ ^(г;01<1 УГ0 (г; 0 ֊ (п 01 \Ьо (г; 01 +1 (г; 0- ^«(п01- 
п, (38)
Таким образом, имеет место оценка

1
^2,<У | (г; 0 ֊ (г; 01 |6о (г; 01 +

1 0
4֊У \Wotr; 0- 1₽г(г;01^=Й2) + (39)

О
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Имея в виду неравенства (28) и (37), получим

(40)

оценки заметим, что из (27) следуетДля
Й

г(1+с + &) Г 1
Г(1+а) r(l+*)k|2*J х)а Jx --

Согласно леммам 4 и 5 имеем

Теперь на основании леммы 3 получим оценку

(41)

(42)

Из неравенств (36)—(39), согласно (35), следует {утверждение 
теоремы.

Заметим, что, так как
EKW-l) , - (43)
iq(i-rC)՛ ՝ '

то из (38), в силу (30) и (41), следует

С) - Ji (г; 01 < с ■ (44)

6°. Радиальное изменение на единичной окружности. Пусть мно
жество Е cz [0, 2т], измеримое по Борелю, имеет положительную 
(1 + а)-емкость (~1<^а*\0).  Это означает, что существует такое 
неотрицательное распределение р, сосредоточенное на Е, а именно

Jjp. = f rfp = 1, 

О Е 
что интеграл

U«(x; r)= f----- ----------------
J |l-re'(x-0ii+« 
о

остается равномерно ограниченным по х при г —»1 — 0 [11]:
sup (max ил (х; г)Х + со. (45)

0< г < 1 0< х < 2к

Теорема 3. Пусть множество Е[0, 2т] имеет положи
тельную (1 + а.)-емкость (—1<^а<^0)и р—такое распределение на 
Е, что выполняется условие (45). Тогда, если
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то

2 (1 ֊ к4)։+։ 1п 
4-1

(46)

V (Вг; 0) б/р (0) < оо. (47)

До казательство. Из неравенства

(г; С)| < (я; 9| + (,; 9 ֊ Ь. (г; 91 
имеем

1 2г.
Г Г |6Лге'а:

о о
1 2г.

։ 2к
У (*  |&; (ге'в; 9| (&) +

о о

ге'\ I)- Ь՛,. (ге'°; 91 <Мр (») = А + Аг. (48)

Согла сно (43) для С = |С| е2’ имеем
1 2*

(1 —К1)1+а

о о
с!г

(1г<1у- (&)_____
|1֊г|С| е‘ <»-*)| ։

Г ^р (»)

Отсюда, используя условие (45), получим

А<с(1НФ1+‘1п^—•

Для оценки Аа используем оценку (44). Тогда 
1 2я
А, < (1 — |С|)1+։ Г ——— Г-------- -----------------

3 1֊г|С| 3 |1֊г|С|е<(»֊’)|1+։ 
о о

и, в силу (45), получим

А<с(1-|д)։+» 1п

Так как согласно (34) 
1 _ 1

И(В«;0)= С |Х (ге'в; **)|^<  £ [ 1^(ге‘а; гл)^г, 
4=1 Л

(49)

(50)

то из (49) и (50), в силу неравенства (48) и условия (46) теоремы, 
получим доказательство неравенства (47).

Заметим, что из теоремы 3 следует, что при условии (46) про
изведение Ва (г; д*)  всюду на [0, 2и] имеет конечное радиальное из- 
4—39

о
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менение, кроме, может быть, некоторого исключительного множества
Е, (1 + а)-емкость которого—нуль.
Институт математики и механики
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Վ. Ս. ԶԱՔԱՐՑԱՆ

Bi (г; z*)  ԱՐՏԱԴՐՅԱԼԻ ՇԱՌԱՎՎԱՅԻՆ ՍԱՀՄԱՆԸ ԵՎ ՇԱՌԱՎՎԱՅԻՆ 
ՓՈՓՈԽՈԻԹՅՈԻՆԸ

Ամփոփում

Հոդվածում ապացուցված է, որ եթե հաջորդականությունը բա
վարարում է հետևյալ պայմանին

+ °°» —1 <«<օ,

ապա Յւ (շ՚, Հհ) արտադրյալի ջաոավղային սահմանը և շառավզային 
փոփոխությունը ք/1» կետում վերջավոր է։

Ցույց է տրված նաև, որ եթե

ապա, ամենուրեք քՀԷ շ-յ հատվածի վրա, բացի դուցե մի բազմությունից, 
որի (1 -\-Օ-)-ունակոլթյունը զերո կ (շ; £*) արտադրյալը ունի վերջավոր 
շաոավղային փոփոխություն։

V. Տ. ZAKARIAN

RADIAL LIMITS AND RADIAL VARIATIONS OF B. (z; zk) 
PRODUCTS

S u m m а г у

It is proved in the jpaper, that if the sequence {tk}i satisfied the 
condition

then the radial limit and the radial variance of the product Ba (z; Zk) 
at the point e'ft are both finite.

It is proved also, that under the condition

2 (1—| z*|) J+։ In -—y֊֊ < + oo, - 1< a < 0, 
"i 1 — l»l

the B„ (z; Zk) product has finite variance in every point of [0, 2k] , 
except, may be, of a set whose (14֊a) capacity is equal zero.
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