
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ А КА ДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

«Մաթեմատիկա 2 № 5, 1967 Математика

М. М. ДЖРБАШЯН и В. С. ЗАХАРЯН

ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 
КЛАССА М

1°. Как известно [1], класс функций ограниченного вида IV, вве­
денный Р. Неванлинна, обладает следующими важными свойствами:

(а) если /•’(г)£Л, то предел
Г(е‘°) =Ит Г(ге'») (1)

г-*-1 —0

существует всюду на [0, 2тс], кроме, быть может, некоторого исключи­
тельного множества Е с: [0, 2к] линейной меры нуль;

(б) если функция Р (г) =ё0 из класса /V, то для ее граничных 
значений Р (е'й) выполняется условие 

2к
||1ог|Г(е«)||<Я><4-оо. (2)

о
С другой стороны, в недавних работах [2], [3] введены новые классы 
IV. (֊1<«<со) мероморфных в круге |г| 1 функций и установлено 
их параметрическое представление.

Класс Л^а( —определялся посредством «-характери­
стики

Л (г; Г) = т» (г; Г) + М (г; Г) (3)

как множество тех мероморфных в круге |я| 1 функций /г(х), для
которых

зир {Га (г; Г)} < + оо. (4)
0<г<1

При этом функции тпа (г; Р), (г; Р) и Тл (г; Р) представляют со­
бой своеобразные аналоги известных неванлинновских функций тп (г; Р), 
Р (г; Р) и Г(г; /), совпадая с ними при значении параметра а = 0. 
Функции эти для каждого значения параметра а (—1 <^а < со) опреде­
ляются таким образом.

Пусть — оператор интегрирования (при 0 < а < со) или диф­
ференцирования (при —1<^а<^0) в смысле Римана-Лиувилля с нача­
лом в нулевой точке, т. е. 

Г
О-*?  (г) =—(г — #)“-1<р (0 (Н (0<а<со) (5)

Г («) 3 
о

м

<р (г) = — Р-0+«)Т (г) (- 1 <а < 0), 
<1г
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и пусть
т(г) = <р (г), ад ? О') = тах ? 0}< (6)

а—О
Тогда для каждого а (—1<^а<\°°)

2к
тл (г. Г) (г; СО) = Г ад 1ог I г (ге») I (7)

2У« (г; Г) ~ ЛГл (г; со) = ֊у֊֊ М г ֊ Ла] + к
Г (!+<։)

4--Г2—а>)-П(0;«)]</Ц. = «2֊Ц, (8)
Г(1Ч-а)3 / 1 1 п(п+«)

О

где п (0; со) означает кратность возможного полюса функции в точке 
х = о, и (/, оо) — число ее полюсов, лежащих в круге |г| { (0 <^7<^1)
и отличных от х = 0, в предположении, что каждый полюс считается 
столько раз, какова его кратность.

Поскольку при значении параметра а = 0 имеем 
Го (г; Г)^ Т(г; Г),

то ^0= где ТУ—класс функций ограниченного видаР. Неванлинна.
Вместе с тем, важной особенностью классов /V։ является то об՛ 

стоятельство, что для любых значений — 1'С<։1<аа<^+°о имеет ме­
сто строгое включение ТУ,,, с: No, и, в частности,

ТУ. с ТУ. (- 1<а<0). (9)
2°. В связи со свойством (9) классов /Ча естественно возникают 

два вопроса.
1. Не „утоньшается“ ли для функций класса —1 <Са<\0) то 

исключительное множество Ес: [0,2к] нулевой линейной меры, где 
предел (1) возможно и не существует? Если да, то каким образом 
можно характеризовать его в зависимости от значения параметра а?

2. Нельзя ли утверждать для граничных значений функций клас- 
га֊ТУ» (—1<Са<С0) нечто большее, чем конечность интеграла (2)?

В настоящей статье, привлекая понятие 7-емкости множеств [4], 
приводится положительное решение обеих поставленных выше задач.

Рассмотрим систему всех множеств {В}, измеримых по Борелю и 
лежащих на [0, 2к].

Будем называть мерой ц всякую неотрицательную, впо?же адди­
тивную функцию множеств, определенную на {В} и нормированную, 
т. е. И [0, 2к]=1. Будем говорить, что мера сосредоточена на В я 
писать н^В, если н(В) = 1, т. е. если

<1р- = 1.
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Фростман и другие авторы ввели и изучили понятие 7-емкости множе­
ства. Мы не будем здесь указывать как надо находить величину 7-ем- 
кости множества, а лишь ограничимся тем, что приведем определение 
и будем различать множества -{-емкости положительной и равной ну­
лю, а именно:

Множество Е, измеримое В, имеет положительную ^-емкость 
(0 < 7 <1), если найдется такая р ►< Е, для которой функция

2։с
J \е“ — ге'-ф 
о

(Ю)

остается равномерно ограниченной по х при г -»1 — 0, то есть если 
при некотором р Е

И7 (р) = sup | max И7 (х; г) 1< 4֊ со. (Ц)
0<г<1 J

Если же для любой меры р -^Е У7 (р) = 4֊ со, то Е имеет -{-емкость, 
равную нулю; и тогда будем писать сарт £=■=().

Из самого определения непосредственно следуют следующие 
свойства множеств, имеющих нулевую “[-емкость:

а) если для данного 7 (о< 7 <С 1)> сар7 Е = 0, то для любого 
7' (7 7' <1) имеем также сар7> Е = 0;

б) если
сар7 Ek = 0 (k = 1, 2, • ■ •, р), 

то имеем также

{р ) (р I
U £*  L = сар7 П Ек ( =0.

Следующие две основные теоремы дают ответ на поставленные 
выше вопросы о функциях класса Na (—1<^а<^0).

Теорема 1. Если F(z) (Na (— 1 < а<^0), то предел
F (е'6) = lim F (re'6) 

г-*1 —0

существует для любого & £ [0,2к], кроме, быть может, некоторого 
исключительного множества Е с. [0,2к], -(-емкость которого (где 
7—любое число из интервала 1 4֊ а 7 1) равна нулю.

Теорема 2. Пусть F (z)£Na (— 1 < а < 0) и Е с [0, 2ir] — лю­
бое множество с положительной -(-емкостью (где 7 — любое число из 
интервала 1 4~ a-C7i< 1)- Тогда для любой меры р -<,Е, у которой 
Ит(и)<+«>, для граничных значений F (е1й) функции F(z) выпол­
няется условие

|log IF (е'6)|1 dy (&) = j Ilog | F (e'6)| |Jp (&) < +- co. (12) 

0
Как известно, класс N Незанлинна может быть определен как 

множество функций, представимых в виде отношения двух функций, 
аналитических и по модулю ограниченных единицей в единичном круге.
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В заключении данной статьи будет установлено, что аналогичный 
факт имеет место и для функций класса No. ( 1<С։<0). А именно, бу­
дет доказана

Теорема 3. Класс К? (—совпадает с множеством 
функций, представимых в виде

<М<։>֊/։(*)
где

1/*(*)|<1  (|*|<1). /*(«)€*•  (*  = 1.2).
Ниже будет приведено доказательство этих и еще трех вспомо­

гательных теорем, имеющих также и самостоятельный интерес.
3°. Пусть функция К (д) мероморфна в круге /д|<^1, {а^} и {6,} 

суть соответственно последовательности ее нулей и полюсов, отлич­
ных от ж = 0 и пронумерованных в порядке неубывания их модулей 

о< I<4К I аа К •'' <1 Оц К • • •.

причем каждый нуль или полюс мы записываем столько раз, какова 
его кратность.

Известно [2], [3], что если /’(д) £(—1 «Са<С + °°)> то ряды

2 (1-М1+։, 2(1-1*-1) ։+‘ 
(н) (’)

сходятся.
С другой стороны, известно также, что для любой последова­

тельности комплексных чисел {хл)Г (0<^ |д*|  ֊С |д* +1К 1), подчиненной 
лишь условию

2 (1-|г* !)«+«< +оо, (13)
Л-1

существует функция из класса с нулями, лежащими лишь в точках 
{д*}1  . Важным примером такой функции служит бесконечное произ­
ведение

В« (д; г*)  = П (1 - е-ИГ'а (։; , (14)
к-1 \ '

где для |д| < 1 и /С|<1

17. (д; С)= (*  -(1~~х)’ <1х- 
и х 

п 1:1
~—~~—”—/ С * С(1— х)*  х*~^  (1х — * I (1—х)вх—*—1(Ух I 

£г(1+«)г (1+*)1  р ; Г } ахг՛
о К1

О <15>ота функция, введенная и изученная в работах [2], [3], служит важ­
ным элементом в параметрическом представлении класса 7Уа.
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Доказательство теорем 1 и 2, во-первых, существенно опирается 
на представления класса N*  и функции (z; z*).  Приведем соответ­
ствующие теоремы.

2 (a\ + b{)k < + «> (0<₽<1),
(■- 1

то тригонометрический ряд
п 00
■у + 2 о / cos £8 + bk sin £8
2 k-l

может расходиться только на множестве, у которого (1—р)-ежкостпь 
равна нулю.

Отметим, что еще раньше, до появления работ [2], [3], Карлесо­
ном [6] были введены другие классы мероморфных функций, входящие 
в класс N. Эти классы существенно отличны от классов М, (— 1<^а<7)) 
и определяются следующим образом.

Теорема А [2], [3]. Класс NT (—1<а<оо) совпадает с мно­
жеством функций F (z), допускающих представление вида

F(z) = cz' ֊֊^֊7 exp /1 [ (e֊»z) (&) I, (16)
Di (z; bt) (2՜ J J

где c — постоянная, л 0 — целое число,

5-(>) = г<1 + “){(1Д),4.-1}, <։’)
а ■]» (0) — произвольная вещественная функция ограниченной вариа­
ции на [0, 2к].

Известно, что при а = 0 функция В„ (z; z*)  совпадает с обычным 
произведением Бляшке

Во (z; z*)  = В (z) = П • (18)
;֊ii-z*z  z

В заметке [5] было установлено одно новое важное свойство 
функции Бляшке, заключающееся в том, что при — 1 а 0 условия 
(13) и 5(z)^Aa эквивалентны.

Отсюда и из теоремы А непосредственно следовала
Теорема В. Если последовательность {z* )Г удовлетворяет

условию (13), где — 1 < а 0, то имеет место представление
2к

Ba (z; z*)  = Во (z; Zk) exp I C S« (e՜'2 * * * * * * 9 z) dw (&) |, (19)
I 2k J ' J

о
где (u (8) — некоторая функция ограниченной вариации на [0, 2к].

4°. Доказательство теорем 1 и 2 опирается также на приводимы е 
ниже две теоремы Салема-Зигмунда [4] и Карлесона [6].

Теорема С [4]. Если
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Для данного значения Р(0<Р<^1) в класс Т? входят мероморф­
ные в круге \г\ <1 функции ги(г), лля которых 

։
Ур (го) = у (1 — г)՜3 А (г; го) </г <^ + 00, (20)

о
где

А (г; го) = Г Г - ~-?7ТГ։ бхбу (21)
л и (1+.« (о։
м <<•

—известная функция Альфорса-Симидзу.
В своем исследовании Карлесон установил, что для каждой 

функции Г (г) £ Ур утверждение теоремы 1 справедливо, притом 
для значения ч = 1 — р.

В случае, когда У (г) — ограниченная функция из класса Ур (0<С 
<С₽<^1), это утверждение есть простое следствие теоремы В Салема- 
Зигмунда.

Наметим его простое доказательство, приведя его в виде отдель­
ной теоремы.

Теорема О. Если и (г) — ограниченная функция из класса 
Т$ (0 "С ? 1)> т0 предел

•ш (е(в) — Нт го (ге1Ь) 
г-*1 —о

существует почти всюду на [0, 2՜], кроме, быть может, некоторо­
го исключительного множества Е сз [0,2՜], у которого (1—Р)-емкостъ 
равна нулю.

В самом деле, пусть

2 акгк (|я|<1) 
к-0

и

_ !»!<։
Тогда имеем оценку

г 2г.
2

как г*՜ 1 е'* т гбгскр =А (г; ш) > (1 + го?) 2

= 2тг (1 +ио)-2 |«г2*-1р г = к(1+ «,?)֊22 к\ак\: ги.
' Ь-1

Поскольку ш (я) £ Ур, то отсюда следует далее, что 

2 к |а*|*  С (1-г)-₽г2*б/г  < I1-.4՜ ^)8 С (1—г)֊3 А (г; го) бг < + ос.
*֊։ б1 к (22)

Воспользовавшись формулой Стирлинга, получим
1

Нт к1^ С (1— г)֊3 г2* бг = Г (1~Р) , 
3 ' 21֊3 

о
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откуда и из неравенства (22) следует, что

2 *?|а*1 ։<+°о. (23)
*-։

На основании теоремы С из условия (23) заключаем, что тригономет­
рический ряд

2 а*е'* 8 
к-0

может расходиться только на множестве Е с [0, 2л], у которого (1—Р)- 
емкость равна нулю.

Остается заметить еще, что по теореме Абеля будем иметь

Иш ш (ге1й) = V 
-»1—0

[0,2л] — Е
к-О

и, тем самым, завершить доказательство.
Отметим, наконец, что позже, в работе [7], было анонсировано« 

что при определенных условиях для любой функции Г (я) £ 7р спра­
ведливо утверждение теоремы 2 для значения 7 = 1— ₽.

5°. Рассмотрим обобщенный интеграл типа Коши-Стильтеса

<*Ф (») 
(1— е֊'8 2)։+-

*<0), (24)

где ф (&) — произвольная вещественная функция ограниченной вариации 
на [0, 2«].

Установим теорему о граничных свойствах интегралов вида АГа(я), 
играющую важную роль в дальнейшем.

Теорема 4. Интеграл Ка (г) имеет радиальные пределы

Ка (е‘?) = Нт Кл (ге1?), <?£ [0, 2«] 
г-»1—0

всюду на [0, 2л], кроме, быть может, некоторого исключительного 
множества Е с [0,2л], ^-емкость которого (где у — любое число из 
интервала 1+ а < 7 <Ч) равна нулю.

Доказатель ство. Ввиду свойств а) и б) множеств нулевой 
7-емкости, очевидно, достаточно установить справедливость теоремы 
для того случая, когда ф (&) — неубывающая функция. В таком предпо­
ложении введем в рассмотрение функцию

Поскольку

Ее

ш (г) = ехр {—Кл(г)} (|г| < 1).

1 (1֊г)1+а
(1—е~/8 г)х+л |1— ге1 <’-8) |2+։“

(я = ге1?)

я </ф (&) > 0, то, обозначая

։«։ (ге'¥) = </ф(») 
|1_геК?-е) р+2«

(25)

(26)

(27)
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из (24), (25) и (26) приходим к оценке
|w (reIf)i*  < exp { — <»« (re* 9)} <1. (28)

Таким образом, ■ш (г) — аналитична и ограничена по модулю еди­
ницей в круге |г| 1.

Но из (25) и (24) имеем также 
1-!-я С

I«»' (ге'9)| < |то (ге'9)| —— | |1_гв1(?-»)|։+« * 
О

Отсюда, пользуясь неравенством Буняковского, в силу (27) и (28), 
приходим к следующей оценке: 

2г.
К (ге1г)1я^Ш'(ге*)  е~Ыа<ге‘г)(1-г) 1 ’ 12 _ ^е!(Д 8)|» ' <29) 

О
Наконец, замечая, что вообще ше^-^е՜1 (0 + оо), из (29) по­
лучим неравенство 

' (ге'9)| 
то (ге'9)|’)։

Проинтегрируем теперь (30) по <? по промежутку [0, 2«], учиты-

С (0)
J |1-геНт֊<»|» 
о

(30)

вая, что
2*

d<? = 2ir(l-r։)-։<2^(l—г)-1

В результате получим 

.....К < 2тсе՜’ - f dt> 
(1 + |то (re'9)|»)s * (1-rH

и поэтому

А (г; то) = [ Г------(z)l8-----------ds < с«------ --------» (31 >
J J (l + |w(O։ (1—r)1+։
l։l<r

где
2к

■ Ptcp— 1 Pc««^- d-H»)>0. 
i+« J

0
Из оценки (31) заключаем, что для любого 7 (Ц-а<^7<^1) 

1
J А (г; то) (1— г)7-1 dr<^oo, 

о
Итак, w (г) — ограниченная функция из класса 7i_T, следователь­

но, согласно теореме D, утверждение теоремы справедливо для нее и,, 
тем самым, для функции

Ka. (z) = — log то (z).
6°. Докажем теперь теорему о граничных свойствах функции. 

Ba (z; Zk).
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Теорема 5*.  Пусть последовательность {х*)Г  (0 |х» | -^

* Утверждение а) этой теоремы было установлено Карлесоном [6]. Основным 
моментом в его доказательстве служило обнаружение того факта, что при условии 
(31) В (х)£Т_а. Поскольку на этот же факт опирается также частично и доказа­
тельство утверждения б), то для удобства читателя мы сочли уместным изложить их в 
одной общей теореме.

-<|х* +։|<^1) удовлетворяет условию

2 (1-|г*[)1 +«<4-оо (—1<а<0). (32)
*-1

Тогда имеют место следующие утверждения:
а) для функции В (х) = Во (г-, г)  предел*

В (е'8) = Нт В (ге*),  0 6 [0, 2«]
г-» 1—0

существует всюду на [0, 2՜], кроме, быть может, некоторого ис­
ключительного множества Е с [0, 2я], у которого (1-]-а)-емкость рав­
на нулю:

б) для функции В  (г; х)  предел* *
Вл (еге; х*)  = Нт В» (ге'8; х*),  [0. 2тг]

г-1—0

существует всюду на [0, 2«), кроме, быть может, некоторого исклю­
чительного множества Е с [0, 2^], '{-емкость которого (где 7—любое 
число из интервала 1+<։ Т <С 1) равна нулю.

Доказательство, а) Обозначим 4’через п (<) — числовую функ­
цию последовательности {х*} “> т. е. число точек х*,  лежащих в кру՜ 
ге |х|<*  (0<*<1).

Заметим, что для любого г (0<^г<^1)
Г

2 (1 — |х*|) 1+։ = (*  (1֊01+‘<М() =

г
= (1֊ г)1+։ п (г) + (1+а) у (1 — 0е П (I) Л.

и

Отсюда, ввиду условия (32) и того, что —1<а<7), следуют неравенства

(1- г)' [ —Л< Г (1— еу сП < 
о I Л I
Т Г

1
< —С (1-0* п(0Л<2 2 (1-Ы)1+а< + °о (33) 

гУ *-։ .
, /1 . .лдля любого г ( — < г < 1 •

\ 2 /
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Итак 
1

lim sup (1— г)*  f П —dt<Z + °°- (33')

dt (0<г<1)

г-И-О J г
г

Далее, как известно, для любой мероморфной в круге |z| функции
•w (z) имеет место формула Альфорса-Симидзу [1]

1 А = £(П _|_ _L L С log (1+ |w (re'a)|։)J&, (34)
к г r 4it dr Jо

где функция A (r; w) определяется из (31), а п (г; w)— число
•сов и (г) в круге |я| < г с учетом их кратности. 

Применим теперь формулу (34) к функции ш {г) = В՜1 (г),

полю-

заме-
тив, что тогда п (г; В՜1) = п (г). Будем иметь

1 А (г; В՜1) п (г) 1 df , 1+ |Д(Ге,т)1»
к г ~ г 4^ dr} * |B(re'*)| 2

о

dy=

п(г) , 1 <7 С, 1+|В(ге'*)| ։= —|ог
О

Теперь проинтегрируем тождество (34՜) по промежутку
весом (1—г)’, в результате чего получим

(34')

(0,1) с

(«.к)
it J r J г

о о
(1—г)’ dr +

1+|В(ге'*)|*
2 |В (ге/?)|2

d<? = U, (а) + Ut (а). (35)

Заметим, что, ввиду конечности третьего из интегралов, стоящих в 
неравенствах (33), очевидно, что 1/г (а) < 4՜

Заметим далее, что в круге |я| <1
г < 1+ |В (я)|8 1

2|В(г)|2 с |В(я)|2
а также, что по формуле Енсена

|1огГв(Ьо|
Теперь уже, учитывая неравенства (36) и формулу (37), 
что

(36)

(37) 

заключаем.

1+[В (ге<?)|*
2|В (ге'^)\2

2
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и, следовательно, в силу (33'), имеем Пг (а) 4֊ оо.
Таким образом, интеграл, стоящий в левой части тождества (35), 

также имеет конечную величину.
Наконец, легко видеть, что А (г; В-1) = А (г; В) и поэтому имеем 

также

(1-г)‘ бг < + оо,
О

т. е. В(г)^Т-,. Поскольку функция В (г) ограничена в круге |я|<1- 
то утверждение о ее граничных свойствах непосредственно следует из 
теоремы О.

Дополнительно отметим еще, что, ввиду свойств множеств с ну­
левой 7-емкостью, очевидно, что утверждение а) остается в силе, если 
заменить в нем (1 +а)-емкость любой 7-емкостью, где 14֊а^7<^1.

б) Поскольку
с/х 1(2 Л

Г (Ц-а) I (1—я)1+а {

то, согласно теореме 3, любая функция вида

ехр

обладает требуемым свойством, т. е. ее радиальные пределы сущест­
вуют везде на [0,2к], кроме, быть может, некоторого исключительного 
множества Е с [0,2it], сар7 Е = 0, где 7 — любое число из промежутка 
1+ “<7 <1.

Выше уже было установлено, что тем же свойством обладает и 
функция Бляшке В (z) = Во (z; zu).

Поэтому, пользуясь представлением функции Ва (я; я*)  (—1<jx<7)), 

и, следовательно, любая 7 — емкость, если только 1 + а< 7 < 1.

В, (я; я*)  = Во (я; я*)  ехр (38)

даваемым теоремой В, мы завершаем доказательство теоремы.
Отметим, наконец, что теорема Карлесона 4 (а) все же не со­

держит первоначального результата Фростмана, впервые рассмотрев­
шего произведения Бляшке с нулями {я*|~,  подчиненными условию (32)•

Приведем формулировку теоремы Фростмана [8], поскольку она 
нам будет нужна ниже.

Теорема Е. При условии (32) будем иметь

Вт |В(ге'&)|=1, & С [0, 2«]
Г-»1— О

всюду на [0,2՜], кроме, быть может, некоторого исключительного 
множества £ с [0,2~], у которого (1-|-а)-емкость*  равна нулю.
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7°. Переходим к доказательству основных теорем.
Доказательство теоремы 1. Оно непосредственно следует 

из теорем А, 4 и 5.
Доказательство теоремы 2. Рассмотрим функцию класса

Л’« (- 1<а<0)

Ф (г) = ехр 1
2«

г*
f 5, d) (0) (|zl<l), (39)

о
где ф (&) — произвольная вещественная функция с конечной вариацией 
на [0, 2п].

Согласно теореме 1 для данного значения 7 (1 + ։ С f < 1) пре­
делы

Ф (е'*)  = lira Ф (re1*),  <р С [0» 2к1 (40)
г-»1-0

существуют всюду на [0,2՜], кроме, быть может, некоторого исклю­
чительного множества 7-емкости нуль.

Далее из (39), принимая во внимание значение (38) ядра (e~'Jz), 
мы получим неравенство

Ф 1 < • 
о о

Поскольку 0<^14-а<^7<^1, то отсюда приходим к оценке 
2к

Hogl ф (Г^)| | < е0+С1 Г ■ -|^ (8)|—- (0 < г < 1, 0< ? < 2«), (41)
J |1 — ге‘(ср—е)!1 

о
где с0 > 0 и сг ^>0 — постоянные, не зависящие от ? и г.

Пусть, далее, при том же 7 (1+<։< 7 1), Е <=■ [0, 2п] представ­
ляет собою множество, 7-емкость которого положительна. Это озна­
чает, что найдется такая мера р Е, для которой интегралы

V (0; г) = Г---- (У)
1 J |1—ге'(’֊8>|т

о 
удовлетворяют условию

oS?. {V, (»;/))= и, w <+ ~. (42)

Теперь, пользуясь оценкой (41), ввиду (42), будем иметь

Г| Jlogrl Ф (re^)IJJp (<р) <с0 + (р) |с/Ф (&)| = с8<+ оо (0 < г <1), (43)
£ о
где с2^>0, очевидно, от г не зависит.

Наконец, принимая во внимание, что предел (40) может не су­
ществовать лишь на множестве нулевой 7-емкости, путем перехода к 
пределу в неравенстве (43), в силу теоремы Фату [9], заключаем, что
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J |log| Ф (е/’)|(?)<-|- оо. (44)

£
Итак, для любой функции Ф (я) вида (39) утверждение нашей тео­

ремы справедливо.
Установим теперь справедливость теоремы для любой функции 

В, (z; zk).
Для этого, во-первых, заметим, что, согласно теореме Е, при 

условии

2(1—|z*l) I+։<+°°

граничные значения В (е'7) функции Бляшке В (z) удовлетворяют ус­
ловию

log \В (е'7)| = 0 (45)

всюду на [0, 2я], кроме, быть может, некоторого исключительного мно­
жества (1+а)-емкости нуль. Очевидно, что такое множество имеет 
нулевую "[-емкость при любом

Следовательно, если Е с: [0,2к] — любое множество положитель­
ной "[-емкости (1 + « <7 < 1) и то, ввиду характера тождества
(45), будем иметь

J |log| В (е'7)| | dv. (?) =0. (46)

Обратимся далее к представлению (38) функции Bi (z; z*),  обла­
дающей радиальными пределами

Bi (e'7; z*)  == lim Ва (те1*;  гь) 
г-►1—0

всюду на [0,2՜], за исключением, быть может, некоторого исключи­
тельного множества нулевой f-емкости (1 + "[ <^ 1). Тогда, ввиду
(46) и свойства (44) функций вида Ф (z), будем иметь

|log| Ва (e'7; z*)|  | dv- (?) < + co. (47)
£

Наконец, полное доказательство теоремы следует из утвержде­
ний (44) и (47), если принять во внимание представление функций 
класса Na (—1<^ а 0), даваемое теоремой А.

8°. Чтобы установить теорему 3, предварительно докажем тео­
рему.

Теорема 6. Если последовательность {z*}f  (0<^ |z*| -С |z* +i|<^l) 
удовлетворяет условию

2(1-W)1+I< + « (-1«0), 
Л-1

то справедливо неравенство
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|Ä,(z;z*)|<|B 0(z;z*)|  (|z| <1). (48)

Доказательство. Заметим сначала, что, в силу определения
(14) функции Вл (z; гл), достаточно установить справедливость нера­
венства

ил (z; С) = Re { W. (z; С) - IF0 (z; Q ) > О 
для любых значений |z| <1, |С|<0.

Но из разложения (15) функции IF« (z; С) мы имеем

U (z-, С) = + 2 ал (р) |М*  cos (к arg ш),

где р = |С|, ш = z< (|ш| = р jz|<l),

МР) = 2
р

dx

аА(р)=±_Г(1+*+*)
к Г(1+а)Г(1 + Л)

■'dx-

х~ к ~1 dx (£ = 1, 2, З,-- ).

(49)

(50)

(51)

(52)

р

о

р

Заметим далее, что достаточно установить выпуклость последо­
вательности {а*  (р)}о°, т. е. справедливость неравенств
Ф*  (р) = Д«а*  (р) = ал (p)-2aA+i (р) + а* +2 (р) > 0 (0<р <1, к > 0), (53') 
чтобы требуемое неравенство (49) непосредственно следовало из из­
вестной теоремы о неотрицательных тригонометрических рядах [4].

Докажем первое из условий (53), т. е. установим, что
<Ро (Р) = «о (Р) = ао (р) -2а, (р) + а. (р) >0 (0 < р <1). (53")

С этой целью, пользуясь формулами (51) и (52), запишем функцию
<р0 (р) в раскрытом виде

֊֊у (1 + «)(2 + ^ (1 — х)а xdx — (1—х)» x~3dx

Заметим сперва, что
(53")
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(р) = ֊2 [(1—р)*~ 1] р-’+4 (1+ а)
?

—р՜3^!—х)а с/х +р֊2(1—р)։ 

о

-(1+а)(2+а) ֊2р-5
р

(1—х)։ хс/х + р-3 (1 —
о

Далее, имеем также представления

(1-р)«-1 = I 

о
(1—х)ас/х = р (1—р)’— 1 хс/(1 — х)в,

о

2 I (1—х)а хс/х = р’(1 — р)а— I х2с/(1 — х)в, 

о о
с учетом которых формула (54) запишется в виде

-֊ фо (р) = - 
л»

1-2 (1 + а) хр֊2 + С1-+^(2.+ а)х«р-4 с/(1—х)а. (55)

Поскольку при —1 У (1+а)(2 + а),

то

1-2 (1+а) хр֊2+ у (1 + а) (2+“) х2Р֊4> [1-(1+<0 хр֊2]*  >0.

Наконец, заметив, что при—1<^я<^0 функция (1 — х)։ возрастает 
на [0,1), из (55) заключаем, что фо(р)-СО. Это значит, что на интер­
вале [0,1] функция ф0 (р) — убывающая и, в частности,

<Ро(р)><Ро(1) (0<Р<1).
Остается заметить, что, как следует простой проверкой из (53"),. 

®о (1) = 0. Итак, утверждение (53) для £=0 справедливо.
Чтобы доказать неравенства (53) для к >1, запишем сначала, 

функции а*  (р) (&^>1) в виде

а*  (р) = Ьк (р) + (1к (р),
где

Мр) = ֊ к
Г(1+« + *) р_ц 

Г (1+а) Г (1+*/ (1— х)а х*-1с/х, (56>

*̂(Р)  =
Г (1 + а+&)

Г(1+а)Г(1 + й)

1 Л
У (1—х)“ х~* -1с/х — р~2* у(1—х)“ X*՜ 1 с/х • 

р р*
(57>
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Теперь путем проведения непосредственных оценок установим выпук­
лость обеих последовательностей [6*  (р)}Г и {</*  (р)}1 в отдельности.

Во-первых, отметим, что эти последовательности неотрицательны.
В самом деле, из (56) имеем

Ь'х (Р)=֊2 Г (1 +« + к)
Г(1+а)Г(1+к)

р-Чг-р8)’-^՜2*՜ 1 Г(1-х)*х*-Ух

с

поскольку, как легко видеть, при — 1 <^а <0

<0,

(58)

^(1 -Р։Г (0<Р<1).
к

Из (58) следует, что
6* (Р) >6*(1)=0, к-Л, 2, •••, (59)

причем равенства 6*  (1) = 0 (*>1)  непосредственно проверяются.
Чтобы установить неравенства

Л(р)>Л(1) = 0 (Л=1, 2, -- ■) (60)
.достаточно заметить, что при —1 а 0

(0<Р<1),

р 2* I (1 — х)ах* -1 </х<:р~2*(1  — р)а I х*  1 <1х —

₽* ' ?
= (1-р)“-Ц=^- (0<Р<1).

к
Теперь, записав формулу (56) в виде

® =՜*  - Га++.)"г(1+*)/ (1 “р'х)' “՝"՝ 

мы имеем

Д8 (р) =-------------------- --------Г (1 + а+ к) С (1 _ р» х)« х*-1 /1 —
к (* +1) (к +2) Г(Ц-а) Г (1-ЬЛ) 3 к 1

о
2<1 + « + *> , . (1+«+4)(2+«+4Г .1 , ....

1 + 4 (1+4) (2+ 4) ( ' 11

Но, как легко видеть, при — 1 <С а для любого у
1 2(1+« + И (1+а+*)(2  + а + *)  7 1+«+* Ч

1 + л (1 + *)(2 + Л) у \ 1+* V

(62)
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Поскольку при —1<^а<^0 выражение (1—р2х)։ (0-^р-С1, 
О Х'х<^1) является возрастающей функцией от р, то из (61) и (62) по­
лучим неравенство

2 , (1+«+А:)(2+а + А:) 
(1+*) (2+Л)

(64)
Но выражения, стоящие в подынтегральных квадратных скобках 

справа в (64), очевидно, неотрицательны, в силу неравенства (62). По­
этому, учитывая еще, что функция (1—х)“ при —1\« <0 не убы­
вает на (0,1), из (64) получим следующую оценку:

1________
Ш+1) (к + 2)

_га + а + Л) Г 
Г(1+а)Г(1+*)3

О
(1 -х)«х*֊> 1 2(1 + « + *)  ■

1+£

(1 + а + А:) (2 + « + А:) 1
(1 + Л)(2 + Л) / •

Остается заметить, что стоящее в правой части этого неравен­
ства выражение равно нулю. Это можно проверить непосредственным 
подсчетом.

Итак, отсюда и из (59) получим при 0<р<1
6*(р)>0,  А26*(Р)>О  (Л=1, 2, З,-.-). (63)

Далее, из (57) имеем

Д2ЛГр)=
Г (! + « + *:) 

Г(1+«)Г(1+Л)

2 1 + « + А: х_, (1 и-а + Аг) (2 + а + Аг)
' 1 + к Х (1 + ^(2 + ^) <1х—

- р-2* (1- х)’х' 

р*

1—2

д2 (р) > (I- р)’ Г (1 + а + А:)
Г(1+а)Г(1 + А:)

(1+а+*)(2+а  + &)х_а 
(1+А:)(2+Л)

с?х-

1- 21±^±хр-а+ Р+ ‘ + &Х2+ « + к) -1
ч 1+А: (1 + А:) (2+й) ]

С помощью простого подсчета можно установить, что выражение, 
стоящее в правой части этого неравенства, равно нулю.

Отсюда и из (60) получим при 0<^р<1
348-2
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Не 5, (г)>0 (|х| <1), 
будем иметь |Ф*  (*)|<1  (*=1,  2). Из сказанного вытекает
что

//*  (*)1  < 1 (И < 1), Д (г) (к = 1, 2), 

откуда и из (67') легко следует представление (67) -(68) теоремы 
Отметим, что результаты этой статьи, за исключением теорем 2 

и 3, были вкратце анонсированы в [10].
Институт математики и механики

АН Армянской ССР г.Поступило 26.1У.1967

Մ. IT. ՋՐԲԱՇՑԱՆ և Վ. Ս. ԶԱ-հԱՐ8ԱՆ

ԴԱՍԻ ՄԵՐՈՄՈՐՖ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ԵԶՐԱՅԻՆ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ

Ամփոփում

Հոդվածում ապացուցված է հետևյալ թեորեմը'

Եթե F(z) Ç м (- 1 <a<0) ապա 

F^ = r^_o F(re“)

դո լաթ լուն ունի կամայական [0,2^] համար, բացի գուցե մի բացառիկ 
£շլ[0,2^\ բագ,^ութւոլ^,1՚ցւ ո[փ "^֊ունակությունը (որտեղ ղ-ն կամայական թիվ 
է 1 ինտերվալից^ հավասար է դերոյի։

Ապացուցված է նաև, որ եթե — 1 Հ*  Ա <Հ 0, ապա դասի ամեն մի 
ֆունկցիա կարելի է ներկայացնել որպես ^a դասի երկու սահմանափակ 
ֆունկցիաների հարաբերություն։

M. M. DZRBASHIAN AND V. S. ZAKARIAN

THE BOUNDARY PROPERTIES OF MEROMORPH FUNCTIONS, 
BELONGIHG TO N.

S u m m a r y

The following proposition is proved in the paper: If F (z) belongs 
to N„ (—l<^a<^0) then the limit

F (e(l>) = lim F(re16)
r-t-l—O

existes for every 0£[0, 2՜] may be with exception of a set Ec[0, 2it], 
whose &— capacity (0 is arbitrary from the interval 1 + «<^&<1) is 
equal zero.

Also it is proved that every function from the class Na, —l<^a<^0 
may be presented as a ratio of two bounded functions, belonging to Na.
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