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АНАЛОГИ ТЕОРЕМЫ ФАТУ ДЛЯ 
ПОЛИАНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Функция w (z) называется полианалитической порядка 
п (или n-аналитической) в области D, если она представима в виде

W (*) = /о Ю + * A (Z) + • • • + ~zn~lfn-x (z), (1)

где fi(z) (z — 0, 1, •••, n—1) — функции, аналитические в D.
Известно [1], что аналитическая и ограниченная в единичном кру

ге функция почти всюду на единичной окружности имеет угловые гра
ничные значения (теорема Фату). Оказывается, для полианалитичес- 
ких функций это уже не так. Для того чтобы убедиться в этом вна
чале покажем, что справедлива следующая

Лемма 1. Существует функция f (z), аналитическая в круге 
z | 1 и обладающая свойствами:

1) 1/(ге')|<1—, 9С [0, 24 0<г<1; (2)
1— г

2) для некоторой последовательности {г,}, г,—>1,

е€[0, 24 (3)
2 1—г»

Доказательство. Факт существования такой функции и идея 
ее построения любезно указаны нам Е. П. Долженко.

Будем строить / (z) с помощью лакунарных рядов. Пусть

/(z) = 2 a*z՞*, (4)
Л=1 

гд§
1CLh == ' ' " ~ * •

max {rn* (1—г)} 
0< г <1

Покажем, что последовательность натуральных чисел {п*} можно вы
брать так, что функция (4) будет обладать свойствами (2), (3). Заме
тим прежде всего, что

max {г^(1— г) } = ---- ------ —-— >o<r<zl (Ц֊/)' 1 + f

и точки максимума г/ с увеличением номера t приближаются к еди
нице.
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Пусть лх — произвольное натуральное число. Выбор остальных 
чисел ла подчиним пока только следующим требованиям:

все числа ла—нечетные;
и*. 4՜ 1 > 2пл—1. (5)

Тогда
00 /1 I \|/(г«»)|<3 г"* (! + "•) (-1) < 

А-1 \ “А /

/ па +> \
СО »С / 2 )

<3 3 (1+л*) • /* < 3 2 2 к г + • • • + г"*-1 + гЧ < 

А-1 А=1

<6(1 +г+г’+---) = ^у •

Отсюда следует, что ряд (4) сходится в круге |я|<1, то есть /(г) 
аналитична в единичном круге, и для нее выполняется соотношение (2).

Последовательность {га}, о которой говорится во второй части 
леммы выберем таким образом: г* равно тому г, которое дает макси
мум функции {гя* (1—г)}. В таком случае

1/(г> е'9)| > —------- ал г? + 2 оа г՞*) • (6).

Но

А֊=1 А-1

и, поскольку г»=г, (п») стремится к единице при л,оо, то можно 
считать, что Пч выбрано настолько большим, что выполняется нера
венство

<7> 
А=1 Ч 1 Гч

Так как, с другой стороны, ряд (4) при г = г, сходится (равномерно 
относительно 9), то можно считать, что

п»+1 выбрано настолько далеко от Пч, что для остаточного чле
на имеет место оценка

(8)
А-»Н 1 г"

Неравенства (6)—(8) показывают, что функция /(я), действительно, об
ладает свойством (3). Итак, если числа ла ряда (4) выбраны так, что 
выполняются условия (5), (7), (8), а это сделать возможно, то функция 
/ (я), определяемая этим рядом, обладает свойствами (2), (3). Лемма 
доказана.
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Теорема 1. Существует функция го (я), бианалитическая и 
ограниченная в единичном круге и не имеющая почти всюду на еди
ничной окружности угловых граничных значений.

Доказательство. Пусть / (г) — аналитическая функция, по
строенная выше. Тогда функция го (ге10) = (г* — 1) / (я), очевидно, би- 
аналитична и в силу (2) ограничена в |я\ < 1. Пусть го (я) имеет угло
вые граничные значения го (О в точках 1^Е окружности |я| =1. Как 
следует из (3) |го (/)| > 1, и поэтому функция / (я) в каждой точке I 
имеет угловым граничным значением ос, Но։ в силу граничной теоре
мы единственности Лузина и Привалова [1], множество՛ Е точек в 
которых аналитическая функция / (я) обращается (в смысле угловых 
граничных значений) в бесконечность, не может иметь положительной 
меры. Теорема доказана.

Возникает вопрос, какие дополнительные условия следует, нало
жить на полианалитическую функцию, чтобы для нее имела место тео
рема Фату. Прежде всего отметим, что верна следующая простая

Теорема 2. Функция го (я), п-аналитическая в единичном 
круге к и ограниченная в к вместе со своими ареоларными произ
водными

д'и)
дя

до порядка п—1 включительно, почтц всюду на единичной окруж
ности имеет угловые граничные значения.

Доказательство. Так как функция ш (я) имеет вид (1), то

֊=• = А (*) +2*А А) + • ■ • + (п - 1) я"՜2 /п_։ (я), 
Ог
֊#֊ = 2/, (я) +• • •+ (п - 2)(п (я),
иг

= (п-1)! /„_! (я).
Оя

Отсюда очевидно следует, что в круге к ограничены аналитические 
компоненты А (я) функции го (я). А поскольку для каждой из них вер
на теорема Фату, то из (1) ясно, что ш(г) почти всюду имеет угло
вые граничные значения.

В случае бианалитических функций можно привести также аналог 
теоремы Фату с несколько другими условиями.

Теорема 3. Функция ш (я), бианалитическая в единичном 
круге и ограниченная в нем вместе со своей радиальной производ- 

„ дш онои ---- » имеет почти всюду на единичной окружности угловые
дг ,

граничные значения.
Для доказательства этого утверждения нам будут полезны две 

леммы о бигармонических функциях (бигармонической называет
ся действительная или мнимая части бианалитической функции).
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Лемма 2. Если бигармоническая в единичном круге к функция 
ограничена в к вместе со своей радиальной производной, то она 
представима в к интегралом

2ж 1 Гы (ге'։) = (г*—1) • — С? (г,/-9)^(0 + — П (г, (9)

о 0
где я (/) и р (/) — функции ограниченной вариации в [0, 2к]։ а

Р (г, ?) 1_2Г соз <р г3

П(г, <?) =
(1— г2)2 [1 — г cos ф] 
[1 — 2г cos ® — г։]4

Доказательство. Рассмотрим два семейства функций 
8 ?я,(0) = С и (г, о л и р,.(9) = С du^ dt, 

J J or
о 0

где г < 1 и 0 < 9 < 2*. Так как
2к

К(0)К С 1« (г, t)\dt<M

И

2 |xr(9*)֊af (0*+1)|<2
*=1 *-։

0я+1 = 2«, Г < 1о = в1<е1<
то семейство функций {а,-(9)} является семейством: 1) равномерно огра
ниченным и 2) равномерно ограниченной вариации в [0, 2«] относи
тельно г. Семейство функций {Рг (6)} будет очевидно также обладать 
свойствами 1) и 2). По первой теореме Хелли ([2], стр. 184) из се
мейства (0)} можно выбрать последовательность {а,л, (9)}, сходя
щуюся в каждой точке [0, 2к] к некоторой функции а (0) ограниченной 
вариации. Далее по той же теореме из последовательности (рГ/1, (9)} мож
но также выбрать последовательность {РГд 9) }, которая в каждой точ
ке [0, 2я] сходится к некоторой функции ограниченной вариации Р(9). 
Заметим, что получившаяся при этом последовательность {яГд (9)} так
же, очевидно, сходится к а (9) на [0, 2к].

Из свойства 2) рассматриваемых последовательностей (аГл (9)} и 
{(0)} следует, что к каждой из них можно применить вторую тео
рему Хелли ([2], стр. 194). Поэтому имеем равенство 

2к 2х
(г’-1). А [ Р (г, t - 9) dp (0 + А С П (г, t - 0) da (0 =

2к J 2-rcJ
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2г. 2г

= (г* - Ijg; f Р (г, # - d^rn (0+ Д П (r,f-8) darn (0 +о (1) 

о о
ИЛИ

2г. 2г.
(г’-1)А Г Р (г, 6)^(0 + ^֊ Г п (г, t-V)da(t) =

2л J 2л J
о о

= (r։ -1) — [р (г, f-6) • д-“кп’-*)- dt + 
2л J дг

о
2к

о
П (г, t-0)-u(r„,t)dt + o (1). (Ю)

Пусть и (г) — функция, бигармоническая в круге |л| -С г0. Если
/ /ОЧ 1 диСгпв"1) , ... . .

“ (го е ) = Я (°) и---------- з------- = л (ь), то значение функции и (г) в
2 дг

произвольной точке г = ге‘°, г<^г0, определяется [3] через# (б) и Л (б) 
по формуле

и (Ге1й) = — (га- 
2л

-h(t)dt_______
Г2 — 2rr0 COS (t — б) го

f g (0 [1— rr0 cos (f —б)] dt
J Lrs — 2rr0 cos (t — 6) + ro]։ 
0

Поэтому равенство (10) можно переписать в виде
2«
Jn (г, t— б) da (0 = u (rn>z)+o(l). 

о

2с
J Р (r.t 

и
(И) 

Переходя теперь в (11) к пределу при г-* 1, мы и получаем нужное 
соотношение.

Лемма 3. Бигармоническая функция и (г), представимая ин
тегралом (9), почти всюду на единичной окружности имеет угло
вые граничные значения, равные а.' Ц).

Доказательс тво. Как показано нами в [4] функция
* 2՞

— I П (г, I — б) да (1) почти всюду на |г| = 1 имеет угловые граничные

о
3« л
I Р (г, I — б) d$ (0 имеет почтизначения, равные a' (f), а функция — 

2л, 
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всюду угловые граничные значения, равные / (О» в силу классической 
теоремы Фату [1]. Отсюда и следует справедливость леммы 3.

Д оказател ьство т еореиы 3. Условия теоремы выполня
ются для бигармонических функций и (г) — е ш (г) и V х) гп то (я). 
Поэтому каждая из функций и (г) и V (г), по только что доказанным 
леммам 2 и 3, имеет почти всюду на |а| = 1 угловые граничные зна
чения. Значит, таким же свойством обладает и то (а) - и г + ги (х).

Дополнением к этим результатам может служить
Теорема 4. Если ограниченная бианалитическая в круге к 

{|г| <՜ 1} (Ьункция
то(а)=/(аН (1-г՜-’) ?<*) 02)

имеет на некотором множестве Е угловые граничные значения, то 
1) почти всюду на Е имеет угловые граничные значения компонен
та / (х), 2) угловые граничные значения функции ш (г) почти всю
ду на Е совпадают с угловыми граничными значениями аналити
ческой функции / (г).

Доказ ательство. Пусть
то (г) = и (г) — IV (г), 

тогда
дю 1 /<?..(? \ 1 /ди ди . .ди ,ди\
— = —(----- Н—|то=—(-------------- И г------ Н — • (13)
дх 2 \<?х ду/ 2 \(2х ду ду дх/

Пусть х—гел — любая точка круга к. Опишем вокруг нее круг ра- 
1 — г2диуса R =---- - ---- . Этот круг целиком принадлежит к. Но для р-гар-

монической в некоторой области О функции (а) и круга 7’{(а —а0|=/?}, 
принадлежащего О, М. Николеску [5] установил неравенство

(г)- < СМ, (14)
дх'՝ ду'>

где М—верхняя грань ф (а) в круге Т, а С'= С (*1։ р)—некоторая
константа.

В нашем случае действительная и (а) и мнимая и (г) части огра
ниченной функции не превосходят по модулю некоторого числа. По-

1— г2этому из (14) при R =------- и \ = 1, ■>., — 0; ՝>г =0, = 1 соответ

ственно получаем

(1֊г2) с*Ф (^) 
дх

<Н, (1֊г2)
I ду

где ф (а) = и (а), и (а). Отсюда, в силу (13), находим

(1 ֊ г։)
дш {х) 

дх
(15)М

для любой точки х = гс'° круга к. Но с другой стороны 
7=՜ = ֊^- [/ (г) 4֊ ф (а) — а а <р (г)] = — а? (а). 
Ог Ог
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Шоэтому из (15) вытекает, что функция
Ф (ж) = (1 - г։) ф (г)

•ограничена в к, а следовательно, в к ограничена и аналитическая 
j.функция /(я). Отсюда следует, что, во-первых, /(г) почти всюду на
Е имеет углоЬые граничные значения, а во-вторых, Ф (г) также обла
дает тем же свойством. Но у Ф(я), как показано при доказательстве 
теоремы 1, угловые граничные значения почти всюду равны нулю, а 

֊это и означает, что функции w (я) и /(я) почти всюду на Е имеют
■> одинаковые значения.
J Смоленский педагогический институт

им. К. Маркса Поступило 31.ХП.1966

Վ. Ա. ՊԵՏՐՈ'1.

ՖԱԹՈԻԻ ԹԵՈՐԵՄԻ ԱՆԱԼՈԳՆԵՐԸ ԲԱԶՄԱՆԱԼԻՏԻԿ 
ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

Ա if փ ո փ ո ւ մ
^(я)=/0(я)+?Л(г) + • • • +гл-1Л-1(г)

ֆունկցիան կոչվում է անալի տիկ միավոր շրջանում , եթե քլ (z)
= tl— 1) ֆունկցիաները անալիտիկ են այնտեղ։

Հոդվածում կառուցվում է երկան ալի տիկ ֆունկցիալի օրինակ, որի հա- 
մար ֆաթուի թեորեմը տեղի չունի և բերվում են ալդ թեորեմի անալոգները 
բազմանալիտիկ ֆունկցիաների համար։

V. A. PETROV

FATOU TYPE THEOREMS FOR POLYANALYTIC 
FUNCTIONS

Summary
A function

w (z) = fo (z) + z fi (z) + • • • + Zn-\ fn-i (я)

is said to be n-analytic in the unit disk if all fi (я) (z = 1,- • •, n — 1) 
are analytic there.

In the present note we construct a bi-analytic function for which 
the Fatou theorem does not hold and prove several Fatou type theo
rems for polyanalytic functions.

ЛИТЕРАТУРА

1. И. И. Привалов. Граничные свойства аналитических функций, М.—Л., 1950.
2. И. П. Натансон. Основы теории функций вещественной переменной, Л., 1941.
3. А. Н. Тихонов и А. А. Самарский. Уравнения математической физики, ГИТТЛ, 

' 1953.
4. В. А. Петров. Бигармонический интеграл Пуассона, Литовский математический 

сборник, 1967.
5. М. Nicoletko. Les fonction polyharmoniques, Paris, 1936.


