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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ФУНКЦИИ И О РАЗЛОЖЕНИИ ПО СОБСТВЕННЫМ 

ФУНКЦИЯМ ОДНОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ ДИРАКА

Введение

1. В релятивистской квантовой теории Дирака волновая функция 
'4՜ удовлетворяет уравнению следующего вида:

(р0 + Ис՜1 + а.хрх + яуру + агрг 4֊ (3) 4’ = 0, (0.1)

1где У = V (х, у, г) — потенциальная функция, с — скорость света,

.. -1 ■/, д .. д .. д
Ро = —, рх = — г!)—, ру = —г1) —, рг= — г? — ,

б*/  Ох ду дг

/; — постоянная Планка, операторы аг, ау, а, и ? удовлетворяют усло-
I виям

2 2 2 1 ча= а},= аг ~ 1, ял-Яу ауах— ахаг -֊- агЯд- = ауаг 4- аг ау = 0 | де 2՝
32= т3ся, Яд-Р 4- 8яд. = аур 4֊ р«у = агр 4֊ Раг = 0 ]

I и, наконец, т — масса частицы. Эти формулы следуют из формулы 
>(19), § 53.1, см. [1], если в последней формуле положить А =0 и 
1 еФ = У.

Пусть я.г, ау, аг и р—квадратные матрицы 4\4. Тогда волновая
.функция 4՜ будет матрицей 4X1, т. е. является четырехкомпонентной

/ФЛ
функцией 4 — I I 1, 4 * = Ч * (х, у, г; £), (к =1, 2, 3, 4) и, поэтому 

\ 4 « /
уравнение (0.1) эквивалентно системе четырех дифференциальных урав
нений в частных производных относительно функций 4'л (х, у, г;
(к =1, 2, 3, 4). Если положим 4' = е՜։՝Г/,Ь X, где —энергия, а четы
рехкомпонентная функция X зависит только от х, у и г, то уравне
ние (0.1) примет вид

{( № ֊ У) с֊1 4- + ЬРу + ^Рг + ₽} X = 0, (0.3)

где играет роль параметра собственных значений.
2. Мы будем рассматривать одномерный случай уравнения (0.3), 

т. е. предположим, что функции V и X зависят только от х. Тогда 
из уравнения (0.3) следует

{(И с֊1 4- °-хрх + ₽} X =0, (0.4)
где

Рд = - А.։ а2 = 1, р2 = Яд-Р + Ряд-=0. (0.5)
ах

233-2
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В этом случае ал и ? — матрицы 2X2, а функция X теперь двухком
понентная и ее можно рассматривать как матрицу 2X1. Поэтому урав
нение (0.4) эквивалентно двум совместным обыкновенным дифферен
циальным уравнениям первого порядка относительно компонент Х2 (х) 
и Х2 (х) функции X.

Пусть
/0 —/\ ? /1 0\ у (X՝ (х) \

я= ( ) > -----  = ( I, Л — I I •
\ { 0 / тс \0 —1/ \ Х2 (х) /

Тогда условия (0.5) удовлетворяются, и поэтому уравнение (0.4) в 
матричной форме можно записать в виде

И(х)} с֊1А1(х)-^;(х) + тсАг1(х) = 0 [ (0 6)
{ ВТ- V (х)} с֊1 Х2 (х) 4- Ь (х) - тс Х2 (х) = 0 [

Теперь, полагая И(х)— т = р(х), И(х) + т = г (х), уравне
ние (0.6) можно переписать в следующем окончательном виде:*

* Здесь предположено, что единицы измерения выбраны так, что скорость све
та с и постоянная Планка Ь равны 1.

** Единственность функции р (л) доказана Б. М. Левитаном.

Х2 (х) + Р (х).^ (х) = (х), (0.7)

- Х\ (х) + г (х) Х2 (х) = 1Х2 (х). (0.8)

Присоединим к системе (0.7) — (0.8) граничное условие

Л։(0)-Ы։!(0)=0, (0.9)

где Л — произвольное действительное число.
3. Обозначим через у (х, л) = 1 ^х’ \ решение системы (0.7) —

\<р2 (х, '•) /
—(0.8), удовлетворяющее начальным условиям

Ф1(0,Ч = 1, <Р2(0,л) = Л. (0.10)

Известно [см. (2)], что при данном Л каждой граничной задаче 
(0.7) + (0.8) (0.9) соответствует единственная**  неубывающая, огра
ниченная в каждом конечном интервале, непрерывная слева функция 
Р ('֊), (— °° <X<^+°о), порождающая изометрическое отображение 
пространства с интегрируемым квадратом на полупрямой (0, ос) век- 

тор-функций / (х) = ) с [? (0, оо)։
\/2 (х) /

и

на пространство (—’Х, т°°) по формулам

р(Ч = У {/1 (х) Тх (х, X) + /2 (х) <Р2 (х, л)} Их, (0.11)

и
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Л (х)= ГО) Ъ (х, X) с!р (X), (0.12)

А (х)= | Г(Х) ъ (х, X) с/р (X), (0.13)
— то

. тде интегралы (0.11) и (0.12)—(0.13) сходятся в метриках пространств 
(—00, + 'ж) и 1} (0, г») соответственно, и справедливо равен- 

;тхтво Парсеваля
ОО ос

( {/1 (*)+/?  (*)}  Лх = Г2 (X) с/р (X).

О —-

Введем следующую терминологию:
а) функцию р (X) будем называть спектральной функцией задачи 

.0(0.7) + (0.8) + (0.9);
б) матрицу второго порядка 6 (х, я; X) = ||Э/А (х, я; Х)||, (с, 4=1, 2), 

Ь’-де функции 0м (х, я; X) определяются по формулам

9,л (*, з;

х
У (х, ՝/■) ср*  (я, X) </р (X), 

о 
о

У ф*  (х, X) ф*  (я, X) с/р (X), 

— л
о,

х>0,

х<0.

х=о
։ы будем называть спектральной матрицей задачи (0.7) + (0.8) +(0.9).
3 силу первого из условий (0.9) мы имеем

6ц (0,0; Х) = р(Х)-р(0). (0.14)

(х)\ 
(*)/

4. Настоящая работа посвящена изучению асимптотического по
ведения спектральной матрицы 9 (х; я; X) «= (х, я; Х)1| при |Х| —> оо и

вопросов разложения произвольной вектор-функции
\/з

I интегрируемым квадратом на полупрямой (0, оо) по собственным 
Спектор-функциям задачи (0.7) + (0.8) + (0.9), т. е. одномерного опера
тора Дирака. Метод работы аналогичен методу, разработанному 
.. М. Левитаном [3] и В. А. Марченко [4] для уравнения Шрединге- 
а. Основные результаты работы изложены в заметках автора [6, 7].

Сформулируем основные результаты работы.
Теорема 0.1. Если коэффициенты р (х) и г (х) системы 

*.7)—(0.8) суммируемы в каждом конечном интервале, то при мо
их фиксированных х и я справедливы асимптотические формулы

(о . .. г, , -. 1 Г я!п X (х— я) . яшХ(х + я) 1 ,Лип { 9П (х, я; / ) — 9И (х, я; — л)--------------------'--------- -  4-----------*—!+
-. »I к| х — я х + я]
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(0.15)

, , . . 2 Sin л (х—s) V11m ■ I 612 (х, s; X) — (x> s> — A)— —---------------------
л — ~ ( it x — s

(0.16)

.Пт К (x, s; X) - 0S1 (x, s; — X) 4֊ — ■ sin? (x-----X
A —♦> cc I _< »>. X — 5

A՜

X Sin| ֊֊j (д(т) + r (z)) d- [> =0, (0.17)

. J (*,  s; X) ֊ 632 (x, s;- X) - ± Г sinX(x —s) _ sin X (x + s)

*■** I it I x — 5 X + S

4 4. sin I. (x s) sin2 [1 L(T) + f (-)) d-֊ 1 = 0. (0.18)
« x —s l. 4 J JJ

Асимптотические формулы (0.15) — (0.18) имеют место равномер
но в каждой конечной области изменения переменных х и s.

Из формулы (0.15) при x = s=0, в силу равенства (0.14), сле
дует

Теорема 0.2. Если коэффициенты р (х) и г (х) суммируемы 
в каждом конечном интервале, то имеет место асимптотиче
ская формула

lim |р (X) - р ( - X) - 2. X j =0. (0.19)
|>.| — “ I к J

5 . Обозначим через 9  (х, s; Х)=||б/4 (х, s; Х)|, i, k = 1, 2, спек
тральную матрицу задачи (0.7) + (0.8) + (0.9) при р (х) = г (х) = Л=0. 
В этом случае ?i (х, X) = cos Хх, <р2 (х, X) = sin Хх. Поэтому функции 

{х, s; X) определяются по формулам

*

6ц (х, s; X)— —Jcos px-cos |W['-, 6j2 (x, s; X)= —J cos |*x-sin \>-sd^, 

о ь
x >.

• i г » i c®2i (x, s; X) = — I sin px-cos HsJp՛, 622 (x, s; X)= — 1 sin px-sinpsJi*.
K J "J

0 U

(/ (x) \71 I cz E- (0, cd).
fAx)J

Введем обозначения 
t»

•S1 (x> >՝)= J 1/1 (s) 9u (*,  s; X) + /s (s) 61S (x, s; X)} ds,

(J
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52 (х, '■)= | 1/1 (։) ем (х, 5; ><) Ч-/2 (։) 6И (х, л; а)} бэ.

О

В силу определения функций б/А (х, л; Л) и Г (а) для 52 (х, ՝!•) и 
52 (х, л) получим выражения:

>.
^ (*,?•)=  р(0'Н(х։А)^('-),

о 
X

52 (х, ՛!.)= ' Г (л) ф2(х, А) с/р ().).

о
Функции 5Х (х, а) и 52 (х, а) являются отрезками разложений։ со 

ответственно функций /т(х) и/2(х) в интеграл Фурье по собствен
ным функциям задачи (0.7)-г(0.8)-|-(0.9).

Аналогично предыдущему, функции 
ос

51 (х, /.) = {/, (л) 611 (х, л; ).)+ /2(л) б^ (х, л; а)} бэ,

О

5г(х, а) = \ {Д (л) би (х, л; а) +/2 («) би (х, л; а)} с/л 

о
являются отрезками разложений функций (х) и /2 (х) в обычный ин
теграл Фурье.

// (х)\Теорема 0.3. Пусть / (х) = (71 I с £2 (0, со). Если коэффи-
\/2 (.х)/

циенты р (х) и г (х) суммируемы в каждом конечном интервале, 
то при любом фиксированном х справедливы равенства

Иш {(5, (х, А) - (х, -А)] - [5;(х, а) - 5;(х,֊А)]} =0,

Игп {[52 (х, а) - 52 (х)] - [У2 (х, а)- 5.’, (х,-/.)]} =0, 
1'-1- ~

// (х)\ 
т. е. разность между разложением вектор-функиии /(х)=(՜'1 ' I

\/2 (х)/ 
с интегрируемым квадратом на полупрямой (0, со) в обобщенный 
интеграл Фурье по собственным вектор-функциям одномерного 
оператора Дирака и разложением в обычный интеграл Фурье стре
мится к нулю равномерно в каждом конечном интервале.

Т е о р е м а 0.3 дает окончательное решение вопроса о возмож
ности разложения произвольной вектор-функции с интегрируемым квад
ратом на полупрямой (0, ос) по собственным вектор-функциям одномер
ного оператора Дирака. В частности, из этой теоремы следует

Теорема 0.4. Если коэффициенты р (х) и г (х) суммируемы
.. . /Л (х)\ 

в каждом конечном интервале, и вектор-функция у (х)= { I 
\Л (х)/ 

интегрируема с квадратом на полупрямой (0, со), т. е.
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{/1 (*)  + /1 (*)}  < + °°> 

о
то в каждой точке, где выполняются локальные условия разложи
мости вектор-функции /(х)=(^1^ ' )з обычный интеграл Фурье, 

\А (*)/
имеют место равенства

Пт {5։ (х, к) - 5, (х,-к)} = Л М,
Р-1 — ~
Нт {53 (х, к) - 5.. (х,—к)}=А (х),

р.| сю

// (х)\т. е. разложение вектор-функции /(х) = ( 1 1 с £2 (0, со) в обоб-
Чг (х)/

щенный интеграл Фурье по собственным вектор-функциям одно
мерного оператора Дирака стремится к значению разлагаемой 
функции.

Приношу глубокую благодарность проф. Б. М. Левитану за по
становку задачи, интерес к работе и обсуждение результатов.

§ 1. Решение задачи Коши для одномерной нестационарной 
системы Дирака

Пусть р(х) и г (х)—вещественные функции, определенные на 
полупрямой (0, со) и суммируемые в каждом конечном интервале. Рас
смотрим задачу на собственные значения:

+Р(х)У1 >.У1,
ах

(1.1)

.7 + Г (х)у2 - >֊у.,, 
ах

(1.2)

Л(0)-ЛЛ{0) =0, (1-3)

где Л — произвольное действительное число.
Изучение асимптотического поведения спектральной функции и 

вопросов разложения по собственным вектор-функциям задачи (1.1) + 
+ (1.2) + (1-3) методами, аналогичными методам Б. М. Левитана и 
В. А. Марченко, основано на предварительном исследовании задачи 
Коши для одномерной нестационарной системы Дирака, а именно за
дачи:

*֊֊+— + р (*Ч=°, (1-4)
д1 дх

г֊^֊^+г(х)и3 = 0, (1.5)
д1 дх

щ (*, 0) = А (х), иа (х, 0) = /2 (х), и2 (0, I)=Ло, (0, /), (1.6)
где А (х) и А (х) — вещественные функции, определенные и непрерыв
но дифференцируемые на полупрямой (0, со). Исследование задачи
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(1.4)-г (1.5)-г(1.б) нами проведено з работе [9]. Там выведены явные 
формулы для решения задачи (1.4)+(1.5) +(1.6), а именно, справедлива

Теорема 1.1. Пусть функции р (х), г(х),/1(х) и /2 (х) удов
летворяют вышеуказанным требованиям. Тогда решения и(х, I) == 
~( ։/ задачи (1.4)+(1.5) + (1.6) даются по формулам 

\и.2 (х, <) /
I. при 0 I х
«1 (х, 1) = к (х, о {Дх +<) + ։/2 (х + #)} +1 (х, о {А (х - о - 

х+1
- //, (*  - *)»+ у У <к/1 (*)  + л*)  а (®)} с1-7)

н2 (х, 0 = к (х, 0 {/3 (х + 0 - г/г (х 4֊ 0} + I (х, *)  {/2 (х - #) +

+ (X - 0) + ֊֊ у {М (х> 5) /։ (5) _|_ Ы (х> #> 5) л (,)} Л. (1.8)

П. при £<^0, 0< —

«I (х> = к (х, t) {f2 (х + t)+ if2(x+t)} + I (x, t) {f1(x—t)—if2 (x — f)) +
x—t

+ -֊■ | {K{x -t, s) A (s) +L(x,-t, s) f2 (s)j ds, (1.9)

us (x, t) =J<(x, t) {f2 (x+f)—tfi(x+0’ +l(x, t) {/2(x—t) + ։A(x—f)} +

A 
2

X,—t, s) A (s) +7V(x,—t, s) f2 (s)} ds, (1.10)

тде положено 
t

к (x, t) = -֊- exp -֊֊ ։ f [p(x + т) + r (x +1)] dt |, (1.11)
л At J

0

Цх, t) = -֊ехр|-|-г^[р(х —т)+г (x—t)]rft|., (1.12)

о
/ К (ж, £, з) \ / М (х, з) \

а вектор-функции ( и ( I Удовлетворяют сис
\ Цх, з) / \ П (х, I, в) /

теме

+ (1.13)
Ot Ox

(1.14). dw*  dw, . , . л
г ~ТГ — + r <s) w2=°

Ot Ox
и следующим условиям на характеристиках:
Х(х, £, х+<) + г£(х, £, х + /)=-^-г {р(х + *) —г(х + ^)}Л(х, <), (1.15)

К[х, 1,ж — I) — 1Ь(.х, #, х—0= — г {р (х—{) — г(х — /)} I (х, #), (1.16)
2
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М(х, #, х + Г) — 1՝М(х, 1,.х г#)= ~г {г (х+0՜ Р (х + 0) (хг 0> П--^’

№(х, {, х — #) + ։М (х, I, х— /)= ~- г {г (х ■—/) — р (х — /)} I (х, {), (1.18)

I К (х,—{, 5) \ I М(х,—(, з) \ 
вектор-функции лге[ I и _ I также удовлет-

\Цх,—{, з) / 'Л(х,- з) /
воряют системе (1.13)+(1.14) и условиям (1.17) + (1.18) и (1.15)+ 
+ (1.16), соответственно.

Для решения задачи (1.4)+(1.5)+(1.б) при 0<^х<^£ поступим 
следующим образом. Продолжим функции р(х) и г (х) на отрицатель
ную полуось с сохранением класса, а в остальном как угодно, а функ
ции /։ (х) и /2 (х)—по формулам*:

X

/1 (—х) = а (х) А (х) +Р (х)/2 (х) + (Р (х, в) А (з) + R (х,.з) /, (з)} с/з,.

о
(1.19)

.Г

Л(-х) = а (х)/2 (х)- ,8 (х)/1(х)+|{(2(х, з)А (з) + Н(х,.з)/2 (з)} Л, 

о
(1.20; 

где положено

{֊] (р(-■) + г0))4> 

о
а(х) =соз

а функции Р(х, з), R (х, з), 9 (х, з) и Н(хг з) удовлетворяют системе

з) 
дх

дН (х, з) 
дх

(х, 3) е / х / чл / V 
----- —------ = { г (х) — р (—з)} <2 (х, з),

-I--------֊^= {г (— з) — р (х)} R (х, з),
Оз

<?(2(х, з) _ дР (х, з) 
дх дв

{р(—з)—р(‘х)}Р (х, з).

дР (х, з) _ д(?(х, з) 
дх дз

= (г (х)— г (—з)} Н (х, з)

и условиям
Н (х, х) — Р (х, х) = а' (х) - ₽ (х) {р (- х} — г (х)};

В совместной работе Б. М. Левитана и автора [8] показано, что это про
должение непрерывно вместе՛ с первой производной.
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R (х, х) ֊и <2 (х, х) = — ?' (х) — а (х) {г (— х) — г (х)},

R (х, 0) ֊ А*Р(х,  0) = 0; Н(х, 0) — 4*(?  (х, 0) = 0,

где Если А (0) = 0, то следует взять А*~ 0;

П1. При 0<^х<£ решение задачи (1.4)Ч-(1.5)4֊(1.6) задается 
формулами
их(х, 0 =£ (х, /) {А(х4՜/)4֊ ։/2(х4֊0} + /1(х, *)  (А(/~ х) —(А^~ *)}+

+ {АГ(х, 0 $)/։ (з)4֊£(х, «, з) А (в)} с/з 4֊

О 
/—.г

+ ֊1| {А(х,^)/։(։)+£1(х,^)/։(5)}Л, (1.21)

о
и2(х, 1)—к (х, 0 {/2(х+0— <Л(*-г  0} + £ (х, /)}А (/֊х)+։/1(< — х)} + 

.։+/
4- ֊֊у {М(х, Ц з) А (з) + ы (х, Ц з) А А)} Л +

о
/— X

+ ֊֊у {Мг (х, (, з) А (з) + М (х, {, з) А (з)} л, (1-22)

О
где

/1 (х, о = {а а - х) + /₽ Ц - х)} I (х, 0. (1.23)

функции К (х, £, з), £ (х, {, з), М (х, /, з) и М (х, I, з) имеют те же 
значения, что и в формулах (1.7) и (1.8), а функции Кг (х, #, з), 
А (х, I, з), Мг (х, #, з) и (х, 0 з) определяются следующим образом

(х, 0 з) = а (з) К(х, з) — £ (з) £ (х, 0~з) + 21 (х, 0 [Р (< — х, з) — 
/—х

-7(2(<֊х,з)]+У К(х,£-т)Р(т,з)+£(х, О-֊С) РА.З)}^, (1.24) 

Л՛
£х (х, {, з) =а (з) £ (х, #, — з) 4֊ ? (з) К (х, £— з)+2/ (х, /) [Р (< — х, з) — 

։-х

— — х, з)]+[К (х, t,—т) Р (т, з)4֊£(х, 0—т)/У(т, $)} с/т, (1.25)

Л՛

Мг (х, #, з)= а (з) М (х, t,—з)— б (з) N (х, ?,~з) 4՜ 21 (х, О [ <2 (^ — х, з)4- 
1—Х

4֊ 7'Р (/ - X, з)] 4- У {Л£(х, т) Р (т, з)4- А/ (х, 0-՞) <2 (’, 3)} с/т, (1.26)՛ 

$
А/1 (х, /, з)= а (з) А/ (х, /,—з)4՜? (з) М (х, /,—з) 4՜ 21 (х, О [Н (£ — х, з) 4՜

I—X
-^а—х,з)]+^ {Л/(х,т)P(S$)4-^(x,/,—-с)Н(т, 8)}с/т. (1.27)
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В дальнейшем нам понадобятся некоторые равенства, которые 
следуют из условий (1.15) — (1.18). Так, полагая в равенствах (1.15) и 

(1.16) #=0 и учитывая, что при t=0 к(х։ 0) = I (х, 0) = — (см. ра

венства (1.11) и (1.12)), мы получим

Х-(х,0, х)= —г-{р(х)—г(х)}, £ (х, 0, х) =0. (1.28)
4

Поступая аналогично, из (1.17) и (1.18) получаем

/V(х, 0, х) =----- — I {р (х) — г (х)}, М (х, 0, х)=0. (1*25)
4

Далее, так как вектор-функции и - I Удозлет՜
\2(х,—•/,«)/ 'Л(х,—#, ։)/

воряют условиям (1.17) — (1.18) и (1.15) —.(1.16) соответственно, то 
для них справедливы равенства

£(х, 0, х)--------- --  г {р (х) - г (х)}, £(х, 0, х) =0, (1.30)
4

Й(х, 0, х)=—г'р(х)-г(х)),ЛНх, 0, х) =0. (1.31)
4

§ 2. Вывод основных тождеств

Мы будем изучать задачу

^-+Р(Х)У1-/У1, (2-1)
ах

— + г (х) у3 = ՝1у2, (2.2)
ах

^(0)֊Л!71(0)=0, (2.3)

где р (х) и г (х) — вещественные функции, определенные на полупря
мой (0, ос) и суммируемые в каждом конечном интервале, а А — про
извольное число.

Наряду с системой (2.1)-|-(2.2) рассмотрим систему уравнений в 
частных производных

/֊*֊ + ^ + ?(х)И1=0, (2-4)
01 Ох

,дио ди, , . . _
г + г (х) и, = 0. (2.5)

О/ дх

(у (х)\
71 ) имеет непрерывную первую
/а (*)  /

производную и определена на полупрямой (0, со). Обозначим через
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и (х, /; /) — (и' ^Х’ '1 решение системы (2.4) + (2.5), удовлетворяющее
\и2(х, I) /

начальным условиям
«1 (х, 0) =А (х), и, (х, 0) = /։ (х). (2.6)

Продолжим функции р (х) и г (х) на всю числовую ось с сохра
нением класса, а в остальном как угодно и предположим, что функции 
А (х) и А (х) удовлетворяют еще условию

/2(О)-ЛА(О) = о. (2.7)

Продолжим функции А (х) и А (х) на отрицательную полуось по фор
мулам (х>0) [см. формулы (1.19) и (1.20)]:

А (֊х) = « (х) А (х) + Р (*)  А (х)+ (*{Р(х,  з) А (з)+ R (х, з)А(з)} Л,

(2.8)
X

Ь (-х) = 7. (х) А (х) ֊ ₽ (х) А (х) + |{ (? (X, з) А (5) 4 н (х, з) А (з)} л. 

о
(2.9)

Обозначим через ® (х, л) = / / ) \ решение системы (2.1) +
\ ?2 (х, '֊) /

+ (2.2), удовлетворяющее условиям

Ф1(0, >0=1, о2(0,л) = Л. (2.10)

(х )) \Очевидно, что функция о (х, /.) = ( ‘1 ’ ՝ ) удовлетворяет условию 
\?2(х, '•)/

(2.3).
Теперь положим А (х) = (х, >.), А (х) “ <рг (х, X) и рассмотрим

задачу (2.4)+(2.5)+(2.6). С одной стороны, решение этой задачи дает
ся по формулам (1.7)+(1.8), (1.9) + (1.10) и (1.21) + (1.22) при 0<3<Сх, 
0<—К^х и 0<^х<£, соответственно. С другой стороны, решая зада
чу (2.4)+(2.5)+(2.6) по методу Фурье, легко убедиться непосред
ственной проверкой, что решение этой задачи можно задавать по 
формулам:

и1 (х, Г) = ?! (х,).) ег>/, (2.П)

и2 (х, /) =фг (х, ).) еш. (2.12)

Тогда, в силу единственности решения задачи (2.4)+(2.5)+(2.6), 
приравнивая правые части формул (1.7)+(1.8), (1.9)+(1.10) и (1.21) + 
+ (1.22) с правыми частями формул (2.11) + (2.12), соответственно на
ходим тождества:

I. при 0 2 <^х

?1 (х, >•) е1>л = к (х, О {?! (х + I, X) + ։ф2 (х+#,).)} + I (х, ^) {?1 (х — I, X) —



166 И. С. Саргсян

_։-ф. (х_ #։ /.)} _|_ А. у {к (х, з) ?1 (з, '•) Г Ь(х,{г 5) (з, ■/.)} Л,

(2.13)

< р2 (х, 1) еП1 = к (х, О {?.. (х + I, л) -/?, (х + /, >■)}+/ (х, О {>„ (х—I, /.) + 

+ /.)} + А 1| {ЛГ(х, з)®1(з, л)-|-^(х, з) ?2(з, а))Л;

(2-14)
Л. при # <^0, 0 < — *\х

■ Р1 (х, X) ег, > = к (х, #) {?! (х+ {, I.) + гр2 (х + {, /.)} + I (х, <) {?, (х - г, /.) - 
.г—Г

— р 2(х — (, /.)} + -֊֊ \ {А(х,—I, з)ф1(з,/֊)+£(х,—3) ?2(з, /.)}Л,*

.г-К
(2.15)

< р2 (х, 1) е.ш — к (х, /) {т>2 (х + I, /֊) — (х + {, /)} + I (х, /) {®2 (х — {,'>.) 4-
Х—1

+ (х —I, /.)} + А- \ {М (х,—{, з) '■?! (з, >•) + Й (х,—1, з) (з, > )} с/з;

(2.16)
Ш. при 0<^х<^£

< Р1 (х, ).) е։,‘ = к (х, О {»։ (х + I, л) ։ф2 (х+£, л)} + (, (х, О (£ — х, /.) — 
л'-г /

— 2<р2(/— X, ■/.)} 1^(х> ®) ?1(5» л)4-£(*,  5) ?г(«> л)}^5 +

и
1—Х

+ -֊-у (х, з) ?1 (з, А) + л (х, /, з) ?2 (з, ■/.)} с(з, (2.17)

О

< р2 (х, л) е-''-' = к (х, () (а2 (х + <, л) — (х 4- /.)} - -- 1г (х, г){ф2 (/— х, л)4-
-V “г /

+ г?1 (^ — х, А)} -г {М(х, tt з) <рх (з, л) + (х, з) ®2 (з, >-)} б/з+

<—х

+ "Т '1 (՝х’ Х)+^1 (х> (®> '•)} (2֊18)
-а и 

о

Обозначим через е произвольное положительное число и через

вс —функцию, удовлетворяющую следующим условиям:
.1°. £։(0 четна, т. е. ^։(—0 = (#);
2°. обращается в нуль вне интервала (—а, е);
3°- £։(0 имеет кусочно-непрерывную первую производную.
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Далее, обозначим через ф«(>.) преобразование Фурье функции 
т. е. положим 

а
’Ы') = 1^.(0 Л. (2.19)

—з
Так как согласно условию 1՜ функция д։ (/) четкая, то из равен

ства (2.19) следует, что 
3

ф. ('՛•) = ( г. (0 соб и<и. (2.20)

—£

Обозначим через х произвольную точку полупрямой (0, ос).
Предположим, что х >а*. Умножим обе части тождества (2.15) 

на функцию #, (#) и проинтегрируем по # в пределах от 0 до а. Имеем 
3 5

* Случай х < е изучается аналогично, поэтому мы его рассматризать не 
будем.

Ъ (х,') е‘''^ = & (х, 0 {?1(х-Н, >•)+$։ (х + /,'•)} д, (#) Л -г

о о
з

+ р (х, о {'Г1 (х—/, >.) — ։<р2 (х — /, ).)} дг (/) Л + 

О 
3 .г+/

+у У {У (*«  '• +£ <*՛  *>  $ ъ эд л<2-21)

и х-1

Заменяя переменную в первых двух интегралах и меняя порядок 
интегрирования в третьем интеграле, тождество (2.21) можно перепи
сать в виде 

։ Х+»

'•) | §՝■ (0 е г,/л= к (х, я — х) й՝, (я—х) {?! (я, л) + гр2 (я, ՝/■)} с/я -?֊ 

Л X

+ С/, (х,/, я) я. (<) ®2(я, л)|^я. (2.22)

Умножая теперь обе части тождества (2.15) на функцию д-. (#) и 
интегрируя по # в пределах от — а до 0, а затем поступая так же, 
как и при получении тождества (2.22), мы находим
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о

Ф1 (ж, '•) 1

х, X—з) §1 (х — з) {®։ (з, л) — /?2 (3, '>■)} с1з ֊7

|.г—.։|

| £(х, I, 3

|.Г-Л|

(2.23)

Суммируя тождества (2.22) и (2.23) и учитывая равенство (2.19), 
мы получим

& (х> 5

2
2

[Л՜ (х, I, з) + к(х, I, з)]^ (?) А 

к—>|

— 5)] (« ~ «Н

+ -- ^£ (х, £ з) + £(ж, з)] я։(Т) с?Р;?2(з, >•) с?з. (2.24)

к—я

Поступая аналогичным образом, из тождеств (2.14) и (2.16) 
найдем

'т2 (ж, А) ф, (л) = ^ { — ,[£ (х, з — х) — I (х, х — з)] §֊.(х— з) + 

X—£

+ (ж, /, з) + М(х, {, в)] (О Л } ?! (з, / ) </з +

Хт-Е

+ (1Л (ж, з—х) + I (х, х — з)] §. (х — з) -Г

.V— Е
Е

-Г ~ (х, з)+ТУ(х, I, з)] Яе (о Л} (з, А) ds. (2.25)

к-1|

Для удобства записи введем обозначения:
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К. (х, з) = [Л (х, з—х)—1 (х, х—з)]^։(х — в) + 
£

4֊ -у | (*>  7, з) — Л? (х, 1, з)] Ц) Л,

|х—л|
(х,з) = ։ [£ (х, 5 — х) — 1 (х, х — з)] £։ (х — з) 4֊

(2.26)

£
+-у ^[^(’Е,^з)-|-£(х, Ц)]^(/)Й,

|х— я

М (х, з) = — г [£ (х, 5 — х)— 1(х, X — 5)] (х — з) +

(2.27)

-г֊|- ։ [М(х։ 1, з)4՜ М (х, {, з)] §■= (0 сП, 

|х->|

М (х, з) = [к (х, 3 — х) + 1 (х, X —з)] §. (х — з) -Г

(2.28)

£

-+■ -- 1 (*>  *,  з) + л; (х, ։, 3)] §։ (£) сП.
2 и ।

|Х—.11
Тогда тождества (2.24) и (2.25) примут следующий вид:

(2.29)

Ф1 (х, >•) (>֊) = {К. (х, з) ?! (в, /•) -г Л (х, з) ?2 (з, /.)} с7з, (2.30)

х+«
=2(х, )•) (А) = У [М (х, з) ?1 (з, Л) 4- М(х, з) ?2 (з, /.)} с/з.

X—£

Тождества (2.30) и (2.31) для нас являются основными и 
1ейшем они будут играть важную роль.

(2.31)

в даль-

§ 3. Предварительная оценка спектральной матрицы

Пусть /(х) — 

? (0, ос), т. е.

/Л (*)\  _
\/2 (х)/

ао

произвольная вектор-функция класса

[ {/ь(х) 4- /1 (х)} <7х< 4՜

0

пусть вектор-функция ® (х,

• ̂
4 

«-«4 
X՜ 

X՞ 

Г-4 
С
Ч

О
- 

э-

II по-прежнему является

ешением задачи

а'х
4-р(х) = (3.1)

<^71 

dx
1 г (х) у2 = ' У2, (3.2)

У1 (0) = 1, У2 (°) = Л. (3.3)
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Известно [2], что при данном А существует единственная (един
ственность доказана Б. М. Левитаном) неубывающая, ограниченная в 
каждом конечном интервале, непрерывная слева функция р (/.), — 00 
<^/.<^+оо, порождающая изометрическое отображение пространства 
вектор-функций (0, оо) на пространство /.?₽(;.);(—оо, со) по фор

мулам:

Г ('•) = 1 {/1 (х) ?1 (х>х) + Л (х) (х> ^х, (3.4)

О 

се

А(х) = (х, >■) (>.), (3.5)

где интегралы (3.4) и (3.5) —(З.б) сходятся в метриках пространств 
(—со, ог) и А,2 (0, со), соответственно, и справедливо равенство 

Парсеваля

1՜ {/? (х) + /1 (х)} с1х = Г* (■/.) с/р (л). (3.7)
V 

о —"С

Пусть / (х) = и § (х) = (°1 (*Л  СГ (0, оо), а Г (л) и
\/2(х)/ \£»(х)/

0(>.)—их преобразования Фурье в смысле (3.4). Легко видеть, что 
,. . , , . /Л (х) + е. (х)\

вектор-функции / (х) ± § (х) = ( ) имеют своими преобра-
\А(х)±§։(х)/

зованиями Фурье /’(>•) ± С(>.). Поэтому в силу равенства Парсеваля 
(3.7) мы имеем

ОС 90
[ {[Л (х) + (х)Г + [/2 (X) -и (х)Г) с/х = у {Г(А) + С(/.)}8 с/р ( >.), 

()   90
ПС ЭС
С ![/1(х)-§1(х)]=4-[/;!(х)֊а3(х)Вс/х= \{Г(>.)֊ О ().)}= Ъ (>•).

О  ОС

.Вычитая из верхнего равенства нижнее, находим 
оо сс

{/1 (х) §1 (х) + /а (х) а2 (х)} (1х = \ Г(л) в (л) с/р (/-). (3.8)
О —9С

Равенство (3.8) будем называть обобщенным равенством Парсеваля. 
Введем следующую терминологию:

1. Функцию р (л) будем называть спектральной функцией за
дачи (2.1)-4-(2.2) + (2,3);



Об асимптотическом поведении спектральной функции 171

2. Матрицу второго порядка

6 5. а)=./6и <х> 5; ' )• б12 (х< М\ ,
\°21 (*,  '•), б22 (*,  «; а)/

где функции 6/*(х,  з;а), г, к = 1, 2 определяются по формулам

\ <р/ (х, а) ®*(з,  а) <7р (а),

(х, з; /■) =
О

0, а =0,

(3.9)

мы будем называть спектральной матрицей задачи (2.1) + 
+ (2.2) + (2.3). Очевидно, что при х= з = 0, в силу условия (3.3), мы 
имеем

'вц (0,0;л) =р(Ч֊Р(О). (3.10)

В этом параграфе мы получим некоторые оценки для спектральной 
матрицы 6 (х, з; а).

В предыдущем параграфе мы полунили тождества

<?! (х, >•) % (а) = ՝{& {х, з) 91 (з, а) + Д (х, з) ?2 (з, >.)} Л, (3.11)

X —I 
Л" + ®

?2 (*,  >•) (А) = {М (х, з) Ф1 (з, А) + (х, 3) <ра (3, А)} Л. (3.12)

Тождества (3.11) и (3.12) означают, что для любого х>0 функ
ции =1 (х, а) % (л) и ?« (х, а) 4г(а) являются преобразованиями Фурье 

/К(х, У, з) % /М(х, У, з) \
вектор-функций, равных ( ) и ( ), соответственно,

' Д (х, /, з) / \М (х, {, з) )

(/ (х)\ 1 )с 
/а (х)/

с Д (0, со), то, в силу обобщенного равенства Парсеваля (3.8), из 
равенств (3.4)—(3.11) и (3.4)—(3.12) соответственно получим

С?! (х, А) Д (а) (а) «Ур (А)= С{Д (в) Кв (х, У, з)+/2 (з) Д (х, У, з)} с?з,

— ос 0
(3.13)

£<р։ (х, А) Д(а) -ЬДа) С?р (А)= (з) М (х, У, з) +/з (з) ЛГ, (х, У, з)} с?з,

— к 0
(3.14) 

где функции К.(х, з), Д(х, з), М.(х, з) и М (х, з) определяются ра
венствами (2.26), (2.27), (2.28) и (2.29)., соответственно.
233-3



172 И. С. Саргсян

Лемма 3.1. Если коэффициенты р (х) и г (х) системы (3.17 ֊4֊ 
-[-(3.2) су ммируемы в каждом конечном интервале, и если (х0, х։) — 
произвольный конечный интервал вещественной оси, то существует 
постоянная С — С (х0, хт) такая, что для любых х и $, принад- 
лежащих интервалу (х0, х2), и для всех а справедливы оценки 

а -֊ 1 а + 1
*;'■}=( (1-, к = 1,2). (3.15)

а а
Оценки (3.15) имеют место равномерно в каждом конечном интер
вале.

Доказательство. Пусть функция определяется равен
ством

(3.16)

1 огда

I / 5Ш
%(>՝) = I (() е ՛ = ——

, I \ Т /

(3.17)

Пусть а — произвольное положительное число. Положим 

о) = (О е~‘п։,

причем функция о՝= (£) по-прежнему определяется по формуле (3.16). В 
таком случае, согласно (3.17), мы имеем

(/, а) е‘,л сН — £=(/)е'<л а}:с11 =
«ин 2

(3.18)

Поэтому из тождеств (3.11), (3.12) и (3.18), в силу равенства Парсе
валя, следует, что

<7р(/֊) = | 5; с)]2 [Л ((х, $; а)]2]с/$,

, ) (3.19)

4

с/^().)= | {[М (ху з; а)]2 + [М (х,$; а)]2} <Л>։

(3.20) 
о
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где функции /С(х, з; а), Ц(х,з;а), Ме(х, з; а) и Л6(х, з;о) определя
ются по формулам (2.26), (2.27), (2.28) и (2.29), соответственно, з 
которых функция о՜: (() заменена на ^((, с) = ^=(() е“'Ч А так как 
функция £р(() финитна, то эти функции тоже финитны и, в силу сум
мируемости функций р(х) и г (л), суммируемы и они. Поэтому ин
тегралы, стоящие в правых частях равенств (3.19) и (3.20), суще
ствуют. Тогда из этих равенств при £ = 2 следуют оценки

Ll(x>):)[5iiIL^rrfp(x)<c
J L х—и I
о

и, значит, тем более (о^>0)

stn/O—о) (3.21)
J (л —аг
а

аН֊1
1" 2 ..sin4 (л—а) ,
I ?2 U,')------------- — </р ('•) < с. (3.22)
J (л — а)4
а

s 1Л
Так как для 0 < х 1 справедливо неравенство — —՛" , то из

X Г.

(3.21) И (3.22) следуют оценки
« + 1
f ?? (х, X) Jp (X) < — С = (3.23)
J 16

«4-1

<Р2 (*,  X) do (л) < ֊ С = С,. (3.24)
е 1°
а

Оценки (3.23) и (3.24) доказывают лемму для функций (х, s; X) 
и б2, (х, s; X) при s = х. Оценки (3.15) для функций 9П (х, $; /) и 
&22 (х, s; X) при s =А х следует из (3.23) и (3.24) в силу неравенства 
Коши-Буняковского. Аналогично завершается доказательство леммы 
для функций S12 (х, s; X) и &21 (х, s; X). Лемма доказана.

Лемма 3.2. Если коэффициенты р (х) и г (х) суммируемы в 
каждом конечном интервале, то для всех а

р(а + 1)-р(а)<С. (3.25)

Доказательство леммы следует из оценки (3.23), если в 
ней положить х 0 и учесть, что 04 (0, /) = 1.
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§ 4. Асимптотическое поведение спектральной матрицы

(Т ( X)\
1 1 произвольная вектор-функция из класса

/2 (х)/
А՜ (0, со), равная нулю вне некоторого конечного интервала. В таком 
случае ее преобразование Фурье

К ('֊) Г{/1(*)  91(х, О+/2 (*)  ?2 (*/'  )} *̂  (4.1)

о 
существует в обычном смысле.

Подставляя выражение / (л) из (4.1) в (3.13) и (3.14), а затем, 
меняя порядок интегрирования в левых частях этих тождеств, что воз
можно, в силу оценки (3.25) и теоремы Фубини, получим

1 !/> (з) р. (х, >) ?, (։, >) 4. (>) (Ч + (։) X 

О — >-.֊

X I «х(х, ') ?2. ($, >) X (> )</р 00} ^5 = I {/1(5) К (х, з)+/2 (5) Ьг (х, з) } б/з,

(Г (4.2)

) {/1(5) ^?2 (х> А 91 (5, '•) X ОО 4 (' ) г/._. (з) X

6 -Л

X ?2 (х, '֊) ?2 (5, ') X (>֊) б/р 00} ^5 1 {/\ (з) М. (х, з)+/2 (з) Л= (х, 3)! б/з.
о’ (4.3)

Ьлагодаря произвольности вектор-функции / (х)=( I, из ра- 
\/2 (*)/

венств (4.2) и (4.3) следуют равенства

91 (*, л) ?1 (з, 0 феОО (л) К-Ах, з), (4.4)

91 (х> М ?2 ($» к) 'X 0) ('0 = К (х, з), (4.5)

?2 (х, ?0 91 (5, >0 X 00 00 = м (*, «), (4.6)

Г (х, /.) ср2 (з, >)’ро 0) б7р (>0 = м (х, 5), (4.7)

где функции К=(х, з), 7е(х, з), Л7:(х, з) и (х, з) определяются по 
формулам (2.26), (2.27), (2.28) и (2.29) соответственно, и как видно из 
последних формул, все эти функции равны нулю, когда (х — з) >• е. 
Теперь, полагая
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|.Г—4|

Кг<х, в) = 9 {^(х, 5) + К (х, /, в)} ^։(#)Л,

к—>1
£

(4.8)

Ь, (х, в) =■у | (х, в) + 2 (х, #, в)} 8,(1) Л,

к— в ।
(4.9)

М- (х, в) = ֊֊ 1 [М (х, /, В) н- М (х, в)} 8, (0 Л,

к-*'|
(4.Ю)

М'(х, 5)=^- (х, 1, в) + 2? (х, в)} 8, (0 Л (4.И)

„ учитывая формулы (2 26), (2.27), (2.28) и (2.29), в силу определения 
спектральной матрицы 9 (х> 5; )֊) = (х> 5; ?)|> (. = е
жения (3.9), тождества (4.4)֊ (4.7) примут вид

Ф«0֊)Ж9ц (х, $;Х)=

_ ( [£(х, в— х) I (х, х — 4)] §-.(х — в) + К[(х, в), |х —в|<е, 1<п
I 0, |х-5|>8, ( ’

Г»

фв(Х)<& 612(х, в; X) =
— '*։

_ ( /[А: (х, в—х) — I (х, х — в)] £•֊ (х — в) + £= (х, в), |х — в| <е, 
I 0, |х — з|^>е, (4.13)

фв (X) с/..621 (х, в; X) =

— лэ

_]-г[£(х,В-х)-/(х, X — в)] £в (х —5) +М(х, в), |х—8|<г, ...
I о, |х֊в|>,

' ф.(Х) ле22(х, в; X) =
— ОО

_ )[£(х, в — х) + / (х, X —в)] (х —в) + М (х, в), |х— в|<8, 15.
I о, |х — в| > 8. ՝ ՛

Рассмотрим теперь задачу (2.1) + (2.2) + (2.10) при условиях 
р (х) ֊ г (х) = 0 и Л = 0, т. е. задачу

^=ХУ1, (4.16)
ах

= (4-17)
ах

Ут{0) =1. уД0) = 0. (4.18)
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Наша ближайшая цель—выписывать тождества, аналогичные тож
дествам (4.12)—(4.15), для задачи (4.16) + (4.17) + (4.18). Как легко

видеть, в этом случае все функции К (х, t, s), К(х, t, s), L(x,t,s),

L (x, t, s), M (x, t, s), M (x, t, s), N {x, t, s') kN (x, t, s) тождественно 
обращаются в нуль. Поэтому в силу равенств (4.8 i—(4.11)

£ (х, s) = L\ (х, s) = М\ (х, з) = X (х, з) =0. (4.19)

Далее, из определения функций к (х, t) и I (х, t), т. е. равенств (1.11) 
и (1.72), следует, что при р (х) = г (х) =0

к (х, s — x) +1 (х, x — s)^l, (4.20)

к(х, s- х) — I (х, х-з) = 0. (4.21)

И, наконец, так как в этом случае (х, X) — cos >х, (х, '/) = sin >х,
то спектральная матрица ‘.fi*  (х, з; >) = ||6<л (х, з, л), (г, к = 1, 2) задачи
(4.16) 4֊ (4.17) -г (4.18), согласно (3.9), определяется по формулам

А

9ji (х, з; )-) =

и
X

COS |>X-COS НЗ</[4, (4.22)

612 (х, s; ՛>)—
м

0 
X

cos jix ■ sin рз</[ь, (4.23)

621 (х, 3,- /.) =
к

0 
X

sin px-cos |‘3</p, (4.24)

622 (х, з; л) =

0

sin [ix ■ sinps d\>: (4.25)

Поэтому, в силу равенств (4.19), (4.20) и (4.21), тождества 
(4.12) (4.15) для задачи (4.16) 4֊ (4.17) 4- (4.18; соответственно при
мут вид:

со

<Xf

f ф» (X) </:,6n (x, s; >-) =
(x — s), X — s( < S, 
/“l 1 ■ Л (4.26)
0, |x — s >0,

(4.27)ф.(>) </..912 (х, s; л) =0,

к

ф. (/•)«/>. 021(х, з; >•) = 0,

но
Г ,1, \ J с*  / • , е1 (х s)j Iх s ՝ . г-
I Фг(^)«< =22 (х, s: /-> =

о, |х-з'>0.

(4.28)

(4.29)
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Теперь, вычитая из тождеств (4.12) — (4.15) соответственно тож
дества (4.26) — (4.29), получим

6, (л) с! .{0П (х, з; X)—6։1(х, з; /.)} =

( [k(x,s — x) —I (х, х—s) —1]#։(х—з) 4֊ К\ (х, s), |х—sj<s։
'՜՜ | 0, |х — з| > 2, ' '

i ■>։(>.) d,. {61S (х, s; /•) — &12 (х, s; >.)} =

— ОО

_ J i[k (x, s—x) - Z (x, X—s)|g,(x - s) -J- C (x, s), |x — s| < з, z4 31) 
) 0, x — s|>s,

j '('.('•) d,. (621 (x, s; >.) — 0ji (x, s; >•} =

—so

_J— i (x, s — x) — I (x, X — s)] g.(x — s) + Af,(x, s), |x—si<e, (4 32) 
i 0, |x — s| > s.

ec

J'ps (A) d,. {022 (x, s; )•) — 622 (x, s; >.)} =

,J[£(x,s — x)Z(x, x — s),'— l]£s(x — s)4֊/V.’(x,.s), |x —s|<e։
I. 6, Iх — sl^>®. '

Займемся теперь -преобразованием правых частей тождеств 
(4.30) — (4.33). С этой целью положим 

i
7U (x, .s; k)= — C {K(x, t, s) 4֊К (x, t, s)} cos i tdt, (4.34)

2 1x4 

г
a12 (x, $; ).) = i*(Z.  (x, t, s) A(x, t, s)} cos i tdt, (4.35)

|х-л

a2i (xt s; >•)= i {M (x, t, s)-vM (x, t, s)} cos \tdt, (4.36)

«22 (x, s;).) = — (’{(V(x, t, s) 4- (V(x, t, s)} cos Udt. (4.37)

|X—5|
С другой стороны, согласно формуле (2.20), имеем

(>-) = g։ (#) cos ՝i-tdt. (4.38)

—=
Тогда в силу равенства Парсеваля для cos-преобразований 

Фурье из равенств (4.34) — (4.37) и (4.38) соответственно получим 
(см. также формулы (4.8)—(4.11))
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— ( Ь (л) ап (*,  $; ~ ({К(х, Л «) + К(х, 1,з)} к,(х,з),.

* Ч |хЛ| (4.39)

— С'?е ('/-) а12 (х, X) сГл — Н/. (х, ?, х) + А(х, ?, х)} (?) (/? А=(х,х),

К -X IXЛ| (4.40)

— ( Фе (X) «21 (х, х; X)т/Х = — 1{Л/(х,/, х) М (х, ?, х)} а= (?) <7? = ЛА(х,х),
21хЛ1 (4.41)

— ( Ф։ (X) а22 (х, х; X) </Х ---- С(Л? (х, ?, х)-}-./У(х, ?, х)( (?) <7?~ ЛА (х, х).
ТС -Я 2IX (4.42)

Далее, обращая формулу (4.38), получим

ог (х — х) — У'Ь= (X) сох X (х—х) сГ/. (4.43)

---- ОО

На основании (4.39) — (4.43) тождества (4.30)՛— (4.33) соответ
ственно примут окончательный вид:

I Ф£ (X) сб. Фп (х, х; Х)֊0, (4.44)

— <х>

ЛО

(X) Ф. Ф12 (х, х; X) 0, (4.45)

( '?е(Х) ф21 (*,  з; л)‘=0, (4.46)

'\(Х) ф. Ф22(х, х; X) =0, (4.47)

где положено

Фп (х, 5; X)՝— 9и (х, х; X) — 0н (х, х; X) —
х

— {Аг (х, х— х) -С /(х, х — х) 1} 5*П————------— I ап (х, х; >) с/у, (4.48)
~ (х — х)

о
Фг2 (х, х; Х)= 912 (х, х; X) — 612 (х, х; X) —

— / (А (х, х — х) — I (ху х — х)} 5--— И—£1------1_ Г а12 5. (4.49)
т: (х — х) к 7

о
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'Г,>21 (ж> s> ') — $21 (х, S; /֊) — б21 (х, s; /.) +

4- i! к (х, s х) — 1 (х, х $)} —-—-——---- — I а.,։ (х, s; v) d՝i, (4.50)
" (х — s) z J 

и

,p22 (*,  s; '■) = 922 (x, s; /.) - би (x, s; >.) —

r j f \ j z \ .-.sin f՝ (x ~s) li. . _— {k(x, s—x) -- I (x, x —s) —1} —--------—'-------- 7.22 (x, s; v) d՝i. (4.51)
-(x—s) zj 

I)
Тождества (4.44) —(4.47) и тауберова теорема для интегралов 

Фурье В. А. Марченко [5] дают возможность изучить поведение 
функций б/ь (х, з; /•), (z՜, к = 1, 2) при ;/.| —> оо. Предварительно докажем 
несколько лемм.

Лемма 4.1. Если коэффициенты р (х) и г (х) системы (3.1) + 
4(3.2) суммируемы в каждом конечном интервале, то при любых 
фиксированных х и s и для всех d справедливы оценки

« + 1
V<Ф'*  (*>  ®» '֊)} < с ('■> k = 2)- (4.52)

а

Оценки (4.52) имеют место равномерно в каждой конечной области 
изменения переменных х и s.

Доказательство. Для доказательства леммы достаточно по
лучить оценку (4.52) для каждого члена входящих в выражения функ
ций Ф։*  (х, s;/■)> т- е. в правых частях равенств (4.48) — (4.51). Для 
функций 0/*  (х, s; '/•) (z‘, k — 1, 2) оценка (4.52) совпадает с оценкой 

(3.15). Для функций 6/*  (х, s; /-) оценка (4.52) получается непосред
ственно, если учесть явный вид этих функций, т. е. равенства (4.22) — 
— (4.25). Далее из определения функций а/*  (х, s; '/֊) (z՜, £ = 1, 2), т. е. 
равенств (4.34)—(4.37J, в силу непрерывности функций К (х։ t, s), 

К (х, t, s), L (х, t, s), L(x, t, s), M(x, t, s),M (x, t, s), N (x, t, s), N (x, t, s) 
и известной леммы Римана-Лебега следует, что в каждой конечной 
области изменения переменных х и s справедливы равенства

lim я/л (х, s; /.) =0 (z‘, k = l, 2).
). —> '50

Поэтому при а —- + оо 
а + I /.

| а/*  (х, s; v) — О (1) (z, k =1, 2). (4.53)

a <i
И, наконец, для остальных членов в равенствах (4.48)— (4.51) (по од
ному члену в каждом равенстве) оценка (4.52) получается непосред
ственно, если учесть явный вид этих членов. Лемма доказана.

Лемма 4.2. При любых фиксированных х и s справедливы ра
венства
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lim i о.1!г(х, s; v) dv=-0 (/, k — 1, 2)- (4.54)
/ —> AS J

(I
Равенства (4.54) имеют место равномерно в каждой конечной 

области изменения переменных х и з.
Доказательство. Докажем равенство (4.54) сначала для 

функции яц (х, s; ՝>). В силу определения этой функции, т. е. равенства 
(4.34), имеем

J«u(x, s; v) <fr= J [АГ (х, t, s) + k(x,t, s)]cos =

(J (I \X—S\
s

= f К(х, t, s)+k(x, t, s)] di. (4.55)

I.V—3'|

Поэтому при s4=x лемма следует из (4.55), в силу леммы Римана — 
Лебега. Если з = х, то 

). ։

f «и (*,  d'> = | [К(х, t, х) 4- k(x, t, x]~dt. (4.55)

(1 6

Далее, согласно равенствам (1.28) и (1.30), мы имеем

К(х, 0, х) + К(х, 0, х) = 0. (4.57)

Тогда, так как функция К (х, t, х) 4՜ К (х, t, х) дифференцируема по t, 
то в силу равенства (4.57)

Л (х, ^х) + К (х, ։,х)=О ({). (4.58)

Поэтому в этом случае равенство (4.54) является следствием из из
вестной теоремы теории рядов Фурье: если при I —* 0, з (2) — ? (0) = 
= О (Г), я5>0, то

Иш С® (0 Л = а (0). (4.59)
/.֊►■»! /•7 е

и

Доказательство леммы для функций а12 (х, в; у), т21 (х, в; у) и я2։(х, з; к) 
проводится аналогично, в силу равенств (1.28)—(1.32), которые обес
печивают выполнение равенства (4.57) для соответствующих ядер в 
представлениях этих функций в виде (4.56).

Теперь докажем основную теорему этого параграфа.
Теорема 4.1. Если коэффициенты р (х) и г (х) системы 

(3.1) 4֊ (3.2/ суммируемы в каждом конечном интервале, то при 
любых фиксированных х и з справедливы асимптотические формулы

1- 1д ։ \\ с / \ sin), (x-j-s) sin )֊ (х — s)hm ^eu (x, s; л)— 0U fx, s;—)•)-------;---------i—՛—- -i-------------*-------- -
( it [ x -|- s x — s
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+ —• ----- - ----- ^2-. sin2 А ■ (р (-) — г (-.)) d- i ’ =0. (4.60)
" х — s L 4 J

5

lini [ 013 (x, s; X) ֊ e„ (x, s;֊X) ֊ A AAAzzA x
' - ' l - x — s

+ A.sin '■ <* —A. sin2 Г A (p (-) _L T (T} rf-] I =o. (4.63)
" X - s L 4 J J I

Асимптотические формулы (4.60)—(4.63) имеют место разно
мерно в каждой конечной области изменения переменных х и s.

Доказательство. Вейлу оценок (4.52) и тождеств (4.44) — 
—(4.47) применима тауберова теорема для интегралов Фурье В. А. 
Марченко [5], согласно которой равномерно в каждой конечной обла
сти изменения переменных х и s справедливы равенства

lini {Ф;*(х,  s; X) — ®z»(x, s;—X)} =0 (z, k — 1, 2). (4.64)
/. —* v

Докажем формулу (4.60). Остальные доказываются аналогично. 
Из определения функции Фп (x, s; ՝>■), т. е. равенства (4.48), следует, 
что
Фи(х, s; X) —Фц(х, s;—X) =9ц(х, s; X)—0n(x, s;— X) —[6ц(х, s; X)—0ц(х; s— 

х
.2Г,, . . . sinX(x — s) 2 f ,

—/.)]------- [&(x,s—x)-L- - - ------------------------- 1 au (x, s; к) a*.
г. x — s я J

(4.65)
Вычислим теперь каждый член правой части равенства (4.65). Из 

определения функции (x, s; X), т. е. из равенства (4.22), следует
А

6 ii (x, s; X) — 0п (x, s;—X) = — j cos X x• cos i-sdi. = 

о
= 1 Г sin x (x + s) I sin X (x — s) j _ 

v. [ x + s x — s J
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Далее из определения функций к (х, t) и I (х, t), т. е. из равенств 
(1.11) и (1.12), следует

X
к (х, з — х) + I (х, х — s) = cos | I [р (")+ г (т)] d~ j.,

поэтому
.V

-----— [£ (х, 5 — х) + I (х, X — з) ֊ 1]= — ян? ( [р (-) — г (-)] {/■: 1 •
тг я I 4 3 ]

(4.67)
И так как в силу леммы 4.2

А

1пп I Яп (х, э; V) (к = О,

I)

то формула (4.60) следует из (4.64) (при 1 = к=\), в силу равенств 
(4.65), (4.66) и (4.67). Теорема доказана.

Из теоремы 4.1, точнее из формулы (4.60), следует
I е о р е м а 4.2. Имеет место асимптотическая формула

lim л =0. (4.68)

В самом деле, полагая в формуле (4.60) х = з = 0, мы получим

Jim (0, 0; /.) - 6П (0, 0;—/.) ֊ — /■ j. =0,

что совпадает с формулой (4.68), так как в силу равенств (3.10) 

9ц (0, 0; /-) = р (л) ֊ ? (0).
Теорема доказана.

§ 5. Некоторые предварительные оценки

В следующем параграфе мы докажем теорему о равносходимости 
// (х)\разложения произвольной вектор-функции /(х)=( 1 1 с интегрируе-

мым квадратом на полупрямой (0, со) по собственным вектор-функциям 
задачи

+ р(х)у1 = 1у1, (5.1)
ах

— -I- г (х) уг = ՝1.у2, (5.2)
ах

й(0)֊АА(0)=0 (5.3)

и разложения в обычный интеграл Фурье, притом при минимальном 
требовании на коэффициенты р (х) и г (х) — суммируемости в каждом 
конечном интервале. Для этого мы в настоящем параграфе получим 
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некоторые предварительные оценки для отрезков разложений по соб
ственным функциям.

В параграфе 2 нами получены тождества (см. (2.30) и (2.31): 
х+«

?i (х, '•) ՛?•- ('■) = | {АГ,(х, s) ?х (з, X) + Л(х, s) çs (s, X)} ds, (5.4)

?։ (*>  '■) '?« G) = f {Mt (x, s) ?! (s, X) + N, (x, s) ?2 (s, X)} ds, (5.5)

. . . /®j (x, X) \
где вектор-функция ? (x, л) = ( ), как и прежде, означает ре-

\?2 (х, I)/
шение системы (5.1)+ (5.2), удовлетворяющее начальным условиям

Ф1(0,Х) = 1, ?2(0,Х) = А, (5.3')

а функции Kt(x,s), Li(x, s), Ms(x, s) и 7V։ (x, s) определяются по фор
мулам (2.26), (2.27), (2.28) и (2.29), соответственно.

Пусть /(х) произвольная вектор-функция класса

£= (0, oo).
Обозначим через F (>-) обобщенное преобразование Фурье век- 

тор-функции f (х), т. е. положим

(5.6)

о
Из тождеств (5.4) и (5.5) следует, что функции ?х (х, X) Ф, (X) и 

?։ (х, X) Фг (X) при каждом фиксированном х являются обобщенными 
преобразованиями Фурье соответственно вектор-функций, равных

и
М (x t, з) \ - ।

( ) / ПРИ х — ~^s 4՝՝х ' s и Равных НУЛЮ вне

этого интервала. Поэтому, в силу обобщенного равенства Парсеваля 
(3.8), из тождеств (5.4)—(5.5) и равенства (5.6) соответственно следует

{Æk (x, s) А (з) + L։(x, s) A (s)} ds, (5.7 )

Введем в рассмотрение функции
( . / . .

51(х,Х)= F(X)?1(x,X) Jpf/.), (5.9)

' ! ' • (Г •
: ( .֊ (' ( L

5։ (X, Х)= F (X) ?а (x, X) (X). (5.10)
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Тогда равенства (5.7) и (5.8) примут вид 
=° х+«
у ь, (А) А 5! (*,/•)=  \ (ЛГ.(х,5)/]1(5)+£։(х,5)/2(5)}։/5։ (5.11) 

— «• А'—в
в® Х + б

(՝/.) А 52 (5, а) = у {М,(х, 5) А (5) 4֊ М (х, 5) А (а)} Л. (5.12) 

— со х—£
Выпишем формулы, аналогичные формулам (5.11) и (5.12), для за

дачи (5.1) 4- (5.2) + (5.3) при р(х) = г(х)=0 и А = 0. С этой целью 
найдем новые представления для функций 31(х, а) и 5’2 (х, л). Подстав
ляя значение функций /’(а) из (5.6) в выражения (5.9) и (5.10), а за
тем меняя порядок интегрирования, получим

нв А

«$! (х, >)= I {А(з) I ?! (х, А) ?! (з, А) (1р (а) + 

и и 
х

4- /2 (з)?! (х, А) ?2 (х, а) с/р (а)} Л, (5.13)

о
ОО А

52 (X, Х)= 1՝ (А (з) (’ Ъ (х, '֊) ?1 (з> '•) ('•) + 

о о
X

+ А («) I ?2 (х>Х) ?2 («» ') ('•)} (5-И)

о
Тогда, в силу определения спектральнойрлатрицы 5 (х,$; 7.) = (х, з; а)|1,
։, к = 1, 2 (см. равенства (3.9)), равенства (5.13) и 65.4) приобретают 
вид

•Si (х, >•) = j (А (з) 9ц (х, s; а) + А (s) б12 (*,  s; a)} ds, (5.15) 

о

S2 (х, л)= i {A (s) 621 (х, s; а)+А (з) 022 (х, з; >֊)} ds. (5.16)

о
Положим

ео

S1 (х, а) = у {А (з) 0n (х, s; а) + A (s) 0i2(x, s; >•)} ds, (5.17) 

8
ПС

52* (X, A)= у {A (s) (X, s; A) + A (s) & (x, s; a)} ds. (5.18)

0
Далее, если учесть, что при р (х) = г (х) = 0 и к =0 (см. вывод тож
деств (4.26) — (4.29)), в силу равенств (4.19) — (4.21) К, (x, s) = 
= (x, s) = g. (x — s), a L, (x, s) = Mt (x, s) = 0, то в рассматривае
мом случае равенства (5.11) и (5.12) соответственно примут вид:
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I '4 G) d>. S\ (х, /.) = J (s) gt(x — s) ds, (5.19)

— 'Л £— £
'« X-j-£
J ՛?։('•) rfx S2 (x,/.) = J /2(s)g։(x— s) ds. (5.20)

Теперь, вычитая из равенств (5.11) и (5.12) соответственно ра
венства (5.19) и (5.20), окончательно получим 

•» ж-т«
j Ф» G) d, {Sj (x, i.)'— S1 (x, /.)] = i {[Л՜, (x, s) — g. (x - s)] f, (s) 4- 

- ГО -V—t
+ Л(х, s)/2 (s)} ds, (5.21)

<4G) Ä {S2 (x, (x, /.)} = • \Mt (x, s) Д (s) 4-

+ [M(x, s) — £։ (x — s)] /2 (s)} ds. (5.22)

Лемма 5.1. Если коэффициенты p (x) и г (x) системы (5.1)4՜ 
4֊ (5.2) суммируемы в каждом конечном интервале, то при любом 
фиксированном х и при а —- со справедливы оценки 

о+1 о+1
V{5((x,/.)}= j |Ti(x,Z)HFG֊)l</pW = o(l) (։=1, 2). (5.23)

а и

Оценки (5.23) имеют место равномерно в каждом конечном ин
тервале.

Доказательство. Е силу определения функций (х, /•), т. е. 
равенств (5.9) и (5.10), мы имеем 

о+1 я+1
V <5i <х> w=j <х> K)i •,,F w՝ ^’=1>2)- 

а а

Поэтому согласно неравенству Коши-Буняковского, из последнего ра
венства следует 
а+1 о+1 о+1 ։
У<5'«л»=( I !?'(*>GOy'd^G);2^ ('•))’" 0=1,2). (5.24) 

а а а

Теперь, с одной стороны, согласно лемме 3.1 
о+1 а+1
J |<₽,(x,/.)|2t/p(k)=y{0i/(x,x;k}<C (1=1,2). (5.25)

а а
С другой стороны, так как (см. равенство (3.7))

ГО
fr2 o֊)d? (/.;<+со,
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то при а — ос 
а+1

= (5.26)

(I
Поэтому оценки (5.23) следуют из неравенств (5.24), в силу оценок 
(5.25) и (5.26). Лемма доказана.

Из определения функций 5\(х, А) и 5-2 (х, '/•), т. е. равенств (5.17) 
и (5.18) и из явного вида функций 6//, (х, з; /•) (см. формулы С4.22) — 
— (4.25) непосредственно следует

Лемма 5.2. Равномерно на всей полупрямой (0, ос) при а —► оэ 
справедливы оценки 

я + 1
У{5;(х,).)} = о(1) (/==1,2). (5.27)

а

§ 6. Доказательство теоремы равносходимости

Опираясь на формулы (5.21) и (5.22) и на тауберову теорему 
В. А. Марченко [5], в настоящем параграфе мы дадим полное доказа
тельство теоремы о равносходимости разложений по собственным функ
циям задачи (5.1)-|-(5.2)-|-(5.3) и в обычный интеграл Фурье по коси
нусам и синусам для произвольных вектор-функций с интегрируемым 
квадратом на полупрямой (0, оо).

Обозначим через х произвольную точку полупрямой (0, ос).

Займемся сначала преобразованием правых частей формул (5.21) 
и (5.22). Функции (х, з), 1.1 (х, з), М (х, з) и (х, з), входящие в 
правые части формул (5.21) и (5.22), определяются по формулам (2.26), 
(2.27), ("2.28) и (2.29) соответственно. Поэтому, подставляя их выра
жения в (5.21) и (5.22), получим

(Ч (л) ад (х, >.) - 5’1 (х, /.)} = 

— ОС
-Г +■

= ( [^(х, з-х)т/(х,х-з)-1]^(х-з)/1(з)Лт

-г+в *

-Г—г |л՜ — е| 
. ՛ ’р՜*

+ / 1 [£(х,з — х) — 2(х,х — з)] а, (х —з) /2(з)Л +

■г֊г с . .•
-Г 4-8 8

+ У । } [/.(х, I, з)֊г£(х, /, з)]£։(0с/Д /2(з) Л, (6.1)

-г—|х-л|
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[՛?.(>•) Л {5։(х,/.)-У2(х,Х)} = 

-- •» 
Х+В

= —‘ \ {к (х, 5—х) — I (х, X — з)] а֊.(х—з) Д (з) с1з +

ХтВ -В

-Г֊2՜ I ՛ ^М(х՛*’ (х> *՝ °'՛^ ^5 +

х-։ |х—у|

[Л (х, 3 — х) + I (х, X---

4՜ ~ | | [М (х, I, з) + .У (х, #, з)1 §, (/; Л |/3 (з) <1з. (6.2)

х'-з (х-։|

Меняя порядок интегрирования в двукратных .интегралах правых ча
стей ^6.1) с (6.2), мы находим

֊ | /1(3) { | [^(х,#,з) + ^х,#,з)]г։(0Л}Л’=
д-_а

£ Х+1
= уУ) ] К (х> з)]/1 (з) Лр5(0 л,

О х-1

(6.3)

о X-

233-4

| [£(х, з)+ Ь(х, I, з)] Яе (?) Л|с?з-=

IX-5|

X, ։, а)]/2(з) с/з 1^(0 Л,

х, /, з)+ М (х, /, з)] ({) <7/ > с/з =

= 4՜ Н I (х> 5) + (х> А-з)1 /г(з) (<) л,
0 X—I

[7У (х, з) + /^(х, 5 )] л

= ֊|у{ [^(*,^. 5)+^(х։ е,^(з)л|я.(*)^  

0 х-^

(6.4)

(6.5)

(6.6)
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Далее положим
\ ֊r+t —

“1 (*Л)  = j | у j 1К(Х, Л s) + (*>  *>  5 И /1 ‘fcj cos } tdt =

О X—t
s

= j*  Лх (x, t) cos '1 tdt, (6.7)

6

[L(x, t,.s)+L(x, t, s)]/2 (s) ds • cos ՝!.tdt =

h2 (x, t) cos 'i֊tdt, (6.8)

«3 (x, M = [Af(x, t, s)+M (x, t, s)I/i(s) ds oos i-tdt =

J h3 (x, t) cos Hdt,
(6.9)

a4 (x> '*•)  = j' I [N(x, f, s)+./V(x, f, s/j/2 (s) c/s| cas'itdt = 

о x—t
£

= J A4 (x, t) cos 'i-tdt. (6.10)

u
С другой стороны, в силу (2.20) мы имеем

Е

֊1֊ ф.(>•) = j gift) cos Itdt. (6.11)

ü
Поэтому, применяя равенство Парсеваля для обычных интегралов 
Фурье к каждому из равенств (6.7)—(6.10) и равенству (6.11), соот
ветственно получим

ОО S
i ф,(Х) а։(х, л) сГл= i hi(x, t) g։(f) dt (7=1, 2, 3,4). (6.12)
J J

—» и
И, наконец, полагая

£
ßi (*»  z) = J [£ (*» —f) + I (x, t)— I] /j (x—t) cos I tdt =

—E

E

= >, /л (x, f) cos.f'tdt, (6.13)
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Р։(х»') = ։[£(х,—#)— I (х, *)]  /2 (х— 1)соз'Ч<11==

--Е
Е

— | 7л (х, *)  соб (6.14)
—£ 

С

?з (х> '7 = — ‘ \ [£ (х,— Г) — I (х, £)] Д (х — <) СОБ >-#Л =

—Е 
Е

■— I 7.з (х> *)  соб>ЛЙ, (6.15)
— Е 

£

г*4  (х> '■) = •. [А (х> —֊) 4- (х> 0 — 1] Л (х — О СОБ = 

— Е Е
= ( /л (х, /) СОБ >^Л, (6.16;

и применяя опять равенство Парсеваля к каждому из равенств (6.13)— 
— (6.16) и равенству (6.11), соответственно, получим

֊ ]Ч(')Мх, л) сГ1.= у л(х, 0^(0Л (/-1,2, 3,4). (6.17) 

— ею —с
Теперь, учитывая равенства (6.3)—(6.10) и (6.12)—(6.17), форму

лы (6.1) и (6.2) можно, соответственно, записать в виде

У М') <*■  (х, л) =0, (6.18)

— •»

ф։ (л) 0?;, /?2 (х,).) = о, (6.19)
— ЭС

тде
>. >.

R, (х, /.) =-. 5, (х, л) - Л*  (х, ■/.)-—(’₽> (х, V) - А (*  Й1 (х> 7)

71 л 211 Л
о о

----- ֊У(х, & — ^֊У«։ (*, *) (6.20) 

о о
X X

(х, >) —-М а4 (х, ч) с(у. (6.21)
3 2* и
и о
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Докажем несколько лемм.
Лемма 6.1. При. каждом фиксированном х и при а —> оо спра

ведливы оценки 
о + 1

У{Л/(*,>•)}  = о(1) 0 = 1,2)- (6.22)

О
Оценки (6.22) имеют место равномерно в каждом конечном интер
вале.

Доказательство. Так как вариация суммы функций не пре
восходит суммы вариаций слагаемых, то для доказательства леммы до
статочно показать, что оценка (6.22) имеет место для каждого из ше
сти слагаемых правых частей равенств (6.20) и (6.21). Для функций 
5/(х,).) и 5/(х, >.) (г = 1,2) оценка (6.22) совпадает с оценками (5.23) 
и (5.27). Далее, в силу леммы Римана-Лебега

Иш р/(х, ).) =0 (/=1,2, 3,4).

Поэтому
«+1 А л+1
V{р' к = у(*> =° (/=2> з>4)- 

а 0 л

А так как функции А/ (х, 0 (см. равенства (6.7)—(6.10)) даже диффе
ренцируемы по I, то оценка (6.22) для функций я/ (х,).), г = 1, 2, 3, 4, 
также следует из леммы Римана-Лебега. Лемма доказана.

/у (х)\
Лемма 6.2. Пусть /(х) = ( 1 ) — произвольная вектор-

\/2 (*)/

функция класса I? (0, со). Тогда для каждого интервала 
существует постоянная С = С (П) такая, что при / —» О справед 
ливы оценки

\hikx, /)՛! < СГ'= (/= 1, 2, з, 4). <6.23

Доказательство. Докажем оценку (6.23) для функции Ах (х, /) 
Для остальных функций А,- (х, 0 (/ = 2, 3, 4), доказательство анало 
гично. По определению (см. равенство (6.7))

Х+1
Мх, *)  = -|-( {К(х,1,ь)+К(х,1:,5)}{г(5)<1в. <6.24

X—/

Так как в равенстве (6.7) интеграл по / берется в пределах от 0 до г 
а по условию е֊^х (см. сноску на стр. 13), то / <х։ т. е. х— 
Поэтому из равенства (6.24) и неравенства Коши-Буняковского еле 
дует, что

-г+։ / •»

|Аг (х, ок с у 1А(з)| у /? ($) л I -О'» = с, е-\
X—1 \о /

где
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С= max |^(*>  t, s) + К(х, t, s)|. 
x — t s X + t

Лемма доказана.
Лемма 6.3. Пусть выполняется условие леммы 6.2. Тогда при 

любом фиксированном х справедливы равенства

lim j s/(x, v) tfr = О (։ = 1, 2, 3, 4). (6.25)

(I

Равенства (6.24) имеют место равномерно в каждом конечном ин
тервале.

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 6.2 до
кажем равенство (6.25) только для функции (х, е). Из определения 
Й1 (•*>  v)> т- е- равенства (6.7), следует

7 X £ г
j ах (х, v) ch = j | Ax (x, t) cos c?v= i h, (x, t) Sin^ rff 

и I) и о
Далее, так как из (6.24) следует, что h (х, 0) = 0, то, в силу оценки 
(6.23), А(х, t) — /г (х, 0) =0 (Г), *>0.  Поэтому оценка (6.25) следует 
из равенства (4.59). Лемма доказана.

Лемма 6.4. Если коэффициенты р (х) и г (х) суммируемы в 
каждом конечном интервале, то при любом фиксированном х спра
ведливы равенства 

х
lim ₽/(х, v) Л =0 (։=1, 2, 3, 4). (6.26)

О

Равенства (6.26) имеют место равномерно в каждом конечном ин
тервале.

Доказательство. Докажем лемму опять только для рх (х, v). 
Из равенства (6.13) следует, что 

х в

v)^= j [k(x,—t) + l(x,t) — l}f1(x — t) 5֊~ dt. (6.27)

(J —В

С другой стороны, из определения функций k (х, t) и / (х, t), т. е. 
равенств (1.11) и (1.12), мы имеем

к (х,— t) + I (х, t) — 1 = — 2 sin2 | — ( [p (") + r (t)] dt I •
I 4 J J

X—t
Поэтому из (6.27) мы получим

X г X
i (х, v) de = — 2 i sin2 I-у- ; (р(т) + г (т)]^ k (х — t)S-^-^-dt,
J J ( 4 J ) t
О —в X—t

откуда и следует равенство (6.26) для функции рх(х,v) на основании 
леммы Римана-Лебега. Лемма доказана.
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Теорема 6.1 (о равносходимости). Пусть / (х) — ( * ' —
\/г(*)/  

произвольная вектор-функция с интегрируемым квадратом на по
лупрямой (0, оо), т. е. пусть 

лэ
У |/1 (*)  + А Iх) } <1х< + <х>. 

и
Если коэффициенты р (х) и г {х) системы (5.1) 4՜ (5.2) суммируемы 
в каждом конечном интервале, то равномерно в каждом конечном 
интервале имеют место равенства

Пт {[5, (х, >.) - 5! (х,- )•)] - [51 (х,).) - 51 (х,-).)]} = 0, (6.28)
Л —► х

Пт {[53 (х, л) - 5. (х,- Х)1 ֊[52 (х, л) - 52 (х).)]} =0, (6.29)

т. е. разность между разложением произвольной вектор-функции 
/(х) = М1 £2(0, оо) в обобщенный интеграл Фурье по соб- 

(х)/
ственным вектор-функциям одномерной системы Дирака и разло
жением в обычный интеграл Фурье по косинусам и синусам стре
мится к нулю равномерно в каждом конечном интервале.

Доказательство. В силу оценок (6.22) и равенств (6.18), 
(6.19) применима тауберова теорема В. А. Марченко [5], на основании 
которой при любом фиксированном х

Пт (/г, (х, >.) - е1 (х>)} =0 а = 1.2),

т. е. согласно равенствам (6.20) и (6.21)

Пт {[5, (х, ).) - 5Х (х,->.)] - [51 (х, )) - £ (х,-}.)]} = 
А -г ос 

А
= — Пт Г {Р։ (х, V) 4- (х, 4՜ -7 [<*1  (*,  *)  4֊ а. (х, '>)]} сЬ, (6.30)

ТС * - ~ ) 2

Ит {[5. (х, ).) - 52 (х,- ).)] - [52 (х, К) - 5? (х,- >.)]} = 
X-*-  во 

).

= — Нт С {Ра (х, V) 4֊р4(х, V) 4- -^-[аа (х, V) 4-а4 (х, ^)]| (6.31)

Тогда (6.28) и (6.29) следуют из равенств (6.30) и (6.31) в силу лемм 
6.3 и 6.4. Теорема доказана.

Теорема 6.1 дает окончательное решение вопроса о сходимости 
разложения по собственным зектор-функциям одномерной системы Ди
рака для вектор-функции с интегрируемым квадратом на полупрямой 
(0, со), В частности, из теоремы 6.1 следует

Теорема 6.2 (о сходимости). Если коэффициенты р (х) и 
г (х) суммируемы в каждом конечном интервале, а вектор-функция
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f ~ I. Г՛ ( ) <՜ (О’ тп в каждой точке хГ}, где выполняются
J3 Iх) '

/f (х}\ локальные условия разложимости вектор-функции f (х)= ') е
\f-> (х)/

обычный интеграл Фурье, имеют место равенства

lim {Sj (х0, л) — 5Х (х0).)} =/j (х0),

lim {S2 (х0> Л) — S, (х0,—).)} = (х0),

т. е. разложение вектор-функции fix) в обобщенный интеграл 
Фурье по собственным вектор-функциям одномерной системы Ди- 

оака в точке х0 стремится к значению /(х0)=(՜'1' °'1 •
Vs (х0)/

Математический институт
ям. В. А. Стеклова АН СССР Поступило 24.IX.1966

Ւ. U. ՍԱՐԳՍՅԱՆ

ԴԻՐԱԿԻ ՄԻԱՋԱՓ ՍԻՍՏԵՄԻ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՅԻ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ 
ՎԱՐՔԻ ԵՎ ԸՍՏ ՍԵՓԱԿԱՆ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Ուսումնասիրվում է Դիրակի ստացիոնար միաչափ սիստեմի՝

+ р(Х)У1 “» Կհ.
dx

֊ -J1- + '-(х)։/о = >֊1/2, 
dx

УАО) ֊ A^(0) = О,

(1)

(2)

(3)

այսպես կոչված սպեկտրալ ֆունկցիա լի ասիմպտոտիկ վարքըյ որը տրվում է 
Հ0,19յ բանաձևով (տես հիմնական տեքստի ն՛երածությունը)։ Այնուհետև ապա֊ 
ցուցվում է թեորեմ' ըստ (1) — (3) խնդրի սեփական ֆունկցիաների վերլու֊ 
ծ ութ լան և ըստ Ֆուրյեի սովորական ինտեգրալների վերլուծության մի աժ ա֊ 
մանակյա զուգամիտության մասին։

Ա. .Տ. SARGSIAN

ON THE ASYMPTOTIC BEHAVIOUR AND EIGENFUNCTION 
DEVELOPMENT OF THE SPECTRAL FUNCTION FOR 

THE ONE MMENTIONAL DIRAC SYSTEM

Summary

For the one dimensLonal Dirac system
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~ + p (x) y-L = 'y» (1)
ax

— C~i+r (x) yz = iy2, (2)
ax

*7» (0) ■—/h/։ (0) = 0 (3)

the asymptotic behaviour given in (0.19) of the so called spectral fun
ction is studied. A theorem concerning the simultaneous convergence 
of the corresponding to (1) — (3) problem eigenfunction development and 
of the usual Fourier integral development is proved-
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