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Введение

Будем обозначать буквами х, у, точки х= (х1, х»,•••, хп), 
у = (У1, Уг, - • ՛, Уп), • • • евклидова пространства Еп, п >-2, |х| = (х?, хг, 
• • •, Хп)'1* • В случае плоскости^ будем пользоваться комплексным пе­
ременным г = X!֊}- гх3. Через $п (г) = {х; |х| = г}., г>0 обозначаем сферу 
радиуса г х центром в начале координат О, а„ (г) = —Г-—-——г"՜1—

Г(-+1 ) 
\2 / 

площадь этой сферы, ая (1) =
Пусть и (х) — субгармоническая функция в окрестности начала 

координат О. Хорошо известна теорема Ф. Рисса о том, что среднее 
значение этой функции по площади сферы

1(г; и)------
Ял

J и (х)
(1)

является неубывающей функцией от г, выпуклой относительно log г 
при п =2 или относительно 1/гл~2 при п^>2 (см. [1], стр. 40). В ра­
ботах Дингхаса (см. [2], где указана дальнейшая литература) изуча­
лись свойства выпуклости средних значений вида

1
■/₽

քՀր; ир)= ир (х) Ля (2J., р>1

и аналогичных средних, для составления которых вместо степенной 
функции ).{{) = ±р, р>1, используется функция >. (/) = еа‘, а^>0. Для 
случая функций п (х), субгармонических в полупространстве Е% = 
={х; х1>0}, братьями Ф. и < Р. Неванлинна [3] и Л. Альфорсом [4] 
были введены в рассмотрение средние специального вида, взятые по 
полусфере и также обладающие некоторыми свойствами выпуклости. 
Эти результаты также были обобщены Дингхасом [2].

В настоящей работе мы рассматриваем для субгармонических 
функций и (х) средние значения более общего вида

Ли Ч®)) =’•■'* 1 (и (х)) da„ (3)
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где X (<) —некоторая возрастающая выпуклая функция от /, '• ей об­
ратная. При этом свойства средних для функций >֊ (/) 1', р 1 и
\ (<) = еа1, а > 0 получаются как частные случаи общих теорем.

Применяемые методы позволяют не только изучить средние об­
щего вида с использованием выпуклой функции >- (/) для случая суб­
гармонических функций в полупространстве Еп, но и в случае угловых 
областей при л =2 или конических областей при л2>2.

§ 1. Средние значения функций, субгармонических в шаре

Пусть и (х)—субгармоническая функция в шаре D — {х; |х|<^1} про­
странства Еп. В этом параграфе рассматриваются средние значения вида

Г(г;Х(м))=Х֊’ 1
Зл «(г)

Х(и((х))«/5Я (1.1)

как функции от радиуса сферы 5П (г), составленные при помощи не­
которой функции X = X (£). Естественно считать функцию X (£) опреде­
ленной для всех # из области значений и(х), (строго) возрастающей 
и выпуклой относительно Л Для выпуклых функций X сложная 
функция X(и (х)) также является субгармонической и, следовательно, 
как уже упоминалось во введении, среднее значение

nt (г; X (и))=---- J X (u (х))
Зл s(') п

(1.2)

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно log г при 
л = 2 или 11гп՜2 при л>2, (см. [1], стр. 40).

Здесь и всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, мы 
будем предполагать эти условия на Xff) выполненными. Кроме того, 
мы ограничиваемся случаем, когда X(?) необходимое число раз непре­
рывно дифференцируема.^

Поскольку в практически интересных случаях функции X (?) вы­
пуклы чаще всего только при ?>0, целесообразно ограничиться рас­
смотрением средних для субгармонической функции и+ (х) (и+ = и, 
если и >• 0 и и+ = 0, если и<0). В этом случае мы всегда предпола­
гаем функцию X (I) неотрицательной при I >0, X' (?) ^> 0 и X" /7) ^>0 при 
I ^>0. Подобно тому, как это делается при выводе обобщенного не­
равенства Минковского (см. [5], стр. 107—ПО), мы вынуждены потре­

бовать, кроме того, чтобы выражение у (т) = - '—-'Л было 

нутой функцией от т для всех т = X ({), ?>0. Если функция X (?)

вог-

имеет

непрерывную производную Х1У (?), то из тождества — = — Д-1
<7՜ Л Ххх(?) 

видно, что равносильными требованиями являются вогнутость функции 
Xх (?) Xх (?) Хххх (?)
-у;՜ ~ относительно I или возрастание функции —-- ------Л Выпуклые

(О [Х"(£)]г 
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функции, удовлетворяющие условиям, перечисленным в этом абзаце, 
мы будем называть допустимыми при /^>0. Например, допустимыми 
выпуклыми функциями при являются: Х(<) = ^, р^>1; '^•(f) = ea,, 
а>0; X (!) = сЬ а£, а^>0. Напротив, выпуклые при { >0 функции 
?(/) = зЬа/, а>0 и X (?) = (1 4՜ 01 1о? (1 + I) не являются допу­
стимыми.

Теорема 1.1. Пусть функция и (х) субгармоническая в О, 
՛! (I) — допустимая выпуклая функция при / > 0. Тогда среднее зна­
чение

Р (г; Х(а+)) Л (и+ (х)) блп (1-3)

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно с = 1о£г 
при п —2 или ^ = 1/гп~2 при п^>2.

Доказательство. Как известно (см. [1], стр. 154), во всякой 
замкнутой области, целиком лежащей внутри шара £), субгармониче­
ская функция и+ (х) может быть представлена как предел невозра­
стающей последовательности дважды непрерывно дифференцируемых 
субгармонических функций ип (х). Так как при этом переход к преде­
лу в неравенствах, характеризующих возрастание и выпуклость, воз­
можен, теорему достаточно доказать для дважды непрерывно диффе­
ренцируемых неотрицательных субгармонических функций и (х).

Если обозначить Р (г) = Р (е') = Ф՜ (?) при п = 2 и Р(г) = 
1

= Г(; '՝ ■)=’р(«) при п>2, то для таких функций и (х) по правилам 
дифференцирования и в силу (1.1) получаем:
при

<04?
<Д2

г3-ЬР = г3
>֊'(/) R' (Г)]»иг Л (1-4)

и при п^>2

№ 1— = -----------------  Г2(Л-1) .Д^:

Л» (п —2)2

(1.6)

1 г2(Я՜’՜1 Ьл- ՝к"(^^т\3\
п-2)2 X' (Г) 1 ‘ [Х'(Г)]*\Ж- Л ’

где ±Р и Дтп обозначают оператор Лапласа, примененный соответ­
ственно к функциям Г = Г (г) = Р (г; X (и)) и т — т (г) = т (г; X (и)), 
зависящим только от г.

Из выражения (1.2) имеем
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Далее, обозначая
. dru . л—1 ди 1 д Ди= —— 1------------ ---- F — \ и

■ дг’- г дг г- 
где Деи — сферическая часть оператора Лапласа, получаем

. 1Дт = — 
«я ПдЪ (») 

дг*
1 д։-
г дг

d^n —

= — Г I Дк (и)---- — До), (и) Ida« = — i -1k (и) d~n,
°Л Sn (r)' ri J Сл S„(r)

так как интеграл от Де к (и) по сфере разен нулю.
Кроме того

Дк (и) = к' (и) • Ди 4֊ к" (и) • grad2 и.

(1.7)

(1.8)
/ЬиПоскольку grad2 и > (— ) и для субгармонических функций Ди>0, 

из (1.7) и (1.8) получаем

(1.9)

С другой стороны, применяя неравенство Буняковского, из (1.6) 
находим

". ,.J, >■'(՛■« ֊J,, V à, )

Комбинируя (1.5), (1.9) и (1.10), видим, что производная ■ t ■

будет неотрицательна при условии, что выполняется неравенство

J_ Гм« din < P'(F)]2 
k"(F) ' (1.11)

По условию теоремы k (/) — допустимая выпуклая функция, т. е.
.. р.'(*-’(’))]’ функция ф(т)= ?5(?_|(т)) — вогнутая. Следовательно, к левой

части неравенства (1.11) применимо неравенство Йенсена (см. [5], 
стр. 182), и мы находим 

± fP֊'(«(*)) Г՛ [И՜,--1^))]3 Р-Ч/)]8
X4k-։(/n)) к" (Л) ’

dan <

что доказывает (1.11), а вместе с этим и выпуклость функции /'(г) 
относительно переменной Е..

В силу субгармоничности функции к (ц (х)) функция тп (г), со­
гласно цитированной во введении теореме Ф. Рисса, неубывающая. Так 
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как обратная функция а՜* также возрастающая, заключаем, что 
функция Г (г)—неубывающая.

Теорема доказана.
Теорема 1.2. В условиях теоремы 1.1 выражение гп~2Е(г> 

а (и )) есть неубывающая функция ст г, выпуклая относительно 
переменной г1=гп՜2 при п^>2.

Доказательство. Эта теорема немедленно вытекает из тео­
ремы 1.1, если учесть, что (можно предполагать, что ОСи (х) £ Сг (£))) 

֊ Р֊2 г(г)1= —1— и-'-.дг(г). 
агг (п —2)-1

Замечания. 1. Как видно из доказательства, утверждения теорем 
1.1 и 1.2 относительно выпуклости функций В (г; X (и4՜)) и гп~2Г (г; 
I. (и4՜)) остаются в силе и для функций и (х), субгармонических в коль­
цевой области вида {х; Огг<^ |х|г2}.

2. Допустим, что выпуклая функция X (?) является допустимой 
для всех 1, —ос <7<^-|- т. е. X' (/) ^>0, X" (/)^>0 всюду и функция

Р'О֊1 (*))]* 
Г (Х֊> (т)) т = Х(О,

является вогнутой для всех t, —°о<^/<-|-ос. Так обстоит дело для 
функции X (7) = еа‘, а 0. Тогда, как видно из доказательства, утверж­
дения теорем 1.1 и 1.2 справедливы ве только для функций F(r; а (и4՜)) 
и rn~2F(r; X(u+)), но и для функций F (г; X (ц)) и г՞՜2 F(r; А (и)).

3. Пусть функция / (z), z = re՝9 голоморфна в круге D = {z; 
z|<^l}. Применяя теорему 1.1 к субгармонической функции log If (z)|, 
(получаем следующее предложение: если функция f (z) голоморфна 
в круге D и A (t) — допустимая выпуклая функция при t ^Q, то 
среднее значение

F (г; '■ (log+1/ (x)i))= Х-> / А С X (log4՜ I/ (re«)]) I 
12՜ j j

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно log г.
Применяя теорему 1.1 и замечание 2 для случая и (z) = log |/(z) 

и Х(£) = е։', а^>0, получаем классическую теорему Харди о том, что 
среднее значение

М,(г)-Ц- f I/(««)]“ Л I ,а>0, 
(2^ J J

для голоморфной функции f (z) есть неубывающая функция от г, ло- 
гарифмически-выпуклая относительно log г.

4. Теоремы 1.1, 1.2 вместе с замечаниями 7 и 2 обобщают ре­
зультаты Дингхаса, который рассматривал случай функций X (f) = tp, 
р>1 и a (f) = еа1, а^>0 (см. [2], теоремы б—11).
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5. Для функций и (х), супергармонических или гармонических в 
шаре £) можно рассматривать другие комбинации знаков X ^>0, ՝!■" 0 
или >-'<0, Х"<Д соответственно модифицируя класс допустимых функ­
ций X (/). Пусть, например, и (х) — супергармоническая неотрицатель­
ная функция в О. В качестве допустимых при примем положи­
тельные возрастающие вогнутые функции X (/) такие, что X' (/)^>0,
Х"(^)<^0 и, кроме того,

[V ()•-■ ('))Г՜ 
х"(х-ч.)) ’

T=X(f)

является выпуклой функцией при £>0. При этом справедливы следую­
щие утверждения:

Теорема 1.1'. Пусть и (х)—неотрицательная супергармони­
ческая функция в D и X (t)—допустимая вогнутая функция при 
f^-О. Тогда среднее значение F (г; X (и)) вида (1.1) есть вогнутая 
функция относительно £ = log г при п~2 или ;=1/г՞՜2 при л^>2.

Теорема 1.2'. В условиях теоремы 1.1' выражение гп~- F (г; 
X (и)) есть вогнутая функция относительно '', — гп~2 при п^>2.

§ 2. Средние значения функции, субгармонических 
в угловой области

Пусть и (z) — субгармоническая функция в угловой области

Da = jz = re'°; |6|<—, 0<г<1 
| 1 2а ’ оо. На лучах С= ре

2
0-Ср-<1, входящих в границу области А, предполагается выполнен­
ным следующее условие:

lim sup u (z) <0, С = ре 2\ 0 С р -С1 . (2.1)

Мы рассмотрим в этом параграфе средние значения

2а

Р (г; X (u+)) = I X ( ———— ) cos2 абс?6, (2.2)
■к J \ cos а 6 / ’ ՝ ՛

К 
2а

Ф (г; X (и+)) = К—1 (р (г; X (и+))) =

cos аб cos2 аб<7б (2.3)

где X (?) —допустимая выпуклая функция при в смысле § 1, стр. 141.
Нетрудно показать, что для субгармонических функций и (г) в 

области Иа, удовлетворяющих условию (2.1), средние значения (2.2) и 
(2.3) конечны при всех г, 0 г<^1.
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В самом деле, если я = гел, г, = В.е1՝, 0<^г<^/?<^1, то для и (г) 
имеем неравенство

(2-4)

где

— АК.'г* соз д5соз яф

4^’г’ соз аб соз а® ————, 0 < г <՜ 7? <Г 1. 
(Л’-г’)3

(2-5)

Подставляя оценку (2.5) в (2.4), а затем (2.4) в (2.2), убеждаем­
ся, что интегралы (2.2) и (2.3) конечны при любом г, 0<^г<^1.

Теорема 2.1. Пусть и (я)—субгармоническая функция в об­
ласти удовлетворяющая условию (2.1), л (/) — допустимая вы­
пуклая функция при / >0, причем X (0) —0. Тогда среднее значение 
I1 (г) = н (г; '/■ (и+)) есть неубывающая функция от г, и график 
у = I1 (г) представляет собой выпуклую кривую относительно се­
мейства у = С^-Ь С2 г~\

Доказательство. Пусть И = (я; |я'<^1} обозначает единич­
ный круг плоскости г. Функция 

•из (и+.(я), я££)а, 
]0, я

в силу условия (2.1) субгармоническая и неотрицательная в И. Пусть 
е — произвольное достаточно малое положительное число. Тогда не­
отрицательная функция и, (я) = [го(я)—а]+ также субгармоническая в 
£), причем ш (я)(я) ш (ж). Кроме того, при любом г0, 

0<г0<^1, в некоторой окрестности лучей аг£я=±— , О^г^го, 
2а

функция го. (я) тождественно равна нулю. Применяя итерированные 
средние функции то, (я) по площади кружков достаточно малого ра­
диуса (см. [1], стр. 154), можно построить невозрастающую последо­
вательность дважды непрерывно дифференцируемых субгармонических 
функций (я) таких, что (я) | ад, (я) внутри И, причем ш!*։(я) =0 
в (£>— £>,) Л {|я|-Сг0).

Отсюда вытекает, что теорему достаточно доказать для дважды 
непрерывно дифференцируемых неотрицательных в £) субгармонических 
функций и (я), тождественно равных нулю в О—Л„. В самом деле, 

■ если теорема верна для функций и?1 {г), то, в силу возможности пре-



Е. Д'. Соломенцея146
г----  

дельного перехода под знаком интеграла, она верна для wi(z), а за­
тем и для w (z).

Обозначим 
и (г) = ц и (z) >0, z.£ 

cos aS 
С 
2а

[X (г) = н (г; X («))■ = ~ J Х c°sa аЬс/9- (2-6)' 

X.
“55

Как и в (1.6), имеем 
Z 
2а 

Ju 2а С ди . _ 
j“ = ՜ Jxx(v)-cosa6je.. (2.7)

X 
“5а

Далее, дифференцируя еще раз и-учитывая, что и (z) =0 в D—D* 
и Ди > 0, получаем 

х. а-
2а 2«

2а Р /ди 2^ РДр= — i X" (v) Гт—~ I Xх (v)-Au-cosa&J9—

“ 2а 2а
х 
2а 

1 2а f даи 
~~i~ I 'к'№ COS

К 
За 

X X.

2а fL / s/<M3JD 1 2։ Г д2и
>- ]х J X'(v) — eosaCJS. (2.8)=

— — r
2а ~ 2։

После преобразований находим

~ Jx"(v) + ~^ ^Х"(«) + ’-и tg-ж6 j <#+

2а ” й
X 
2а 

аа2а f 

4՜ ^2 я I Xх (о) и cos a6J9 >

“й
X 
2а 

2а f* /ди \2 — а2 а2> — J ^(«) (2.9).-
X 

“25
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Последнее неравенство в (2.9) получается в силу условия /. (0) = 0,
так как при этом для 

Если ; = log г и

допустимой выпуклой функции /-'(и) V >'/. (и).
(г) = у (ё) = Ф (Е), то —^ = ր2ձ(ւ. Из (2.9)

теперь получаем

(2.10)

Неравенство (2.10) как раз и означает, что график у — (?) выпуклый 
относительно семейства у = Сте^ + С2е~*:, т. е. график у= р- (г) вы­
пуклый относительно семейства у = ггС* С2г~*.

Из (2.9) видно, что р (г), как функция от г, 0<г<3, является 
субгармонической. Следовательно, в силу теоремы Ф. Рисса она яв­
ляется неубывающей функцией от г. Теорема доказана.

Т е о р е м а 2.2. Пусть и (z) — субгармоническая функция в об­
ласти D,, у довлетворяющая условию (2.1), >• (f) — допустимая вы­
пуклая функция при f>0. Тогда среднее значение Ф(г) = Ф(е=) = 
= '1' (?) есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно 
с = log г.

Доказательство. Как в (1.4), имеем [можно 
что 0Հ к (z) £ С2 (D)]

ժ2^ _ г2 Լ - (Ф) (ձէVI
Ժ?2 л'Ф[ И [//(Փ)քԱր/յ՜

предполагать,

(2.И)

Применяя неравенство Буняковского, из (2.7) получаем 
к ՜

/<Л*\2 ^2« Г P՝Z (и)]2 շ ОДЙ 2з Г/// x/^Vjnհ՜) < — ! շօտ2շ6ժ6- — и» Н-М (2.12)
\dr / ՜ J >. (и) к J \ur /

Подставляя оценку (2.12) в (2.11) и пользуясь свойствами К (է) 
так же, как при доказательстве теоремы 1.1, получаем неравенство

Ժ2Տ? 22а Г
я I)/ (и) и cos аб Ժ& > 0, (2.13)

՜շ՜։ 
доказывающее теорему.

Очевидно, что при конкретном выборе функции /. (է) из получен­
ных соотношений можно извлечь более полную информацию о поведе­
нии средних р(г) и Ф (г). Выбирая ). = р^>1, получаем следую­
щее утверждение:

Теорема 2.3. Если и (z) — субгармоническая функция в обла­
сти Dt, удовлетворяющая условию (2.1), то выражение 
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есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно перемен­
ной ■») = г2“.

Доказательство. Б данном случае /.(f) = tp, р > 1, и из (2.9) 
имеем (можно предполагать, что О -Си (z) € С՜ (^))

2а ? /ди'\՜ а8 2« , л
Д[л>— U"(t')(l՜) <#+~-----И (») “ cos аадЭ =

я J \Ог / г՜ к J
~а»

Г.
Г

2а С /ди Xs а
= р(р—1)՜ J г,/> \J7/ г2 (2.15)

С другой стороны, из (2.7) при помощи неравенства Буняковско- 
го находим

2г

Сопоставляя (2.15) и (2.16), приходим к неравенству 
1 , 1 1 __ р —1 / 1 с/[х\5 . а2
(a dr2 г dr р \ [A dr / г2

Теперь простыми преобразованиями нетрудно показать, что (2.17) 
равносильно неравенству

֊±£(<’>>0, (2.18)
с/<-

которое и доказывает теорему.
Замечания. 1. Пусть функция / (г) регулярна в D-. и lim 

г—:
"*■ 2а

sup I/(z)|< 1, С = ,0-Cp-Cl. Тогда из теоремы 2.2 получаем
для любой допустимой выпуклой функции )■ (#) предложение. Среднее 
знамение

есть неубывающая функция от 
Теорема 2.3 в этом случае дает:

г, выпуклая относительно 5=logr. 
выражение

VP 

I cos2a6j5
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есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно г,—г"՜'.
2. Переходя к пределу в теореме 2.3 при р—>4՜°°, получаем 

предложение. Выражение
Z~(r) = r’[ тах 

l6i — cos 2а

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно т) = г2’. 
Для случая голоморфных функций /(я) в /Л. 

—
Нт sup j/(z)' ֊֊< 1, г =ре

имеем предложение. Выражение

L. (г)=г* max log՜1՜ |/ (re'6՛)! 
cos я9

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно г^г*.
3. В случае супергармонических функций и (г) в Д. и допустимых 

вогнутых функций >. (/) можно установить аналоги теорем 2.1—2.3, как 
это было сделано в замечании 5 из § 1, стр. 144. Мы опускаем здесь 
эти формулировки.

В случае гармонических функций возможны и другие варианты. 
Пусть, например, и (я) — положительная гармоническая функция в Оа 

. 7:
”* 2՜

такая, что 1пп и (я) = 0, — ре , О-Ср-^1. Тогда выражение

является вогнутой функцией относительно т) = г2’. При этом среднее

|л (г; и Р ) есть невозрастающая функция от г. В пределе при р—֊ + ос 
здесь получаем. Выражение 

mm

2а

и (ге16) 
cos <гв

является вогнутой функцией относительно т( = г2։.
4. В работе [4] Л. Альфорс изучил случай а =1, >.(/) = # (при 

п — 2 и п>2). Теоремы 2.1—2.3 обобщают также (при п=2) резуль­
таты Дингхаса, который рассматривал случай а = 1, ).(£) = //’,

>•(#) = # ' , 1 (см. [2], теоремы 1.2).
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§ 3. Средние значения функций, субгармонических 
в конической области

Пусть х = (х։, х2, •••, Хп) — точка пространства Е„, п >2, 
Хг = г cos 0, г = |х|. Будем предполагать функцию и (х) субгармониче­
ской в конической области

А =|х; О<0<—, |х|<1 I, 1<2<֊г х,
I 2։ J 

и на части границы Г։ области А,
Г։= I У, «Л = |yl cos -2֊, 0<Ы<11»

I 2а J
удовлетворяющей условию

lim sup и (х)< 0, (3.1)
х-у

Этот случай является пространственным аналогом рассуждений 
§ 2, и мы рассматриваем средние значения

Р (г; А (и+)) = —1 -ч f А ( U ) cos* хМяЛ> (3.2)
зя (1; а) J \ cos /

sn (г. «)
ф (г; I. (ц+)) = (р (г; А (ц+))) =

=л—1|---- ------ Г 1՝(——cos2 rfchn, (3.3)
I (1; a) J \ COS aS /

где X (t) — допустимая выпуклая функция при t П в смысле § 1, 
стр. 141; S„ (г; а) — часть сферы |х| = г, определяемая условием 

о<е< —;
2a

X
55

an (1; a) = Jcos2a0an_i (sin 6) <70.

о
Конечность интегралов (3.2), (3.3) устанавливается таким же пу­

тем, как в § 2, но здесь необходимо привлечь оценки нормальной про­
изводной функции Грина для области [х; 0 <0 <—, 0 <Jx| < R < 1}.

I 2’
Мы опускаем здесь это рассуждение.

Теорема 3.1. Пусть и (х) — субгармоническая функция в об­
ласти Dt, удовлетворяющая условию (3.1), л (t) — допустимая 
выпуклая функция при t >0, причем а(0) = 0. Тогда среднее р(г) = 

= p(r; А (и+)) есть неубывающая функция от г и график у = г- р(г)

является выпуклой кривой относительно семейства у= С1г"։-{- С^г՜1, 

где у ֊ /п2 -г 4 (а- — 1)(п — 1) •
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Доказательство. Методом аппроксимации легко убедиться, 
как в § 2 при доказательстве теоремы 2.1, что теорему достаточно 

. доказать для дважды непрерывно дифференцируемых неотрицательных 
j субгармонических функций и (х) в D={x; |х| *О}, тождественно рав- 
: ных нулю В D — D*.

Обозначим
V (х) =—(х) ■, и (х) >0, X С Da-, (3.4)

cos at/

Как и в (2.7), имеем
<7|i 1 f .---  = ----------- | j
dr ап (1; я) J

s„ (г: °)

Н (г) =---- —- 1 >. (г) coss 'did’3,
(1; «) J 

зя (г.'»)

cos (3.5)

Далее необходимо дифференцировать еще раз и учитывать, что

. д2и п — 1 du 1 .
Au +----- Т՜ + — A6U >0’Or1 г Or г

I в силу условия теоремы )/ (и) V > >֊ (и), из (3.6) получаем

где &йи — сферическая часть оператора Лапаса. Выполнив эти вычис­
ления, приходим к неравенству

+ ——--- Г Г '֊ (и/—<&„ +
г՜ (1; a) J \д9 /

«л (<■••«)

+ 4 ֊֊Г Г ՛'• («) « cos Я0 [2я (п - 2) (п -3) I Л„. (З.б) 
r'3/>(l;a) J tg6 I

S„ (<■; »)

Так как при 1<а< + ос

2я (л ֊ 2) —°-г (п —3) > («-1)
6

, <Х3(п-- 1) 1 С 1ZZ \ BJп-------------------------- | >• (и) и cos ao азя >
г* ап (1; я) J

Sn(r;*)

֊ (* J-" («)f—У d=n + Н > ֊- ։*• <3J)
(1; a) J \дг / Г- г*

•sn (г;«)
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или
, и —1 </р-

с/г3 г бг
а3 (п — 1)—Ч;---- >1- (3.8)

Из (3.7) видно, что н (г), как функция от г, является субгармо­
нической. Следовательно, в силу теоремы Ф. Рисса, и(г)есть неубы­
вающая функция от г, 0 < г < 1.

2—1

Введя функцию £ (г) = г Н (г) и составляя производные от 
£ (г) = £(е=) по ;=1о£г, из (3.8) получаем

- 72£ > О, (3.9)

где 7 = /п2-г 4(х3 — 1) (п — 1). Неравенство (3.9) как раз и дока­

зывает утверждение теоремы о выпуклости £(г).
Теорема доказана.
Теорема 3.2. Пусть и (х) — субгармоническая функция в об­

ласти О-,, удовлетворяющая условию (3.1), >■ 0)—допустимая вы­
пуклая функция при I > 0. Тогда среднее значение Ф(г)=Ф(г;

1

> (и+)) = Ф (; " ) = Ф՜ (?) есть неубывающая функция от г, выпук­
лая относительно переменной Ъ = 1/гп՜2.

Доказательство. Как в (2.11), имеем (можно предполагать, 
что 0<ц(х)£С3(£>))

_ 1
(R2 (п- 2)2

Г2(Л-П .Дф
1 г2 (л-0

(п —2)3 л'(Ф)

с1^п.

Применяя неравенство Буняковского, из (3.5) получаем

՝ 3« (1;<
$Л ('■;։)

сое3 »6 сЬп • 1 Г
°л (1; “) 3

1

(З.П)
Подставляя (3.11) в (3.10) и учитывая (3.7), как и раньше, на-

ходим 
№
<й2 (п -2)3

г2 (л-и.Дф> 1 г2 <Л֊2> 1
(п —2)3 )/(Ф) ая(1;а) 3

5 п (<•»•։)

исоз х9с?5я.

(3.12)

1

Из неравенства (3.12) вытекает, во-первых, как при доказатель­
стве теоремы 3.1, что Ф (г)—неубывающая функция от г. Во-вторых, 

Чг (?) есть выпуклая функция относительно ; = 1/г՞՜2. Теорема дока­
зана.

Теорема 3.3. Если и (х)—субгармоническая функция в обла­
сти О-, удовлетворяющая условию (3.1), то выражение
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Z7,(r) = r’j----------- ։ (-------- — ) cos2 , p^l,
1’л (1; ։) J \ cos « / J

sn (r- V

неубывающая

функция от г, выпуклая относительно переменной г, = г®7.
Доказательство. В данном случае >•(<) = р>1, и из (3.7)

имеем (можно предполагать, что 0 < и (х) £ С8(£>))

Н---------- ------------ —-----  /. (и) и сов =
г- з„ (1; а) 3

= р(р-1)-—- (* ^-2б~у^+ аг(п7- РИ. (3.13) 
зп (1; я) 3 \дг / г2

5 п(г;о)
Отсюда, как при доказательстве теоремы 2.3, применяя неравен- 

> ство Буняковского к (3,5), получаем неравенство

1 _ п -1 1 г/н _ р,—1 /_1_^Н\2 «2 (п—1) 3
И с/г2 г н <1г р \ р Иг) г2

аналогичное (2.17). Преобразуя это неравенство, получаем

֊ £ (Л>0,
йт

что и доказывает теорему.
Замечания. 1. Переходя к пределу в теореме 3.3 при р-> + ос, 

получаем предложение. Выражение

Д.(г)=гИ шах -5^4
|0| — сов аб

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно
2. Как в замечании 3 из § 2 имеем следующее предложение.
Пусть и (х)— положительная гармоническая функция в обла­

сти И, такая, что Вт и (х) =0, у^Гх. Тогда среднее значение
х-У

Ф (г; и Р)= | ------ С (и J) Р cos’я6с£=п ! , р>1,
Ьп(1;а) J \cosxS/ j

$п (г;») 
_ 1_

0 р
есть невозрастающая функция от г, a L (г) = г^ф (г; и ) —во­
гнутая функция относительно = В частности, выражение
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min и (х)
|В| < ± cos аб

2«

является вогнутой функцией относительно у = г2՛.
3. В работе А. Альфорса [4] изучен случай «=1, п՜ 2, ). 

который является предельным в теоремах 3,1, 3.2 и включается в тео­
рему 3.3. Теоремы 3.1—3.3 обобщают также при л^>2 результаты Динг- 

хаса, который рассматривал случай « = 1, >֊ (0 = (0 = * . р>1
(см. [2], теоремы 3—5).
Московский энергетический
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Ե. Դ. ՍՈԼՈՄԵՆՑԵՎ

ՍՈԻՐ>ԱՐՄՈՆԻԿ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՄԻՋԻՆ ԱՐԺԵՔՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Աշխատանքում դիտարկվում են սոլբհարմոնիկ ֆունկցիաների միջին 
■ արժեքնե րը, որոնք կառուցված են ուռուցիկ ֆունկցիաների օդնութլա մբ (տես 
օրինակ (3) բանաձևը)

Ուսումնասիրվում է ալդ միջին արժեքների կա խված ութ լունը սֆերալի 
շաոավղից, երբ սուրհարմոնիկ ֆունկցիաները որոշված են £ո,Ո 2 տա- 
րածոլթլան գնդում, և անկլունալին կամ կոնական տ ի րուլթնե րում ։

E. D. SOLOMENTSEV

ON THE MEAN VALUES OF SUBHARMONIC FUNCTIONS 
Summary

The paper considers the mean values (such as (3)) of subharmonic 
functions, constructed with the use of convex functions. The depen­
dence of the mean values on the'radius of the sphere is investigated, the 
subharmonic functions being defined in the sphere in En, n>2, or in 
angular or conic domians.
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