
2U3>|UI|U.L UUZ Я-1'Sß14*3ЛЬЪЪЬРЬ U.iiU.'bblTMWb SbT.bblTM’r 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕ МИИ НАУК АРМ ян С К О И С С Р 
1ГшрЬ1/шш|1||ш 2։ jXg 2։ 1967 Математика

С. Г. ОВСЕПЯН

ОБ ЭРГОДИЧНОСТИ НЕПРЕРЫВНЫХ АВТОМОРФИЗМОВ 
И О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЯ СТРУНЫ. I

1.1. Пусть Г — спрямляемая, замкнутая жорданова кривая, а 
Т—сохраняющий ориентацию автоморфизм этой кривой.

Множество точек Ес: Г называется инвариантным относительно 
автоморфизма Т/ если ТЕ = Е.

Автоморфизм Т называется эргодическим, если любое, инвариант­
ное относительно Т, измеримое по Лебегу множество Ес:[~ имеет ли­
бо меру нуль, либо полную меру, т. е. меру, равную длине Г.

В настоящей заметке даются некоторые необходимые и некото­
рые достаточные условия эргодичности автоморфизма Т. Из них, в 
частности, вытекает существование неэргодических автоморфизмов с 
иррациональным числом вращения.

Полученные результаты применяются к специальным автомор­
физмам замкнутых кривых, тесно связанным с задачей Дирихле для урав­
нения струны, для исследования единственности решения этой задачи 
в классе измеримых функций.

В первой части мы будем рассматривать только непрерывные 
и сохраняющие ориентацию отображения замкнутой кривой на себя, для 
краткости их будем называть просто автоморфизмами.

1.2. Пусть 0 — некоторая точка, принадлежащая Г. Множество 
+ »

точек Ж (0) = I/ Тп8 называется циклом точки 0, порожденным авто- П — — »»
морфизмом Т (Т՜к означает к-ую итерацию обратного отображения 
Г֊1).

Лемма 1. Для эргодичности автоморфизма Т замкнутой 
кривой Г необходимо, чтобы цикл каждой точки б£Г, порожденный 
автоморфизмом Т, был всюду плотен на Г, или иначе, необходимо, 
чтобы число вращения [1] автоморфизма Т было иррациональным.

Доказательство. Пусть для некоторой точки б£Г множество Ж(б) 
не является всюду плотным на Г. Очевидно, что = Ж(б), т. е. 
Ж(6) инвариантно относительно Т. Легко показать, что замыкание Ж (6) 
этого множества также является инвариантным относительно Т. Дей­
ствительно, пусть 0* £ Ж (0) и 6* £ Ж (6). Тогда существует последова­
тельность точек 0Л £ Ж (8) такая, что 0Я —* б*. В силу непрерывности ав­
томорфизма 7 Т*п->7’6* и, поскольку ТЧ։ £ Ж (0), то 7'б*^Ж(6). Таким 
образом, Т’Ж(б) с: Ж (0). Аналогичным образом, учитывая инвариант-
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ность множества 50? (5) относительно Т~’, получаем Т~1 9Х(б) с5Х(5) , 
т. е. ГЭХ (6) = ВД.

Рассмотрим дополнение множества ЗХ(0). Оно также инвариантно 
относительно Т и состоит из не более, чем счетного числа интерва­
лов СЗК(^) — £/(а/, ?/)• Образ каждого из этих интервалов при отобра­

жении Т, очевидно, совпадает с некоторым из этих интервалов. По­
этому, если (а, р) — некоторый из этих интервалов, то возможны два 
случая.

1. Существует такое целое число г, что Тг (а, 3) совпадает с 
(а, ,3), т. е. (а, р) является периодическим интервалом автоморфизма 
Т, при этом Тг 1 = а и Тг ? = ?, в силу сохранения ориентации авто­
морфизмом Т.

2. Пересечение интервала Тп (а, Р) с интервалом (а, р) пусто при 
любом, отличном от нуля, целом п, т. е. (а, р) — непериодический ин­
тервал автоморфизма Т.

Рассмотрим случай 1. Пусть р — некоторая точка из интервала 
(а, Р). Тогда при к = 0, *1, ±2, ±-• • точки рк=Ткгр принадлежат 
интервалу (а, Р). Возможны два случая:

а) при всех А рк = р;
б) точки ркк—---,—2, — 1, 0, 1, 2,••• образуют монотонную 

последовательность на интервале (а, 0) (поскольку Т сохраняет ориен­
тацию).

В случае а) очевидно 7*г (а, р) = (а, р) при к =0, ±1, ±2,•••, 
и пересечение Тп (а, р) с (а, р) пусто при п=/=кг. Образуем множе­

ство и Тп (а, р), которое, очевидно, инвариантно относительно 7 Л-—»
и имеет положительную меру. Однако мера этого множества не может 
совпадать с мерой Г, поскольку это множество не имеет точек из ин­
тервала (р, Р).

В случае б) возьмем некоторую точку д между р и рг Интерва­
лы Тп (р, д) при любом п, в силу сохранения ориентации автоморфиз­
мом Т, лежат вне интервала (д, рх). Следовательно, множество 

О Т" (р, д), которое инвариантно относительно Т, имеет положи- 
Л —— ~ 
тельную меру, отличную от полной меры.

В случае 2 пересечение интервала Тп (а, р) с интервалом (р, р) 
пусто при любом л, поэтому мера инвариантного относительно Т мно­
жества й Тп (а, р) положительна и отлична от полной меры, т. е. Т

П~=-  ОС

не является эргодическим автоморфизмом.

Если Т имеет рациональное число вращения, равное —, то, как 
п

показал Пуанкаре [2], Тп имеет неподвижную точку: Г" 9 = 0, т. е 
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цикл точки Ч состоит из конечного числа точек и, согласно доказан­
ному, Т не является эргодическим.

Замечание. Если цикл некоторой точки 6£Г, порожденный авто­
морфизмом Т, не является всюду плотным на Г, то из доказательства 
леммы 1 видно, что всю кривую Г можно разделить на два непе- 
ресекающихся, инвариантных относительно Т множества, каждое из 
которых содержит некоторый интервал. Поскольку вместе с каждой 
точкой 6 инвариантное относительно Т множество обязано содержать и 
весь цикл точки 9, то цикл любой другой точки 9* £ Г, порожденный 
автоморфизмом Т, не является всюду плотным на Г. Таким образом, 
для сохраняющих ориентацию непрерывных автоморфизмов Т замкну­
той кривой Г, либо цикл любой точки, порожденный автоморфизом Т, 
всюду плотен на Г, либо этим свойством не обладает цикл ни одной 
точки.

1.3. Пусть Т такой автоморфизм на Г, что цикл некоторой точ­
ки (следовательно каждой точки), порожденный автоморфизмом Т, всю­
ду плотен на Г. Известно, что число вращения таких автоморфизмов 
иррационально [1]. По теореме Данжуа [1] 7 топологически эквива­
лентен повороту окружности, т. е. существует единственное, с точ­
ностью до аддитивной постоянной, сохраняющее ориентацию взаимно 
однозначное и взаимно непрерывное отображение Ф кривой Г на еди­
ничную окружность С, такое, что если

Ф0 = ®, то Ф ( Т’й) = ® т 2՜?,
где «— число вращения автоморфизма Т.

Если на Г ввести в качестве параметра длину дуги э, то Ф ста­
новится непрерывной обратимой функцией, периодической в том смыс­
ле, что

ф (5 + I) = ф (5) + 2т., 
где I — длина кривой Г. Обратную Ф функцию будем обозначать че­
рез Ф՜1.

Теорема 1. Для эргодичности автоморфизма Т с иррацио­
нальным числом вращения ; достаточно, чтобы Ф՜1 была абсолют­
но непрерывной, а если производная этой функции отлична от ну­
ля на некотором множестве положительной меры, то это условие 
является также и необходимым.

Доказательство. Достаточность. Пусть Е'сГ — некоторое мно­
жество положительной меры, инвариантное относительно автоморфиз­
ма Т. Надо показать, что Е имеет полную меру (т. е. тЕ = тТ).

Пусть Е—некоторое замкнутое множество положительной меры,
-՝ 4- ОС

принадлежащее множеству Е. Образуем множество Е = II Т" Е. Оче- /I» — X
видно, Е инвариантно относительно Т, имеет положительную меру и 

принадлежит множеству Е. Кроме того, Е является множеством типа 
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Е, и, в силу непрерывности Ф, множество Ф(Е) измеримо. Учитывая 
абсолютную непрерывность Ф՜1 и то, чтошГ^О, по теореме Бана­
ха-Зарецкого заключаем, что тФ (Е) ^>0. По теореме Данжуа множе­

ство Ф (У7) является инвариантным относительно поворота на угол 2՜;, 
где ;—число вращения Т. Известно, что если множество положитель­
ной меры на единичной окружности инвариантно относительно поворо­
та на угол 2';, где ;—иррациональное число, то мера этого множества 
равна 2~. Таким образом, тФ (У7) = 2՜ и, поскольку Ф (У7)сФ(Е),. 
то /пФ (Е) = 2~. Отсюда легко заключить, что множество Е имеет 
полную меру. В самом деле, допустим обратное, пусть тЕ^тГ, тог­
да дополнение СЕ этого множества, которое также инвариантно от­
носительно Т, имеет положительную меру. Согласно доказанному 
тФ (СЕ) = 2՜, т. е. тпФ(Г) = 4՜. Противоречие показывает, что Е 
имеет полную меру.

Необходимость. Пусть Т—эргодический автоморфизм и пусть 
(ф-։)'=у£=0 на некотором множестве положительной меры. Надо пока­
зать, что Ф՜1 является абсолютно непрерывной функцией.

Поскольку Ф՜1 монотонна, то по теореме Банаха-Зарецкого до­
статочно показать, что она обладает свойством И.

Пусть е — некоторое множество на единичной окружности С и 
— 4-00

те = 0. Образуем множество е = и R" е, где R- — преобразование /!“ —ос
поворота на угол 2п?. Множество е инвариантно относительно R- и 
имеет меру нуль. Из условий теоремы следует, что существуют такое 

число о ^>0 и такое множество 7 с Се, что ту ^>0 и на этом множе­
стве (ф-’У > Пусть Е—замкнутое множество, принадлежащее Се, 

такое, что тЕ~С> 2п — ту. Образуем множество Е = Ц R-, Г, кото- Л— — ао
рое, очевидно, принадлежит множеству С е, является множеством типа 
Еа, инвариантно относительно R-- и имеет меру большую, чем 2«—ту. 
Пусть 7 — пересечение множеств у и Е. Оно, очевидно, имеет поло­
жительную меру и на нем (Ф-1)/> ’• Отсюда следует [3], что внеш­

няя мера т* Ф՜1 (7) > а-ту ^>0, и, поскольку Ф-1(т) есть часть 

множества Ф՜1 (Е), то внешняя мера множества Ф~'(Е) также поло­

жительна. Но множество Ф՜1 (Е), будучи образом множества типа Еа 
при непрерывном отображении Ф՜1, само является множеством типа 
Е„ т. е. измеримо, и поэтому тпФ—1(/7)^>0. Кроме того, множество 
Ф՜1 (Е) инвариантно относительно автоморфизма Т, и поскольку он эр- 
годичен, то т Ф՜1 (Е) = тпГ. Отсюда, так как Ф-1(Се) содержит в 
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себе Ф—1(-^*)> следует, что множество Ф ‘(Ge) измеримом имеет пол­
ную меру. Таким образом, мера множества Ф 1 (е), а следовательно, 
и ее части Ф''(е) равны нулю, и теорема доказана.

1.4. Следствие 1. Для произвольного иррационального числа ; 
между нулем и единицей существует непрерывный, неэргодический ав­
томорфизм окружности с числом вращения ;.

Действительно, пусть /—определенная на всей оси строго воз­
растающая, непрерывная, но не абсолютно непрерывная функция, 
производная которой больше нуля на некотором множестве положи** 
тельной меры, и такая, что

f(x + 2r.)=f(x) + 2^. (1)
Такая функция / естественным образом порождает некоторое непре­
рывное и сохраняющее ориентацию отображение единичной окружности 
С на единичную окружность Сг.

Определим отображение Т окружности G։ на себя следующим 
образом:

Гб = //?: /-* 6, 
где R-—отображение поворота окружности С на угол 2՜;.

Очевидно, Т — сохраняющий ориентацию, непрерывный автомор­
физм окружности С։, поскольку такими свойствами обладают отобра­
жения /, R- и

Имеем
V T't=fU Rif՜1 б. 

П- — ОС л» — оо
Учитывая непрерывность отображения f и то, что цикл каждой 

точки f~lti£C, порожденный отображением R-, всюду плотен на ок­
ружности С, заключаем, что цикл каждой точки 6£С1։ порожденный 
автоморфизмом Т, всюду плотен на Сг.

Функцией Данжуа для автоморфизма Г, очевидно, служит /—1, 
которая автоморфизму Т окружности Сг сопоставляет отображение 
поворота на угол 2к$ на окружности С, т. е. число вращения автомор­
физма Т равно ?, и остается убедиться, что Т не является эргодичес­
ким автоморфизмом. Допустим обратное, пусть Т является эргодичес­
ким автоморфизмом окружности Сг. Тогда из теоремы 1, в силу того, 
что Ф—1=/ имеет отличную от нуля производную на множестве по­
ложительной меры, будет следовать, что / является абсолютно непре­
рывной функцией. Это противоречит предположению и, следовательно, 
Т не является эргодическим автоморфизмом.

Замечание. Повторяя доказательство необходимости условия 
теоремы 1, можно доказать следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть Т— эргодический автоморфизм замкнутой 
кривой Г, a f — некоторое обратимое, непрерывное отображение Г 
на Г1։ которое автоморфизму Т сопоставляет автоморфизм 
T1=fTf~' замкнутой кривой Г2
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Если Тг обладает свойством М «’(/“’)'=#О на некотором мно­
жестве положительной меры, то /~1 абсолютно непрерывна.

Следствие 2. Если автоморфизм Т замкнутой кривой Г обладает 
свойством /V и имеет иррациональное число вращения ;, то из абсо­
лютной непрерывности Ф՜1 следует абсолютная непрерывность Ф.

Действительно, по теореме Зарецкого производная функции Ф 
отлична от нуля почти всюду, так как Ф՜’ абсолютно непрерывна, и 
остается применить лемму 2 к отображению Л; окружности на себя, 
которое, как уже было замечено, является эргодическим отображением.

Следствие 3. Если эргодический автоморфизм Т с иррациональ­
ным числом вращения ; обладает свойством /V, то Ф и Ф^1 для это­
го автоморфизма одновременно либо абсолютно непрерывны, либо не 
являются абсолютно непрерывными, причем в последнем случае почти 
всюду Ф' = (Ф՜1)' =0.

В самом деле, рассуждая так же, как и при доказательстве след­
ствия 2, из абсолютной непрерывности Ф заключаем абсолютную не­
прерывность Ф՜1, и наоборот. Поэтому, если Ф не является абсолют­
но непрерывной, то Ф՜1 тоже не является абсолютно непрерывной и, 
в силу леммы 2, учитывая эргодичность автоморфизма Т и то, что 
обладает свойством IV, заключаем, что производная функции Ф՜1 не 
может быть отличной от нуля на множестве положительной меры. 
Аналогичным образом, поскольку Т обладает свойством IV, применяя 
лемму 2 к эргодическому отображению /?е, убеждаемся, что производ­
ная функции Ф также равна нулю почти всюду.

Следствие 4. Существуют эргодические автоморфизмы окруж­
ности, не обладающие свойством /V.

Действительно, пусть/ — удовлетворяющая условию (1) строго 
возрастающая и абсолютно непрерывная функция, обратная /—1 кото­
рой не является абсолютно непрерывной функцией. Рассмотрим, как и 
при доказательстве следствия 1, отображение 7՝=//?:/՜1 окружности 
на себя. Из достаточного условия теоремы 1, в силу абсолютной 
непрерывности /=Ф~։, следует, что Т—эргодический автоморфизм. 
Если предположить, что Т обладает свойством IV, то из следствия 3 
будет вытекать, что обе функции / и /~1 абсолютно непрерывны, что 
противоречит предположению, и следовательно Т не обладает свой­
ством IV.

1.5. Введем в качестве параметра на Г длину дуги з, отсчиты­
ваемую от некоторой фиксированной точки так, чтобы возрастанию з 
соответствовал обход области О слева. При этом будем считать, что 
параметр з, изменяясь непрерывно, принимает все значения от— <=о до 
+ оз так, однако, что разность значений, соответствующих одной и 
той же точке, кратна I, где I — длина кривей Г.

Каждой упорядоченной паре точек б1։ 62 кривой Г мы будем от­
носить ту из двух образуемых ими дуг, для всех точек 9 которой об­
ход 9г, 9, 02 является положительным.

В терминах упомянутого выше параметра любой сохраняющий 
118-5
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ориентацию непрерывный автоморфизм описывается заданной на всей 
оси вещественной функцией г ($), которая определяется следующим 
образом: для каждого з £ (з) = з + длина дуги (0, Т’Э), где б—та един­
ственная на Г точка, параметр которой равен з. Очевидно, что опре­
деленная таким образом функция у (з) является непрерывной, строго 
возрастающей и периодической в том смысле, что удовлетворяет ус­
ловию

*(з+0-*(«) + *•
Обратно, каждая обладающая этими свойствами функция а (з) порож­
дает естественным образом, непрерывный и сохраняющий ориентацию 
автоморфизм кривой Г.

1.6. Пусть

а*
—£-ая подходящая дробь иррационального числа ;, и пусть существует 
такое положительное число ^<^1, что

Ч=о- (2)
Пк

Теорема 2. Если вторая производная функции § (з), соответ­
ствующей автоморфизму Т, удовлетворяет условию Липшица, а 
число вращения ; автоморфизма Т удовлетворяет условию (2), то 
автоморфизм Т—эргодический.

Доказательство этой теоремы непосредственно вытекает из со­
поставления достаточного условия теоремы 1 с результатами работы 
[4], из которой следует, что в условиях теоремы 2 функция Ф՜1, со­
ответствующая автоморфизму Т, непрерывно дифференцируема.

Замечание. Из следствия 1 вытекает, что теорема 2 станет не­
верной, если снять условие гладкости автоморфизма Т.

1.7. В работе [5] В. И. Арнольдом построен пример аналитичес­
кого отображения А окружности на себя с иррациональным числом 
вращения 5, для которого функция Ф не является абсолютно непре­
рывной. Так как А обладает свойством то из следствия 2 выте­
кает, что и Ф՜1 не является абсолютно непрерывной. Кроме того, 
применяя лемму 2 к эргодическому отображению R-, убеждаемся, что 
производная функции Ф почти всюду равна нулю. С другой стороны, 
легко доказать, что таким свойством обладает и обратная функция Ф՜1.

В самом деле, в силу периодичности функции Ф (з) в указанном 
выше смысле, достаточно показать, что производная функции Ф՜1 рав­
на нулю почти всюду на отрезке [а, Ь], где [а, 6]—область значений 
функции Ф (з), когда з меняется на отрезке [0, /]. Пусть М— множе­
ство всех з£[0, 2], для которых Ф' (з) =0. Имеем тМ=1. В силу 
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монотонности Ф՜' мера множества точек из [а, 6], где производные 
числа этой функции бесконечны, равна нулю, т. е. тф (М) = 0, сле­
довательно, /пСФ (М) — Ь — а. Покажем, что производная функции Ф՜1 
почти всюду на СФ (М) равна нулю. Допустим обратное, пусть 
(Ф“’)/=?£=0 на некотором множестве положительной меры. Тогда суще­
ствуют такое число 5>0 и такое множество 7 положительной меры, 
что на этом множестве (Ф~։)՜ Пусть Г—замкнутое множество 
положительной меры, принадлежащее множеству 7, тогда Ф-1(/) из­
меримо, принадлежит множеству СМ, следовательно тФ~х (Г) =0. С 
другой стороны [3], /пФ՜1 (Г) а-тГ0. Противоречие показывает, 
что (Ф՜1)' =0 почти всюду на [а, 6].

Таким образом, почти всюду Ф' = (Ф-։)'=0.
Является ли А эргодическим или нет—нам не удалось выяснить, 

но тем не менее из этого примера можно вывести следующее заклю­
чение: либо условие на производную функции Ф՜1 в теореме 1 не 
является излишним (случай эргодичности А), либо оправдано ограни­
чение на число вращения ; в теореме 2 (случай неэргодичности А).

Отметим также, что совокупность иррациональных чисел из (0,1), 
удовлетворяющих условию (2), образует множество полной лебегов- 
ской меры.
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Ս. Գ. ՀՈՎՍԵՓՅԱՆ

ԱՆԸՆԴՀԱՏ ԱՎՏՈՄՈՐՖԻԶՄՆԵՐԻ ԷՐԳՈԴԻԿՈԻԹՅԱՆ ԵՎ ԼԱՐԻ ՏԱՏԱՆՄԱՆ 
ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՀԱՄԱՐ ԴԻՐԻԽԼԵՅԻ ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ 

ՄԻԱԿՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ: I

Ամփոփում

Աշխատանքում ապացուցվում են հետևյալ թեորեմները'
1. Որպեսզի փակ կորի վրա որոշված անընդհատ և ուղղությունը պահ­

պանող T ավտոմորֆիզմը լինի էրդոդիկ, բավարար է, որ նրան համապատաս­
խանող Դանժուայի ֆունկցիայի հակադարձը' Փ-1-ք լինի բացարձակ անընդ­
հատ, իսկ եթեՓ~'-ի ածանցյալը զրոյից տարբեր է մի որևէ դրական շափի 
բազմության վրա, ապա այդ պայմանը նաև անհրաժեշտ է։

2. Եթե T ավտոմորֆիզմի պտտման թիվը իռացիոնալ է և բավարարում 
է (2) պայմանին, իսկ նրանով ծնված £ (տ) ֆունկցիայի երկրորդ ածանցյալը 
բավարարում է Լիպշիցի պայմանին, ապա էրզո՚լիկ է։

Յոլյց է տրվում նաև, որ էրդոդիկության համար անհրաժեշտ է որպեսզի 
՜Հ~ի պտտման թիվը լինի իռացիոնալ։
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S. G. HOVSEPIAN

ON THE ERGODICITY OF CONTINEOUS AUTOMORPHISMS 
AND THE UNIQUENESS OF THE SOLUTION OF DIRICHLET 

PROBLEM FOR THE VIBRATING STRING EQUATION. I
, Summary

Following two theorems are proved in the paper:
1. Let T be contineoiis and direction preserving automorphism, 

defined on a closed curve. In order T be ergodic, it is sufficient, that 
the corresponding Denjoÿ’s fünctiôn’s inversion (J)՜      be absolute conti- 
neous. If the derivative of <J>՜՜' on some set of positive measure is not 
equal to zero, then this condition is also necessary.

12345

2. If the rotation number of T is irrational and satisfies condi­
tion (2), and the second derivative of g (s) function generated by T 
satisfies Lipshitz condition, then it follows that T is ergodic.
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