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Э. В. ЧЕЛИДЗЕ

ВЗАИМОСВЯЗЬ МЕЖДУ МЕТОДАМИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
(Л*) И (С՝а. э) ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Пусть ։ и р — неотрицательные числа, а X число, большее еди
ницы. Функцию /(/,"), заданную в области О = [0 + со,
О + °о), будем называть С*, ^-интегрируемой, если она интег
рируема по Лебегу в области [о С -С а> 0 < т 6] и существует ко
нечный предел

Иш Г,,? (х, у), 
(х, у>х— ՝ 

где 
х у

Л, ₽ (*> у) = 11 (1 —д1 - / (*, ') А

и и
причем символом (х, у)х-»оо обозначено такое стремление х и у к 

1 х4֊ со, при котором — —-С л> Этот предел будем обозначать
X у

о о
Далее, пусть функция / ({, "), определенная в области <2, интег

рируема по Лебегу в любой области [0 £ <а; Если для
любых фиксированных у^>0, у > 0 существуют двойной интеграл

տ-բ,՜րք (է, т) ժէժ-
о о

и конечный предел Пт /* (р, у), то ք (է, ՜) мы назовем Д*-интегрируе- 
(а ?)х — о

мой на (?, где символом (р, у)х-* 0 обозначено такое стремление р и у к

О, при котором — -5$ — X. Этот предел будем обозначать так: 
л у

(Л,) и 

о о

ք (ք, է) ժէմ-.

Определение 1. Функцию Р (I, -■), заданную в области (^, мы 
будем называть квази-ограниченной на С), если существуют такие чис
ла Л/^>0 и V >0, что

■=)! <. М при
Определение 2. Функцию Г (I, т), заданную в области С, мы 

назовем квази-неотрицательной, если существует такое число '<^>0, что
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F (Z, т) > 0 при t > v, v.
Определение 3. Функцию / (/, заданную в области Q, мы 

будем называть функцией класса 3, если Л, 3 (х, у) квази-ограниче֊ 
на в Q и выполнены следующие условия:

1) 11m —f Г Л. з (t, т) Л = О
ж—« х J 

о
равномерно по " на любом отрезке О -С т т0,

2) Ит —з (f, -)</" = О 
У*’ У J

равномерно по t на любом отрезке 0 t -С t0.
Теорема. Если функция f (t, ~) принадлежит классу и 

А*-интегрируема, то она будет Сг+к'р+гинтегрируемой. и имеет 
место равенство 

00 ОС

(c;+I,p+J)JJ/(f, -.)dtd-. = s, 

о о
где 

ос оо 

s = (4*) ^dtdz.

Доказательство. Функцию /* (р, q) можно представить в 
следующем виде: 

о и
Можно показать, что для любого v > О 

V со

lira p’+1 ?*+’ С dt ГГ■։₽ е֊Р* ~ r-Fai р (t, т) <ft = О, 
(Р. 7)х -*0 J J 

О О 
V ОО

limp։+1g₽+J \d~ Ггт? е՜ _ ?՜ Л, 3 (t, т) dt = О, 
(р. о)х J J 

о о

limpa+V+1 Г Ггт? (# dtd. = 0

Следовательно,

(р,Ч,}о Тlitn n f f F-- р (f.т) dtdt. (1)
(р.«)х— ՝ (р. 1 (“+1) Г (p-f 1) J J

Так как 
lira Л (р, q) = s, 
(р. ч),.^
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то, в силу (1), имеем
ео тс

Нт ____ Г [ г 4 е-"1֊"-- г,.; (I, <Ц<к = з.
(/’•»».-о Г(а+1)Г(Ж) 3 3

V V
Заменяя р и д соответственно через (гЧ՜!)/’ и (|‘+')7» где г и 
[ь — положительные числа, получим

1кп (г+1?+1(н+1)?+1Ра+VI* [ [е_(г+1)р/-(н+1) Г. ? =
(а«)х-о Г(а-|-1)Г(?+1) Л

V V
Отсюда следует, что

Пт _р’+'д^------ Г г{е.р,у {е-г.у е-р։-г. К т) =
(Р.»)л ֊*0 Г(а+1)Г(?+1)3 3 

V V
(2)

=------------- £---------- =-----------*----------  [ С игу* (1п—У( 1п— V (1и<к>.
(г4-1)*+1(н +1)ж Г(а+1)Г(?+1) 3 3 X и/\ V/ 

о и
Пусть теперь (2 (и, V)—произвольный полином от и и V. Тогда, 

в силу (2), имеем 
— во ао

Нт ------ ------------------------- С Г г г? 0 (е֊Р‘, е֊г) е֊Р'-т- Гл. з (/,֊) ЛЛ =
(р^х-о Г(а+1)Г(?+1)3 3

1 1
=--------- - ----------- Г ( <2 (и, и) (1п — (1п -1 ) (1ис1и. (3)

Г(а+1)Г(ЖШ \ и)\ )
и о

Рассмотрим функцию § (и, и), заданную в квадрате [0,1; 0,1] сле
дующим образом:

а (и ֊ I когда и) £ [в-1, 1; е՜1, 1],
§ \и> V) — | ии

[ 0, в остальных точках квадрата.
Тогда для любого е^>0 существуют полиномы р(и, V) и Р (и, у) такие, 
4*0

р (и, и) ^.g (и, и)<; Р (и, и), (4)
1 1

—р(", ®)]Лп —У Лп —(5)

Далее, так как функция /ч, ?(/,՛։) квази-неотрицательная, то су
ществует такое число V > 0, что Гъ з (<, т) > 0 при t > ՝>, •: > V. По
этому

ЙЖ)Г(Ж)Л
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<Г(.71')Г?^й)Й'^ Р('՜"’ е”’) 

V V
В силу (3) для функции

!(р- ■» - r47r(?+i)jp,--?g<e~,'c~r)e-gi-^fA 

V V
имеем

Г( 4-пглип ( С и’ и)(1п (,п ~) dudv<
Г (*+1) Г (р+1) J J \ и/\ v /

< lim I(p, q) < lim I (р, q) С
'*՜՜ (а а)х ->0 <Р. Я)), -о

1 1
< Г/а+ПГГВ+П 1 f Р и)6П ~) 6՞ "Ï dudv՛ (6) 

Г(а+1)Г(р+1) J J \ и/\ v /

Принимая во внимание соотношения (5) и (б), получим
1 1

lim I(р, q)- Л.֊ ■ [ | р (и, и) Ап — 'j Лп — Y dudv <
(a ah-° Г («+1)Г(РН֊1) J J \ и / \ v) 

о о >
1 1

< г, , пггв-ип С frP(u’ ü) ~ р (и’ 6П 6П ~ dudv <
* (a+l) г (р+1) J J \ и / X и/

_______ S2________
<-Г(а+1)Г(₽+1) ‘

Откуда, на основании (4), будем иметь
1 1

lim I(p, q)— —֊— . S — Г С (u, v) Лп —Л Лп — Yjuc/u< 
(a ah-° Г (а+1) Г (₽Н֊1) J J \ и/ \ и/

о Ü

КГ(а+1)Г(₽+1)’

Далее 
1 1

r'fa-i-nr/B-4-П f fP(U։ (1П “М О՞ dudv ~ P”/
1 (a+l)l (p-hl)JJ X и/ х v/ (Aa)x-MJ

о о

<г(«+1)։г(Н1)/|[р v)-p(u՛0)1 ('“

,________ SS_______
<Г(а + 1)Г(₽+1)‘
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Отсюда, согласно (4), имеем

---------- - ---------f ( g (и, v) (ln — fin — ) dudv — 
Г(а+1)Г(Ж)33 V vJ

о о

~ Ч} Г(а+1)Г(Ж) '

Из (7) и (8) следует, что

ÏÏïïi I(p, а)------------- -----------  f f g(«, v) fin —'j fin — dudv
4 Г(«+1)Г(Р+1) J J \ \ v'

о и
_________SS .
Г(а+1) Г (Р+1) ’

Аналогично получим 
1 1

11m I (р, а)------------- - ----------  f \ g (и, v) ( ln — 'j f ln — ) dudv
(P.lh Ч> Г(а+1) Г(?+1) J.) \ и/ \ V/

и Ù 

' <------- -- ------------- (ХГ(а+1)Г(Ж)

В силу произвольности г из (9) и (10) будем иметь
1 1

lim I (р, <j)=---------------------- Cf g (и, г») fin —fin —Л dudv —
(Р.9)х+> Г(а+1)Г(р+1) J J Л и/ \ »/

и Ü

s s
Г (а + 1) Г (р + 1) [(a + !)(? + 1)] Г(а+2) Г (р+2) (H)

Полагая

9 = 1 —е Ур = 1 —е
имеем

I (р, Ч) =

Но, так как

-։- _!֊
(1-е Х)а+1(1֊е У)^ 

Г(а+1) Г(Р + 1)

1 -г 1 * * * V 1 у 11 —е ~ —, 1 — е ~ — при х, у -* со,
х У

то, в силу (11), получим ■

Г(а+2)Г(р+2) .. 1 С PГ («+D Г (р+1)(х.x«+։^+i J J * (/’ Т) dtdz = s>

V V



Взаимосвязь между методами интегрирования 101

т. е.
х у

s = —-------------------------- Ilm ----~i Cf*"’’/7«. 3 (£, ") did՜.
В (а +1,1) В (Ж, 1) <*՛ »'■ - - x«+V+1 J J V V

В силу условий теоремы

Пт ---- у-— 1 ( t'x^Fa. j (t, -) dtd~ =0,
(х,у),. -« x’*։yi*+։ J J 

о о

Пт ---- * , С (t, т) dtd՜ = 0,
<х.у), ,~.х’+1у’+։ J J 

и и

Пт -----( Г t'xlFa, ß<((, ~) dtd֊ = O.
(.Г.у)>.-“ Х*+У+‘J J 

о и
Следовательно, 

------------------------------ Пт -------------— ( Г t1՜^ Fa, ß (t. x) dtdx = s, 
Б (a + 1, 1) B (ß + 1, 1) Gr, y)xx’+Iy'։+I J.J

о Ü
•t. e.

lim Fa+i, 3+1 ,(x, y) = s. 
(x, y);_ ֊-«

Таким образом теорема доказана для того случая, когда Т7«, ₽({,*) 
является квази-неотрицательной функцией.

Пусть теперь Fa, з (/, х) имеет любой знак. По условию функция 
3 (6 х) квази-ограничена. Поэтому существуют такие положительные 

числа М и .ТУ, что
М

|/«, х)| < "7՜ при > -/У.
-Л

Полагая
?J(^» х) = 't) + -Л^е ‘

будем иметь

? (х, у) = J | (1---- .(1 — <р (f, ^)dtdx= Fa. ß(x,y) +'V(x,y),

где

ф(х, у) = M J J ^1 - ^֊y^l -Y e- ‘-’ЛА. 

0 0 ”
Ясно, что

Hm (t, т) = M.

Следовательно, существует такое N* ^.N., что
M

Ф >(t') > ֊֊ при t >.N*, z > N\

Л18-3
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Так как |^=.з(х,!/)|<у ’ то ПРИ Х>Л/*’ У>№ бУЛет

յՀ* (х,у) >0, то есть /Հյ (х, у) является квази-положительной. 
Нетрудно показать, что ? (է, ՜) з •

Положим

Ф* (р. ч) = յ ( е~р‘՜4՜' * ժէժ՜~ 

о и
Ясно, что

<Р* (Р, ч) = Ր (р, Ч)+М С С е-^- = Г (Р, Ч) + (р+1')(</^1) ~

По условию
0 и

Пт ք* (р, <?) = տ. 
(р. я)՛,. -*о

Поэтому
Пт (р, (ք) = տ + М. 
(р. я),. ■* ՝

С другой стороны, в силу вышедоказанного, имеем

Пт Г*, з (х, у) = տ + М. 
(л у)х -*»

Но, так как
3 (х, у) = 3 (х, у) + Հ (х, у),

то

Пт Га, з (х, у) = տ. 
С*. у)х - -

Теорема доказана полностью.
Из этой теоремы при а = ? --0 получается теорема С. П. Топу— 

рия [1].
Тбилисский государственный.
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ՓՈԽԱԴԱՐՋ ԿԱՊ ԵՐԿՈՒ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆՆԵՐԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ԻՆՏԵԳՐՄԱՆ

(Л*) և (ՇԼ 3) ՄԵԹՈԴՆԵՐԻ ՄԻՋԵՎ

Ամփոփում՛

ներկա աշխատանքում ապացուցվում է տաուբերյան տիպի թեորեմ' 
կրկնակի ինտեգրալների համար։
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Դիցուք ք (է,-.) ֆունկ ցիան որոշված է R = [0, ՜՜ Հ 0,—”Ос] տիրուլթամ 
և ինտեդրելի է ըստ Լերեդի ցանկացած [0 Հ? է ՀՀ * Հ £/] տիրուլթում։
Ենթագրենք, որ

Л. ■’ (*^) = յ ]Հ1 - 7 > ’ 0 - 7)' ք & 1 Мх> 

Ս ս
որտեղ а, / 0*ք (էք ՜) ֆունկցիան կանվանենք £)օ ^ դասի, եթե 7Ղ . £ (*, 1/)’Ը
քվագի—սահմանափակ է և բավարարվում են հետևլալ պա լմանները

X
1) 11т—֊— [ք“^₽(ք,է) ժք^Օ,

,Г“ ЛГ7՛ ՝5՜^** 1’

0

У
2) 1։т — ₽(/,-։) ժէ = 0.

у- ’ էՀ+?+- յ
Ս

Թեորեմ. Երե Հ {է, т) ֆունկցիան պատկանում к Д, յ դասին, Д* ինսւե- 
ցրելի к /?-ում, ապա այն կ[ինի նաև Са+Լթ+ւ ինսւեդրելի /?-ում և

■V ГС СО СО

(Շ:+լ,?+լ ) [/(#, ֊) Л<Л = (Д’) £յ7 (է, ֊) ժէմ-.. 

и и 0 0

Е. V. CHEUDZE

INTERDEPENDENCE BETWEEN (Z*) AND (C*>) 
METHODS OF INTEGRATION FOR FUNCTIONS OF TWO 

VARIABLES

Summary

In the present note we prove a tauberian theorem for double in
tegrals.

Let /(#,") belong to L in [O-C/^x; for every x >0,
y 0, and let

x? (x, ff) = J j ֊ ֊)" (1------f (t, t) dtdt,

where ։, ,3 > 0. We say, that the function f(t, t) belongs to the class 
D,, 3, if F,, y (x, y) is quasi-bounded and satisfies the conditions:

x
1} lim —Г777 ( taFa- P x) dt = °> 

д-_» -ր x“ + " + J )
У

2) hm .ճ+շ f P dX = 0- 
у у“+P+2 J

0

3*
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Theorem. If the function f (t, *) belonging to D,.^ is (A*)—in
tegrable in R = [0, + oo; 0, 4- -o), then it is (CI+i,₽+i) — integrable in 
R and

и 0о о
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