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РАЗЛОЖЕНИЯ ПО СИСТЕМАМ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ С ФИКСИРОВАННЫМИ ПОЛЮСАМИ

Введение

1. В работе автора [1] была построена специальная система ра
циональных функций {Мк (я)]о  с фиксированными полюсами ле*
жащими вне данного ограниченного континуума К, содержащего более 
одной точки. Эта система представляла собой естественное обобщение 
хорошо известных полиномов Фабера для того случая, когда все по
люсы сосредоточены не в точке г = оо,а лежат на данной последо
вательности точек вне континуума К.

Построение системы {7Ил(я))о проводилось следующим образом.
Во-первых, вводилась в рассмотрение ортонормальная на окруж

ности | го| — 1 система рациональных функций Такенака-Мальмквиста

1—аош

?я(Ю) = (Н.М8)1,2. ,Ы- (л = 1,2, з, •••). (1}
1— ап ш ак

При этом мы полагаем, что а*  = Ф~’(и։*)  (А=0, 1, 2,-՛-), где функ
ция ш — Ф (я) (г = Ф (ш)), подчиненная условиям нормировки Ф (оо) = 
= оо, ф' (ос) ^>0, конформно отображает смежную с континуумом К 
компоненту = ос на область = {ю,

Затем система \Мк (я)}<7 определялась посредством приема, 
аналогичного тому, который применяется при определении полиномов 
Фабера (см. наир. [2] и [3]).

А именно, функция Мп (г) определялась как сумма главных час
тей с постоянными слагаемыми разложения функции [Ф (я)] в окре
стностях всех ее полюсов |ю*)о,  отличных друг от друга.

Отметим, что указанный прием построения более общих чем у 
Фабера базисов в работе [1], по-видимому, применялся впервые.

Наконец, в случае, когда К есть замыкание жордановой области 
(7, а 6<֊)— ее дополнение, в работе [1] устанавливалась возможность 

равномерно сходящегося внутри области (/^разложения
го

/ («) = 2 с*  Мк (я) (2)
к-0
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при определенных ограничениях, накладываемых на густоту располо
жения полюсов {։՛)*}()  cGf ’, на границу Г области G(+' и на разла
гаемую функцию / (z).

Условие на последовательность {о։*}՝  заключалось в требовании

2 (1-|Ф (<.>*)]֊։)  = + оо. (3)
*-о

Отметим, что, хотя и в случае, когда область — круг Dl+) = 
{z, было хорошо известно, что это требование необходимо, в
общем случае вопрос его необходимости оставался открытым.

Ограничение, накладываемое на контур Г, было несколько жест
ким, поскольку оно заключалось в требовании конечности величины

' 2«
Нр (Г) = lira supj I *l r/ (re/։)|/’ < 4֊ <x. (4)

о

при p — 2, в то время как для произвольной жордановой спрямляемой 
кривой Г можно лишь утверждать конечность этой величины при р=1.

Наконец, что касается наложенного на разлагаемую функцию f (z) 
ограничения, а именно требования, чтобы она была голоморфной вну
три и непрерывной в замкнутой области G՝՜^ , то следует отметить, 
что оно было совершенно не по существу. Дело в том, что применен
ный в работе [1] метод доказательства теоремы разложения оставался 
в силе и для класса функций, представимых в области Gï+) интегра
лом типа Коши

(5) 
J С — z 
г

2. Впоследствии, с целью освобождения от наложенного нами на 
контур Г ограничения Н։ (Г) 4֊ оэ, Г. Ц. Тумаркин [4] в качестве 

{М„ (z)}ô° предложил несколько модифицированную систему {ЛГа(2г)}о‘ • 
Эта модификация совершалась с помощью приема, известного в тео
рии различных обобщений полиномов Фабера (см. напр. [3]). Он за
ключается в том, что в отличие от Мп (z), определенной нами посред
ством функции <рЛ [Ф (z)], функция ЛГп (z) определялась уже как сум

ма главных частей и постоянных слагаемых от выражения Ф'(г) X 
Х?л [Ф (z)]. Оказалось, что определенная таким образом модифици
рованная система {Mk (z)}o при том же условии (3) уже образует ба
зис в области G<+։, притом без каких-либо дополнительных ограниче
ний на контур Г, кроме условия его спрямляемости—Нг (Г) < + °о.

Здесь было доказано, что каждая функция / (z), представимая ин
тегралом типа Коши

/(z) = Æ(z; g), z$a+>, (6)
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с функцией плотности £ (С), подчиненной условию у 18 С)|21 (Г- ] < + оо, 

разлагается в равномерно сходящийся внутри области ряд вида

/(*)}=  3 сМ^г), яСС։+), (7)

* См. [4], теорему 2, а также теорему 3.
** Основные результаты данной работы были анонсированы нами ранее без 

доказательств в заметке [5].

*-о

где |с*| а<-г°о.
*=о
Кроме того, в этой же работе Г. Ц. Тумаркин доказал также 

важную теорему о необходимости условия (3) в случае произвольной 
области со спрямляемой жордановой границей. Точнее, им было 
установлено необходимое и достаточное условие для возможности раз
ложения (7) функции / (г), представимой интегралом типа Коши (6), в 
том случае, когда условие (3) не выполняется, т. е. когда

2 (1-|Ф(ш*)|-1)<  + ос. (8)

Это условие заключается в том, что среди всевозможных представле
ний данной функции /(я) интегралом типа Коши: /(я)=А'(я;^) су
ществует такое, при котором функция # (С) почти всюду на Г совпа
дает с угловыми граничными значениями некоторой мероморфной в 
Сг ; функции Г (г) с полюсами в точках последовательности {ш*} “ и с 
вполне определенным структурным представлением*.

3. В настоящей статье приводится развернутое изложение ре
зультатов нового исследования автора, касающихся вопросов разложи
мости аналитических функций в ряды по более общим, родственным с 
рассмотренными ранее, системам рациональных функций {М^\г)}о , а 

также вопросов сходимости таких рядов и разложений на всей ком
плексной плоскости.

Отметим, что как в первой работе автора [1], так и в работе 
Ц- Тумаркина [4] вопрос о поведении рядов вида (2) или (7) в об

ласти в случае нарушения условия разложимости (3), т. е. при 
условии (8) не был затронут вовсе и здесь исследуется впервые**.

В этом направлении, по-видимому, впервые устанавливается нали
чие систем рациональных функций, образующих базис в множестве до
вольно общих классов в известном смысле „моногенных“ функций.

Приведем несколько подробный обзор содержания данной работы, 
состоящей из четырех параграфов.

В § 1, имеющем предварительный характер, приводится изложе
ние некоторых необходимых для дальнейшего результатов, касающихся 
ортонормальной системы Такенака-Мальмквиста {<р*  (я)}«“ и разложений 
по этой системе. При этом мы сочли уместным для облегчения чте
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ния статьи большинство этих сведений привести с доказательствами.
Отметим, что эти доказательства читатель может найти также в 

известной монографии Дж. Уолша (см. [6], гл. X). Однако соответ
ствующие факты изложены там в несколько ином аспекте и в менее 
общем виде, как теоремы об интерполировании функций из Н, рацио
нальными функциями с простыми нулями {т*}о\  между тем как в на
шем изложении не исключается случай, когда полюсы системы 
{?/։(«))”> расположенные на последовательности (1 }о, могут иметь
произвольную кратность.

В заключение параграфа приводятся теоремы о рядах по непол
ным системам Такенака-Мальмквиста, т. е. по системам (1), для ко
торых

2 Г1֊М)< + «. 
к-П

В последующем мы по существу занимаемся распространением 
результатов этих теорем на случай произвольной ограниченной области 
со спрямляемой жордановой границей.

В § 2 статьи дается построение системы рациональных функций 
{М* ։) (г)}о (0 -<1), порожденной ограниченным континуумом К и

произвольной последовательностью комплексных чисел лежа
щей в ее неограниченной смежной компоненте ос. Эта система 
строится как сумма главных частей и постоянных в разложениях 
функции [Ф' (я)р <рп [Ф (г)] в окрестностях всех ее отличных друг от 
друга полюсов {ш*}".  Таким образом, при значениях параметра з = 0 и 

з = — система {Л^* л\г)}о охватывает как первоначальную систему

{Мл (г)}о , так и ее модификацию {/И*  (г)}о .
Далее приводятся интегральные представления для системы 

{М^ (г)}о в точках континуума К и на его дополнении 6(->. Эти 
представления затем пишутся для того важного в дальнейшем случая, 
когда К = &+^ есть замкнутая область с жордановой границей Г, под
чиненной условию /72(1—л; (Г)<^Н-оо. Наконец, в заключительной 
лемме 3 устанавливается другое, необходимое в последующем, свой
ство сходимости рядов

2 ։ (г)р 
Л-0

в области вообще и в области С(~>—{оц}” при условии (8).
Следующий § 3 посвящается исследованию рядов и разложений 

по системе {М(?(г)}о в предположении, что граница взаимно-дополни՜ 
тельных областей 6(+; и удовлетворяет условию Нк\—$)^Г)<4-оо.



Разложения по системам рациональных функций 7

Здесь, во-первых, доказывается теорема Г. Ц. Тумаркина (см. [4], 
стр. 29) для системы {Л/* 4^(я))о в несколько усиленной формулировке 
о характере сходимости и о функциях, представимых в области б(+) 
рядами вида

/ (я) = 2 скМкч (я) (2>|։< + осЛ • (9)

Г-0 ' о '
Причем усиление заключается в утверждении, что такие ряды сходят
ся абсолютно.

Далее доказывается теорема 5, устанавливающая характер схо
димости ряда (9) в области а также структурное пред,
ставление его суммы там же уже при условии (8). В результате из 
теорем 4 и 5 следует, что ряды вида (9) при условии (8) абсолютно 
и разномерно сходятся внутри множества &+) + —{ш*}о°,  опреде
ляя две функции //(я) (я£6( и (я) (я£С/—)) с вполне опреде
ленным структурным представлением, являющимися „аналитическими 
продолжениями“ друг друга через контур Г областей СХ+) и СК՜՜).

В конце параграфа доказывается теорема б, являющаяся обобще
нием теоремы разложения работы [1], на случай системы {44^ (я)} о - 

когда порождающая ее последовательность удовлетворяет
условию (3), а кривая Г принадлежит классу Нщ — (Г) В ней,
разумеется, охватывается также отмеченное уже выше усиление этой 
же теоремы на случай /7Х (Г) + оо, установленное в работе [4].

Наконец, в заключительном § 4 приводится исследование задачи 
разложения в принципиально отличном от теоремы б случае, когда по
рождающая последовательность {ш*} “ системы (г)}и удовлетво՜ 
ряет уже только условию (8).

Здесь, во-первых, доказывается (лемма 4) важное обобщение од

ного известного ранее тождества для систем {?*  (я)}о°. Суть этой лем
мы заключается в эффективном определении разности между ядром 
Коши

(С г, я €<?+)) 
ч —Я.

и его формальным разложением в ряд по системе (я)}о°. Это поз
воляет установить аналогичный результат для довольно общих клас
сов К-2 голоморфных в области функций, представимых 
в виде интеграла типа Коши (6) и с функцией плотности g(r*),  подчи- 

.неяной условию

[|[Ф'(О]1'а-,г(С)1։ 1ЛК4-0С. 

г
_В итоге, в теореме 7 определяется значение разности

2 е»(։) м1 М (10)
2«։ Л С֊*  Го
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между функциями класса К:Г)(б< + )) и их разложением по системе

(г)}о~ в случае, когда последовательность удвлетворяет ус
ловию

2(1-|Ф(ш*)|֊։)<+ос.  
л-о

Результат этой теоремы может быть трактован как естественное 
обобщение теоремы Дж. Уолша [§ 1 (7°)] на случай в известном смы
сле неполной и неортогональной системы {М։)(з)}(Г и порождающей 
ее области (?+) с границей Нг (1-Л)[Г] < + ос.

Отсюда, в качестве непосредственного следствия, мы приходим к 
теореме 8, дающей полную характеристику и структурное представ

ление класса А’2(б(+)) функций, допускающих разложение в ряд вида 
(9) в случае, когда полюсы {и*}о  системы удовлетворяют
условию (8).

Таким образом, мы получаем чисто аналитическое доказательство 
отмеченного уже выше основного результата работы Г.. Ц. Тумарки
на [4], первоначальное доказательство которого существенно опира 
лось на методы функционального анализа.

В конце статьи приводится структурное определение класса 
Х2 ((7(+); 6(-); функций, аналитических в отдельности в каждой из 
областей С?՜*՜)  и и являющихся в известном смысле „аналитичес- ■ 
ким продолжением“ друг друга через общую границу Г этих.областей. 
В заключительной теореме 9 утверждение теоремы 8 значительно уси
ливается, поскольку здесь устанавливается тождественность классов 

К2 (С?+)) и С1՜); «։*},  а также их совпадение с классом функ
ций, представимых внутри множества 6(+) + б(->—равномерно и 
абсолютно сходящимся рядом вида (9).

§ 1. Предварительные сведения и теоремы в случае круга

1.1. (а) Пусть {«} “ (О | а  | <1) — произвольная последователь
ность комплексных чисел, среди которых могут появляться и числа 
конечной или даже бесконечной кратности (при этом не обязательно 
подряд).

* *

7.1,1
Условившись при а*  = 0 полагать —1- =—1, рассмотрим

последовательность рациональных функций {?*(z)}(T

1— 202

^>-£■-1^)''- (1.№
1— o-nZ *_ol —а*  
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всевозможные полюсы которых лежат вне единичного круга на 
последовательности точек {1/»а]о-

Эта система, введенная впервые Такенака [7] и Мальмквистом 
[8] (см. также [6], гл. X), является естественным обобщением системы 

степеней {«*}о,  поскольку, во-первых, в предельном случае, когда 
=0 (к — 0, 1, 2, •••), она просто совпадает с нею. Во-вторых, и в 

общем случае система {фл (я)}”, как и {ял]о , ортонормальна на окруж
ности !я|=1 в смысле

* Отметим, что в случае, когда ад = 0 (й = 0, 1, 2,-.-), тождество (1.3) экви
валентно элементарной формуле для суммы геометрической прогрессии

Л С ?«(*)?"(*)  1<М=Ч« = Р’ п т (Л, т = о, 1,2, (1.2)
2^ и I 0, п =т= т

|х/-1

Наряду с этим система {о*  (я)}о՜ обладает и другим важным свой
ством уже алгебраического характера. Известно, что для про изволь 
ных значений переменных г и С имеют место тождества (см. [9], а 
также [Ю])
,-4=- = С) 4֊ Д"+» (г) (П =0, 1, 2, • • •) *,  (1.3)

где
п 
_ к*— г 
До 1 - г■5«+! (2)= (1.4)

(в) Пусть {с*}<7  —произвольная последовательность комплексных 
чисел, причем

2 |с*| 2<+ оо. (1.5)
А:—0

Тогда, согласно теореме Рисса-Фишера, существует функция: 
£(«'•)€ 4 (֊’,«), для которой выполняются условия 

1) С* = (* = 0, 1,2,..);

условия 1), получим равенство

2)

Принимая во внимание
п

|Г(у-2сАф*(о/2да =
*■=0
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= Л [•ТО1=1Л1֊21<>*1 ‘ (л=о,1,2,...).

2яК1*

Поэтому условие 2) эквивалентно предельному равенству

2) 1>ш^- (1ТО)-2с?С)1 ։|Л| = о.**

« - ’ 2« |:1 л—о

Справедливо следующее предложение:
1°. Функция Г С*)  почти всюду на окружности |С|=1 совпадает 

с радиальными граничными значениями некоторой функции Е(г) из 
класса Нг Расса.

2°. Справедливо разложение

Р (*)  = 2 с* (*)  (1«! < V, 
л--֊о

(1.6)

равномерно сходящееся внутри единичного круга.
Действительно, во-первых, при любых п > т 0 имеем

Отсюда, в частности, следует оценка

(1-7)

Л
2 сл?л(г)

Л=/Л
Г1

'' 1'2* (1-1*1) I (Ы<1)

и тем самым, в силу условия (1.5), равномерная сходимость ряда (1.6) 
внутри круга |я|<^1.

Во-вторых, если в формуле (1.7) положить т =0, а затем перей
ти к пределу при п-» 4֊ оо, в силу условия 2'), мы приходим к фор
мулам

(1.8)

Покажем, что в круге | г | < 1 Ф (г) £ Н2.
С этой целью заметим, что для любой аналитической в круге 

I г К1 функции / (г) интеграл

2с

(0<г<1)
2- 3 

о

является монотонно возрастающей функцией от г. Поэтому, очевидно, 
что для любого п 0
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ввиду условия (1.5). Наконец, отсюда, вследствие равномерной сходи
мости ряда (1.6), будем иметь

(0<г<1),

т. е. функция Ф (я) — из класса Н2 Рисса. 
Далее, из (1.8) при |я-<1 имеем

--------------— -------------- <75
1—2г соя (6 — 9) 4֊ г2

(я=ге'?)

и, следовательно; по известной теореме*  почти всюду на [0,2—]

Вт Ф (ге'¥) = Г (е(?). 
г-1-0

Таким образом, в (1.8) Ф (я) можно заменить на ^(я), в резуль
тате чего мы приходим к утверждениям 1° и 2°.

(с) Имея ортонормальную систему {фл(г)}о, ассоциированную с 
данной последовательностью комплексных чисел (|аА1<^1), для лю
бой функции /(е'0) £ (0, 2-к) можем образовать формальный ряд ти
па Фурье

/и)~2с»(/)?*( г) (>։=1),
*-0

(1.9)

где
<*(/)= ^ [ |Л| (*  = 0,1,2,-.).

“кГ-1

Пользуясь ортонормальностью системы {<р*  (я)} и обозначением 
(1.9), можем записать тождество

||/С)-2с։(/)?»(:)1։!Л!=- [|/тл|֊2М/)1։>0,

К1-1 К1X1-1

откуда, вследствие произвольности п следует неравенство Бесселя

. 2 |С*  (/)1а< — [гачл!.
2~ д 

К1-1

Из приведенного в предыдущем пункте предложения следует, что 
для выполнения равенства Парсеваля

2 |с*(/)1 2 =

См. напр. [11], гл. I.
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необходимо, чтобы f (') (|!I| = 1) представляла „ л кнекоторой фУнкИ„„/Ы^։. Л»„уек.,оЩе« X™”” 

жение г р ди

/(г) = 2 с* (/)?*(«)  (|г|<1).
Л-0

Вопрос о том, замкнута или нет данная система [Ф* (г)}о в классе 
Я3, существенно зависит от густоты расположения соответствующей 
порождающей последовательности комплексных чисел (а*} 0“

Справедливо следующее предложение, доказательство которо
го считаем уместным привести здесь (см. [6], гл X)

3\ Для замкнутости системы {?*(*)}.?«  'классе Н, необходимо 
и достаточно выполнение условия

2 (1 — | <**!)  = + о®, 
л-о

(1.10)

Достаточность. Пусть / (г) произвольная функция из класса 
Нг. Тогда почти всюду на окружности |С| = 1 существуют ее угловые 
граничные значения /(е'в) £ 4(0,2~), причем справедлива интегральная 
формула Коши

|Л|.

Пользуясь далее тождеством (1.3), получим отсюда представление

*-0

Д>-м (г) 
2֊

■) W
(9 i֊:z 1), (1.11)

п

а также оценку
п

I ■&+!

■'՝ (Н<1).
>'2*(1-W)  I J '

С другой стороны, легко убедиться

(1.12)

а*  —z
1—a*  z

I«՜
в справедливости неравенства 

d-М (Ы<1)

откуда, принимая во внимание, что log (1—х) 
получим оценку

1),

п

I - ТГ |*  |/ л-о )
Переходя теперь к пределу в (1.12), в силу оценки (1.13) и ус

ловия (1.10) получим разложение
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/(z) = £ c*(/)?*(z)  (|z|<l),
*-о

равномерно сходящееся внутри единичного круга.
Наконец, так как

2 |сл/)1։<^- II/OI8|лк;+®, а.14>
*-0

то на основании предложений 1’ и 2° заключаем, что для граничных 
значений /(')(|ZI = 1) произвольной функции f(z)^H,, в (1.14) имеет 
место знак равенства.

Необходимость. Полагая, что условие (1.10) не выполнено, т. е. 
что

2(l֊|a*IX+œ,
*-о

покажем, что существует функция из класса Н2, для которой равен
ство Парсеваля не имеет места.

В самом деле, как известно, тогда произведение Бляшке

в(г)=п a*- z. -Ы*  
л-о1՜®**  а*

сходится в круге \z\ 1, обращается в нуль на последовательности
точек {«*} “, по модулю меньше единицы и, наконец, ее граничные зна
чения на окружности |С|=1 почти всюду существуют и |В(С)| = 1.

Поэтому, очевидно, что В (я) £ Н3, причем
֊ рвом Л 1=1. (1.15)

|:| -1

С другой стороны, заметим, что для любого п > 0 функция

₽ mJ1-H)’'։ " “ь-z |а*|
/ея (z) = — = п -—=— —

1 —алг л_։я +1 1— а  я ак* *

также из класса Нг и поэтому очевидно, что
Cn(B)=à J ад՜^^“

Cl=i
= Л֊ Св„(С)Л=0 (п=о, 1, 2,...). (1.16)

J
1'1-։

Итак, из (1.15) и (1.16) следует 
по

0=2 |с*да<-1  f |В(С)МЛ|=1, 
k-o 2к, J

_____________ 1:1=1

, п Iя*1 1
И здесь при а,и=и следует положить— = ;------= —1.

а* |’*1
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т. е. для функции В (г) равенство Парсеваля заведомо не верно.
1.2. Остановимся теперь на вопросе о разложении по системе 

{у  (г)}о в том случае, когда она не полна в Н2. Поэтому далее в 
этом пункте будем полагать, что {я)«  (0| 1) — произвольная
*

*
последовательность комплексных чисел, удовлетворяющих лишь ус
ловию «о

2 (1~|а|)  + «V. (1.17)*
*-о

(а) Приведем сначала три известных предложения, в которых, 
наряду с доказательством основных свойств функции Бляшке В (г),
отмеченных выше, выясняется также характер сходимости 
произведений Вп (г) в областях

£)<+’=>; М<1} и £><-)= {г; |г| > 1}

частных

и на их общей границе |х| = 1*.
4*.  Частные произведения

Вп(г)=Ц Н.
А-0 1—аА

(п = 1, 2,-..)

равномерно сходятся к функции Бляшке

/г—о

на каждой замкнутой части множества

£>{яа} = £>(+)+ 2/-)- {1/?*} 0~.

5°. Почти для всех 9 С [—1Г» "1 существует предел 

Вт В(ге‘е) = В(е‘в), |В (е«)| = 1,

(1.18)

(1.19)

(1.20)

при этом

■?. ] I 

14-1

0. (1-21)

6°. Функция В (г) аналитична в области 2Э(+> и обращается 

в нуль на последовательности кроме того, В (г) мероморфна 
в области с полюсами в точках {1/ял}о°и отлична там от 
нуля.

Доказательство. В силу условия (1.17) при некотором 7У>1 имеем 

| я*| к > И. Далее, принимая во внимание очевидное неравенство 

приходим к оценке

См. [6], гл. X.
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ехр
-2 2(1-|а*|)-<  У U|<1. 

Л-.V A-.V
(1.22)

Рассматривая теперь интеграл

переходом к пределу при N-* ос, на основании (1.22) заключаем,, 
что существует функция В*  (в'*)  £ L, (— я, я) такая, что

С
lim Г|ВЧе'5) —ЛлГе'5)М-0. (1.23)

л -> -f- *•'
—г.

Далее, в силу (1.23) и неравенства
• с
J |Б*  (е;с) — l|«d8 < J |В*  (е«) — Вп (е'е)|։ <П, 

—X —х

можем утверждать, что ТОН почти для всех 6 £ [— я, я].
Пусть я0£/Э(+)—произвольная точка, отличная от точек после-- 

довательности {։*}<?  .
Выберем целое к0~> 1 так, чтобы

2у^(1֊1«»1)<֊֊. к>к.,
1 | Zq | 2

и, заметив, что
\ 1 _ 22±1Ц (1 _ |Ял()>

1—«*г 0 1 —|z0|
напишем оценку 

~~ Zp ՛

1

( 1 п
> ехР ] -у 21ог

ехр 2(1-м|
*-*, J

> ехр —֊2 (1-М) >0 (1-24)

для всех п кй.
Поэтому, если записать интегральную формчлу

J_ Гад)л=[^(Д (п=0>1։
2?п J z 1 0, z££>(-)

ICI-1

то вследствие (1.23) и (1.24), переходя к пределу при п -» +оо, при
дем к заключению, что последовательность {Вп (я)} равномерно схо
дится внутри /)(+) к некоторой аналитической функции В (г) (|В (г)1<^1),,
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обращающейся в нуль только на последовательности {я*}о . Итак, 
справедлива формула

2՜/ ] г I 0 , г££)(֊) ' ’ '
||—։

причем в области функция В (а) определится также через беско
нечное произведение (1.18). Но из формулы (1.25) следует также, что 
стоящий слева интеграл типа Кэши на самом деле является интегра
лом Коши. Следовательно, почти для всех существует пре
дел*

Пт В(гел) = В(е">) = В*  (е"‘) 
г-1-0 '

Отсюда вытекают формулы (1.20) при г —1—0 и (1.21).
Наконец, остается заметить, что характер сходимости произве

дения В (г) в области £>,_) и существование предела (1.20) при 
г —1+0 просто будут следовать из того факта, что при любом 
г ££)<-)—1՜=՜! имеют место тождества

I а*  )о
Вп (г) = ֊_ /. (п = 0, 1, 2,...) 

Вп(— \
\ г / ,

и вытекающий из них предельный случай

гЫ = г-+—.<о'_’-(1.М։՜- (1.26)

В'~)

(в) Как уже было установлено выше, при условии (1.17) система
(г) )о не полна в классе /7». Здесь имеет место теорема Дж. Уол

ша [6].
7 . Для любой функции / (г) £ Н., справедливо представление 

"  В (г) С*/(*)=£  М/)?И*)+֊ ֊֊ ] ֊д(С) (г _г) (1.27)

В самом деле, запишем формулу (1.11) в виде

„.и, 
*-<> 214 |;|-1 г

Это по существу и есть формула (1.27) для случая конечного числа 
{я*}о  и соответствующей конечной ортогональной системы {?*(«)}".

Обозначая

е„ (=) = Е (в; |Б(е'°) ֊ Вп (е/։)| > =) (=> 0), 
имеем оценку

См. папр. [11].
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X С^<Э_Л_Х Г /С.) . <
•г-, л) вос-г) 2=< Зв.с.х:-։) '

151-1

,? , -(2 (’(/С)'1Л| + а Г |/(С)1 1Л11, *€Л (+>. (1.29)

* Отметим, что из условий 1) и 2) уже следует существование соответствущих 
пределов почти всюду.
64—2

2“(1 — |я|) I Л Л I
еп (») П -։

Но из предельной формулы (1.21) очевидно вытекает, что при 
любом = >0

1нп £■„ (о) = 0. /։-*•  + ос
Отсюда и из оценки (1.29) ввиду произвольности о>0 следует, что

Нт — Г--—------- Л=— С------- -------------- Л, я €£><+>, (1.30)
— + -2те/ 3 Вп^)^-г) 2те/ 3 В(С)(С-я) 

ДО-1 |։|-1

притом равномерно внутри области £Х+>. Наконец, переходя к преде
лу в представлении (1.28) при и -*  4֊ оо, получим формулу (1.27); рав
номерная сходимость ряда 

ос

3 с*(/)? а(я)
А=0

следует из характера сходимости произведений {Вп (г)} к функции 
Бляшке В (я) внутри £>(+\ а также из характера предельной формулы 

.(1.30).
(с) Обозначим через На {я*}  класс мероморфных в области 

функций, допускающих представление вида

/(*)= —/(—), г€£)(֊)։
я \ г /

тде / (г) £ Н2 — произвольна.
Очевидно, что если / (я) £ Н2 {а*},  то почти для всех 6 £ [—к, те] 

существует предел

Нт / (ге'°) = / (е"1) £ Ц (— те, те). 
г -»1+0

Далее обозначим через {а*}  класс функций, определенных вне
•точек окружности | г | = 1 и удовлетворяющих условиям

1)/(я)СН2, я ££>(+>;
2)/(г)ен։{аА}, ^2У-);
3) почти для всех 0 £ [— те, те]

Нт /(ге«) = Нт /(ге'в) = /(е'в).*
Г-.1—0 г-»1+0



М. М. Джрбашян

Легко видеть, что функции класса_ ’ т' “ 1.0 определяются единст
венным образом через свои значения на любой из областей Д<+» и £>'֊-

Заметим теперь, что так как

где

?*  П
1 “*г гк /-Л+11 — а;г Я/

то любая из функций системы {<р*  (я)}0“, как и любые их конечные ли
нейные комбинации, принадлежат классу /2{а*}.

Построение функций класса {а*}  более общей природы приво
дится в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть (с*/о  произвольная последовательность 
комплексных чисел, для которой.

2 | с*|®  < + со,. (1.32)
/г==0

Тогда при условии (1.17) ряд

Г (я) ֊ 2 с^к(г) (1.33)'
к-Ь

абсолютно и разномерно сходится внутри круга , а также в 
каждой ограниченной и замкнутой части области /У՜’— {.1/а*/и°  , 
определяя функцию К (г) из класса /։{а*}.

Кроме того, на отрезке [— ■к, ~] имеем
п

Г (е/0) = 1. Т. т. 2 Сл<р*  (е'в)„ (1.34)?
л*+~ л-о

где /7(е/в) 2^ (—я, ")— радиальные предельные значения функции
К (г) изнутри и извне окружности я = е'6 к 0к), которые 
почти всюду существуют и равны друг другу, согласно свойству 
3) класса \ {а*}.

Доказательство. Из определения (1.1) функций (я) имеем

1ч>И*)|  = (1|~|?|ТГ> *̂ (+) (*  =0,1,2,-).
1—|я|

Отсюда, ввиду (1.17) и (1.32), следует наше утверждение о характере 
сходимости ряда (1.33), а ввиду предложений 1° и 2° имеем К(г)£Нг, 
причем, если обозначить

о Г(ге'в) = Р+ (е'°) £ (֊«, «);. (1.35)

то на [—к, я]
п

Тч (е*®)  = 1. ։. Ш. 2 сл<рь(е1в).. (1.35')/
п~+'*֊о
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Далее система аналитических в круге функций {?*  (з)}о°, ко
торые были определены согласно формулам (1.31), также ортонормаль- 
на, поскольку ■■ ■

~ С) ;тС) |Л|= А ?Я(С) |Л| т - 0,1, 2, - • •).

П-1 *К1-1

Заметив, кроме того, что

I?*  (*ж  * е р<+> (*=о,  1,2, ■ • •),
1 —1*1

как и выше мы заключаем, что ряд

Г(я) = 2 с*  7*  (я) .... (1.33')
*-о 

абсолютно и равномерно сходится внутри области £)£+), определяет 

функцию Р{г} (; Нг, причем, если обозначить • •

£+(е“) = Пт Г(ге'°), (1.36)
г -» 1 - О

ТО

(е'0) = 1.I. т? ск <р*(е' 0). (1.36')
я-к+ -ь=о

Далее, из (1.31) и (1.33') вытекают равенства

Г(я) = У с*?*  (я) = ^-2 с* (— ) = \ г С £><+>. (1.37)

Г-о * *-о X г ' •>*..  \г/

Отсюда и следует утверждения теоремы о природе сходимости ряда 
(1.33) в области £Х—), а также, что Г (г) £ Н, {а*}.

Из (1.37) и (1.36) вытекает существование предела

Г_ (е/в) = Нт Г(ге‘») (е֊и) (1.38)

почти всюду на [—", я]. Причем, в силу (1.36'), (1.31), на [—л, к] 

- „л ■ *
Р+(е-) = и.Л.^Д

откуда и из (1.35') следует, что почти всюду на [—«, к]

лСе1 )

Наконец, из (1.38) и (1.39) следует, что почти всюду на [—к, к] 
Г_(е/0) = Г+(е>‘) = Г(^в).՛

Итак, теорема полностью дог азана, поскольку функция Г (г) удов
летворяет условиям 1), 2) и 3), т. е. принадлежит классу

2*
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1.3. В данном пункте, существенно дополнив теорему 1, мы да
дим полную характеристику класса >•։{<։}•*

(а) Предварительно докажем одно простое предложение об интег
ралах типа Коши.

8°. Пусть функция т (е'։) £ Д, (— тс. к) — произвольна. Тогда ин
теграл типа Коши

Г(а,)=‘Л [г֊
2՞։ 3 С—ш 1 1 ’

|С| -։

обладает следующими свойствами:

а) Г(ш)£/7։, ад££Х+);

в) Г (ш) = — г(—\
т \ ш/

где Г (ш) £ Нг.
В самом деле, при имеем

2г
” 1 Г

Г(ш)=У с*  то*,  с*=  — 7 (е10) е~мс/0.
Т-о 2* и

Поэтому, очевидно, 
„ 2г-
2 1с*1։<7-[|т(^)|8^< + оо, 
л-о Ло

а это значит, что Г «Я։. 
Полагая затем, что ш ££>(֊>, заменяя С на С՜’, получим

причем, поскольку е ,°т(еи)^£։(—тс, к), то, согласно предыдущему, 
функция

г(«,)=-֊1- С 5՜1 ♦
2тс։ 3 С—ш

1Ч-»
будет из класса Н2. Отсюда и следует второе свойство функции Г (ш).

(в) В дополнение к уже принятым обозначениям отнесем к клас
су {а*}  множество функций /(я), удовлетворяющих условиям

1) /(КМ,  €  £><+>;* *
2) /(х)€М{ал}, я С£><֊>.

Теперь, в качестве дальнейшего расширения предложения 7°, докажем 
теорему

Здесь, как и в интеграле Г (со), интегрирование совершается в положительном 
направлении.
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Теорема 2. Если /(г) £Нг, то компоненты представления

/м = 2е.(/)?.ы+^ о.«»
обладают следующими свойствами:

а)

в)

и поэтому

А (*)6'-2  Iя*}«  /г (*)€  К {я*};

<А,ЛН^֊ Г А(9Л(9 1Л| = о
К1-1

(1.41)

(1.42)= |)АР + 1АГ = 2 |с*(/)| ։ + 1АГ, 
Л-0

где 11/3= (А/Г*-  
Доказательство. Так как

1

к-Ц 2-
1/(С)12 |Л|<+ оо,

то по теореме 1

Л И = 2 с*  (/) ?*  (*)  € Ч {“*}>
Л-0

причем разложение сходится в любой точке г££){аА}.
Поскольку / (е'в) 5—1(е/в)^ Е> (— к, к), то, в силу предложения 8°, 

функция /2 (г) допускает представление

А(*)  =
В(г)Ф+(г) еН2, г^2Х+), 
^-Ф- (— \ £ Н2 {«л}, г 6 £><->, 

2 \ г /
где функции

Ф+(Ж)=Л- (*  ,/(9___

^Дад (с֊х)
Ф_(г) =

из класса Н2.

1 Г с-1/(С֊1) гг 
2к/ 3 В(С-։)(С-г) ՝ 

1С1-1

Таким образом, /2 (х)
Далее, согласно формуле (1.34) теоремы 1, имеем

(А, А) = ֊ [ Ф+ (С) ад А (9 |Л| =
2п I

|!|-1

1
2к/ Л

Ит 2 сА(/) (1.43)
|С|-։

С другой стороны, при |С|=1
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Ф+(:) .Ф+ (С) (1=Ж А Ы ,
’ 1~4LA.1l—«*'  «*

причем правая часть является Функцией класса Н2 в круге Сле
довательно, все интегралы, стоящие под знаком суммы в (1.43), рав
ны нулю, откуда следует утверждение (1.41).

Наконец, так как почти всюду на окружности |С|=1 
/(9=/х(9+/2(9, 

то из свойства (1.41) вытекает, что

Г |/(Ч1։|Л| = Л Г I/. (։>!■« + ֊!- С |/, «и*  |Л|-
Л О I

|С|=1 . 14-1 |:|-1
Остается заметить, что ,

|СМ * -О

чтобы прийти к формуле (1.42).
(е) Дадим, наконец, полную внутреннюю характеристику подклас

са тех функций из Н2, которые допускают разложение по неполной 
системе {<?*  (2)}о •

Теорема 3. Класс {а*}  совпадает с множеством функций 
/ (я), определенных на множестве Л{«*}  и представимых в виде 
ряда «>

/(*)  = 2 слф^г), я££>{а*} ։ 
. *=о

где {с*}о  — произвольная последовательность комплексных чисел, 
удовлетворяющих условию

2 |с*| ։ < + оо.
4=0

В самом деле, согласно теореме 1, функция / (я), представимая в 
виде ряда, принадлежит классу \ (а*}.  Обратно, из формулы (1.42) 
теоремы 2 вытекает, что система (я)}о*  полна лишь в классе функ
ций из \ {а*}.

§ 2. Системы рациональных функций, порожденные 
ограниченными континуумами

2.1. (а) Пусть К— ограниченный континуум, содержащий более 
одной точки, и та из смежных с ним компонент, которая содер
жит точку я = <х>. Очевидно, является односвязной областью
расширенной плоскости я, граница Г которой принадлежит континуу
му К.

Пусть функция
то = Ф (я) (я = 4՜ (ш)), (2.1)
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подчиненная условиям нормировки

Ф (оэ) = ОС, Ф'(оо)^>0, 

хоиформно отображает область на внешность единичного круга 

£>(֊)= {ш,- |ш|>1} *.

* Такая функция существует и единственна согласно теореме Римана.
** Поскольку Ф'(£)=/= 0 прих^б^՜

Очевидно, что в окрестности точки г — ос, а именно, при 

имеют место следующие разложения в ряд Лорана:

Ф (а) = -г -4- а0 Н- 4- т------ ,
•у У“

а, _ _ (2.2)

Пусть — произвольная последовательность комплексных 
чисел (в том числе и равных оо), лежащих в области

Определим теперь другую последовательность комплексных чи
сел {а*}о  (0 <|я*|<1),  где

[Ф֊։(<»*)  при ш*=^=0  (£ = 0, 1,2,...), (2.3)
I 0 при ш4=оо

лежащих уже в круге £Х+) = {ш; |го| 1} и соответствующую орто
нормальную систему Такенака-Мальмквиста {<?*  (ш)}о° согласно форму- 

.лам (1.1). Тогда функции системы («рл[Ф (а)]}(Г запишутся в виде

?о [Ф («)] = (1 - |Ф («>о)1-г),;’
1 — Ф~*  (а>0) Ф (г)

?ДФ (г)] =

= (1֊|Ф Ю1-2)*  л-’ Ф-1 (^)-Ф(г) |ф(ш>)| 2
1-Ф-1 (ш„)ф(г) Ц1-Ф-։(“>*)Ф(г)  Ф(<»*)  ’ ’

причем здесь и в дальнейшем при и*  = со полагаем

|ф (ш*)| : ф («,*)  = ф (ш4): |ф (о>*)|  = -1. 
Функция

^%) = <рЛ[Ф(*)]-[Ф' (*)]',

где з (0 з <1) параметр, голоморфна**  всюду в области за ис
ключением точек {ю*}о,  где она имеет полюсы. При этом, очевидно, 
что если кратность появления числа (0 р п) в группе чисел 

равна V (р, п), то точка г = шр для функции (г) будет полю*  
сом ровно порядка »(р, п).



М. М. Джрбашян
24

Обозначим через М1̂  (г) сумму главных частей и постоянных в 

разложениях Лорана функции '1 (г) в окрестностях всех ее отлич

ных друг от друга полюсов
Таким образом, Мп^ (я) будет рациональной функцией с полюса

ми лежащими лишь во всех отличных друг от друга точках г—ы0, 
101,•••, ч>к области причем с теми же главными частями, что и 
у функции ’/«^(я).

Назовем систему рациональных фукнций (Л^* д,(я)}о системой 
функций, порожденной континуумом К и последовательностью чи
сел {ш*}о°  £ & •

См. напр. [2] и [3].

Убедимся теперь, что система функций {7И15)(я)}о° представляет 
собой естественное обобщение известной системы полиномов Фабера.

В самом деле, положим, что все полюсы системы лежат в. бес
конечности, т. е.

ш0 = ых = • • • = «>*=•  ■ ■ = ос.

Тогда ?я [Ф (я)] = [Ф (я)]՞, и функцию (г) следует определить 
как совокупность членов с неотрицательными степенями г в лоранов-- 
ском разложении функции

[Ф(я)]я[Ф'(г)]\

в окрестности точки г =
В силу формул (2.2) в рассматриваемом случае Л^'5) (я), будет по

линомом степени п вида

(г) = я”՜1 + • • -+

Поэтому, в частности, функции связаны с обычными полино
мами Фабера Фя1} (я) (называемыми также полиномами Фабера пер
вого рода) формулами

Ф^(я) = (я) (и = 0, 1, 2, • - •).

Отметим, что прием получения различных модификаций полино
мов Фабера путем умножения простейшей порождающей функции 
[Ф (я)]п на какую-либо стандартную функцию ՝*(&)  (’/(00)140), аналити
ческую в расширенной области С?—), применялся ранее другими авто
рами*.  В частности, наряду с полиномами первого рода Фя 1 (я), рас
сматривались также полиномы Фабера второго рода֊

Фя2) (я) = (я) (п = 0, 1, 2, • • -).

(в) Определив систему рациональных функций {Л^'г)(я)}^°, уста
новим для них интегральное представление.

С этой целью обозначим через Гр (/?^>1) образ окружности |ш|=/2 
на плоскости я при отображении я = '? (ш) области /)(->= (я; |я|’^>1! 
на область 6{_>.
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Пусть, далее, Gp 1 a G( * есть внешняя область, ограниченная 
контуром Г/?, a G/^foA) дополнительная к ней область, имеющая 
ту же границу Гр.
Пусть для п> 0.

Rn = min {[Ф К)|, | Ф К)|, • • •, |Ф (<оя)|), (2.5)

тогда последовательность чисел {А?Л}(7 (7?л ^>1), очевидно,невозрастаю
щая. Поэтому при любом р (1 <^р < Rn) замкнутая область б1' ։не со

держит полюсов функций {М/?> (z)}o, иначе говоря совокупность по
люсов этих функций принадлежит области Gp—).

Лемма 1. Пусть K^'t^Rn— любое, тогда
а) для любого z^Gf+), в частности при z£K справедливы 

формулы
№ (z) = — ( -% [Ф.(г)][ф/ л = 0։ 1, 2, ... , п); (2.6) 

2՜; J С — z
ГР

б) для z £ Gp-) справедливы формулы

M<i> (z) == [Ф (я)][Ф' (я)]' 4֊

+ J_ Г ?»[ф (с)[[ф/ (;)р л (£ = 0, 1, 2,•••,/։). (2.7)
2-z J С—z

ГР
Доказательство, а) функции

?*  [ф (С)] [Ф' (QP- (С) (к = о, 1,2, ■ • •) 

голоморфны в рассмотренной области О1՜5, причем в бесконечно уда
ленной точке все они имеют нуль порядка, не ниже первого. Поэтому, 
согласно теореме Коши, имеем при любом г€$+) (р>1)

1 Гф.[Ф(ОИФ-СТ֊ЯГ>(^ (2.8)
J С — z I
гр

Если для данного п > 0 параметр р выбрать из интервала (1, Rn), 
то функции (z) (к =0,1,2, • • •, п), как уже отмечалось, не будут 
иметь полюсов в замкнутой области GpT\ Поэтому имеем

М,}(г)=г֊ р^֊л,я£б<+) (*=о,1,2,..., п),

ГР
откуда и из (2.8) следуют требуемые представления (2.6).

б) Пусть z0 — произвольная точка области Gp~\ отличная от то

чек {<оа}о. Выберем р0> Р^>1 таким образом, чтобы точка z — z0, а 
также все точки {ш*}о,  отличные от z= °с, лежали внутри области 
Gp0+). Тогда, с одной стороны, по теореме Коши имеем
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1 г?*[Ф  (ШГ л = 1 Г Ы^ЭДФЧОГ _

1 С?ИФ (»)][Ф' (г»)]> _ 1 Гф>М['/(«>)]1-,1/а. ,211)
2г.г 3 С—г 2т.1 ЧГ (ш) — г

Гр | ®Т-р

2.2 (а) Выше была определена система рациональных функций
{2И*5)(г)}о , порожденная произвольным ограниченным континуумом К и

последовательностью комплексных чисел лежащая в смежной с
К области содержащей точку г— ос.

В дальнейшем необходимо исследовать вопросы разложения функ
ций в ряды по системам {М^\г)}о в том важном случае, когда кон
тинуум К представляет собой замыкание односвязной области , 
ограниченной замкнутой жордановой спрямляемой кривой Г. Тогда, как 
известно, кривая Г одновременно является полной границей для един
ственной смежной с континуумом К = области содержащей
точку г = оо.

Итак положим, что Г — спрямляемая жорданова кривая и функции 

ад = Ф (г) (г = Ч(ад))

имеют тот же смысл, что и выше. Тогда справедлива следующая 
Лемма 2. а) Для любого р(0<^р֊^1)

2п/ 3 2 * * * * * В՜' Л С—-г0

-ф*[ф(^о)][Ф'(аЛ՛ ֊2' Яез , (2>9)
Л=о л““7 I С — г0 )

где штрих означает, что суммирование распространяется на точки из 
совокупности {«'*} ”, отличные от г = оо.

С другой стороны, из (2.6) следует также, что если \ то

<Г,-

(4=0։1>2>...։7։). (2.10)
;±ог““/ I ՝—г )

Однако первое слагаемое, стоящее справа в (2.10), голоморфно всюду 
в области 6р^։, а второе — рациональная функция. Поэтому представ 
ление (2.10) остается справедливым всюду в области (л£) и, в частно
сти, в точке г — г0. Из (2.9) и (2.Ю) вытекают формулы (2.7) леммы.

В заключение отметим, что интегральные члены, стоящие в обеих 
формулах (2.6) и (2.7) леммы, могут быть заменой переменного интег
рирования записаны также в виде

2«

эир
1 . Г < «о

у|[ч-'(г^)рм& 

о 1

(2.12)
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б) Почти для всех б £[0,2՜] существует предел

Ит «Г (ге‘6) = V' (е'։) С Л (0, 2֊), (2.13)
г -1+0

причел։ при любом р (0<^Р <1) 
2с

Нт Г|[Т' (е'5)р - [ЧГ (ге/4)]"| = 0; (2.14)
г -1+0 , | 

О
в) Если, кроме того, окажется, что '1' (е"’)^Ьч (0, 2՜) (<?^>1)> 

то предыдущие утверждения останутся в силе, если в них заме
нить число р на Ч-

Доказательство. Пусть я0 — фиксированная точка области С(+>, 
тогда преобразование г1 — (г — я0)_1 отображает область в не
которую ограниченную область £ со спрямляемой границей 7.

Функция
к) = [ 1' (2.15)

I \«>1/ 1
осуществляет конформное отображение круга |»!| <1 на указанную об
ласть § плоскости

При любом разбиении отрезка [0, 2՜]

0 = 0։<б2<• ■ ■ <6„ <9л+1 =2֊

ломаная, вписанная в 7, с вершинами в точках^ (е/0‘)>• • •> $о (е л ) 
имеет длину

А-=31*о(е' ’*+։)֊*о(е вА)|. 
*-1

Так как кривая 7 спрямляема, то в множестве всевозможных 
подразделений отрезка [0, 2к] будем иметь sup [/„}< + ос. Это зна
чит, что функция T0(wj), будучи непрерывной в замкнутом круге 
|raj <>1 (как функция, осуществляющая конформное отображение круга 
на жорданову область), имеет ограниченное изменение на окружности 
1ш1|=1. Поэтому, согласно известной теореме*,  будем иметь 

^го(и>1) £Нг. Далее, так как $'0 («h)=/=0 при IwJ^l, то для любо- 
го р (0<р < 1) имеем также [՝®‘o(w1)]₽£ Итак, для любого р (0 <рС1)

2с
J|[^’o(reia)p!Jt} 

о

-4-ос. (2.12')

Отсюда согласно известным свойствам функций класса Нг можно ут
верждать, что почти для всех :0£[О, 2^]

1։т «о(ге'й) = ՝Го(е'е)££1(О, 2*)  (2.13')

и, кроме того,

См. напр. [12], стр. 462.
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гя
Um te(e'e)p-[^o(re'‘)p|t/&=O. (2.14')

Г *1-0  J 
о

‘ См. напр. [11], стр. 116.
’* Отметим, что во введении статьи принадлежность контура классу £7^ отме

чалась также условием [Г]<-|-оо.

Теперь отметим, что, в силу разложения (2.2), имеем также
z = W(w) =T֊'w + ß0 +А _|_ .L + ...>w££><֊>, 

го го՜
и поэтому 

sup |Ч?՜ (w) — z0| |w|-’ = с (z0) < + ос, (2.16)
w£D ( )

Далее, дифференцируя соотношение (2.15), имеем

чг (wj=—Г (w)~z° (V; /w /у-). (2.17)
I W J \w/

Отсюда, в силу (2.12')—(2.16), следует утверждение (2.12) леммы.
Наконец утверждение б) леммы соответственно следует из 

(2.13') и (2.14'), если записать формулу в виде

Ч" (֊ V ֊ w ? W-Ц ֊ z01*  (Ш1), го, £ £)<+)

\а>1/ I X «h / J

и заметить, что множитель, стоящий перед функцией Фо (го,), непреры
вен в замкнутом круге /У+).

Положим далее, что ЧУ' (е'°) £ Д? (0, 2^) (?^>1), тогда из (2.17) сле
дует, что Фц(е'8) £ Ь9 (0, 2«). Но поскольку Фо(то1) £ Нг по известной тео
реме*  имеем также Ч?0(щ1) £ Нч. Отсюда следует, что [Фо (гО1)]? £ Н, 
и поэтому предельное равенство (2.14) остается в силе при замене р 
на д. Таким образом, нам остается вновь возвратиться к формуле (2.17), 
чтобы убедиться в справедливости утверждения б) леммы.

(в) Замкнутую спрямляемую жорданову кривую Г отнесем к клас
су (0-<8-С1), если граничные значения Ф'(е'е) функции Ф' (го), су
ществующие почти всюду на окружности ю = е'։ (0 <>2Я), согласно
лемме 2, удовлетворяют условию**

з=
С |ф'(С)|2,-։ |Л|= рЧг'(е‘0)|2<1-*)</9<  + со. (2.18)

Г о
Заметим, что если Ф' (е'е) £ £2(1-4) (0, 2«), то, согласно лемме 2, 

интегралы
2к

У|Ф' (*)| 2,֊1|</г| = р Г/Ф' (ре'О)^1֊^ </&, 1< Р < 4- ос (2.19) 

Гр о
при р —* 1 + 0 ограничены числом, не зависящим от р.
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Поскольку по лемме 2 Ч?' (е^) £ Lj (0, 2*),  то любая спрямляемая 
замкнутая кривая Г входит в класс £/>/,. Легко видеть также, что для 
остальных значений параметра s будем иметь

U5 с и<)3 при О -С s <С ~՜ »

при (2.20)

Из лемм 1 и 2 вытекает
Следстви е. Если Г £ Us, то для функций, системы (z)}v 

имеют место следующие формулы представления:
а) При z£ С[+)

2~i J С — z 
г

= (fc =0,1,2,.-); (2.21)
2кг J 'P(w)—z

|w/-l
б) При z C Gf—>

M^(z)-^k [Ф (х)][Ф'(*)]'  =

=_1_f=_L f dw (2 22)
2к/ J C — z 2^i J 4 (w) — z

Г |w|=l
(it=0, 1, 2,. ..).

Действительно, сперва заметим, что поскольку особенности функ
ции ф*(ш)  лежат в точках w = 1/а/ = Ф (wj) (j = 0,1,2,- ■ k), то она 
непрерывна в любом замкнутом кольце 1 |w| <^р <^7?*,  где

Rk = min {|Ф (и»/)|}.

Рассмотрим далее функцию

֊֊•^г (2.23)
ЧГ (w)—Z

и отметим, что она непрерывна в каждом кольце 1 -С |w| -С р, где при 
z£G։+>, $<^Rk, а при p<min (Rk, |Ф (z)|).

Принимая теперь во внимание формулу (2.14) леммы 2 и отмечен
ное свойство функции (2.23), при фиксированном г£Г и любом 
л (0 s -С 1) будем иметь

|1Ш С T.wrHw)]-^ Г
Р-.г+о J ЧГ (w) — z J ЧГ (w) — z

|®1-р 1®|=1

_ ГУ,[Ф(С)][Ф'(С)11Д (2.24>
J С — z
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Наконец, переходя к пределу в формулах (2.6) и (2.7) леммы 1, 
ввиду (2.П) и (2.24), получим требуемые представления (2.21) и (2.22).

Докажем еще одну лемму, дающую представление о поведении 
всей системы {ЛЛ'’։ (г)}՞ в целом на плоскости г.

Лемма 3. Пусть области (Я ■) и (Ц—) имеют общую границу 
Г, принадлежащую классу II։ (0< $ < 1), тогда

а) для любой последовательности комплексных чисел 
имеем

00

2 \м[з) (г)I2 <4-00, г (■ 0(+). (2.25)
*-о

б) для любой последовательности  \ удовлетворяю
щей дополнительному условию

2 (1—|Ф(ш*)|֊ 1)<4-со, (2.26)
к—О 

имеем также

ийак«*-««
где ______

5 ГФ 601 ֊ Г1 Ф՜՛ ~ Ф ■ |Ф (о։а)1 (9 981
|М1 МФ(։) (2.28)

— мероморфная в области функция с полюсами в точках по
следовательности {ш*}о° .

Доказательство. Пусть г — фиксированная точка, принадлежащая 
любой из областей С?+) или Тогда, определив функцию

(2.29)

ввиду того, что Г с имеем

е‘еМе,8;г) €£,(0,2*).  (2.30)

Для коэффициентов Фурье функции (2.30) относительно системы 
{?*  (0}о° получим

ал(г) = А С .^Г|Д| =
Л

1СГ-1

ИМ
причем, согласно неравенству Бесселя,

*-0 2 |С|=1 г'

поскольку Гс(/։ и при г £
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inf |Ф(С)֊г1>0.
1:1-1

Но если z£G*>,  то из (2.31), в силу формулы (2.21), имеем

ак (zj= Mn(z) (к=0, 1, 2.---), (2.31)

откуда, в силу неравенства (2.32), вытекает утверждение (2.25) леммы. 
Если же то из (2.31), согласно формуле (2.22), имеем

М3) = <?*  [ф (*)][Ф'  (*)]'  +՜^) (к ~ 0, 1, 2, • ■ •),

откуда следует неравенство

|MJ,(z)|’<2 |ФЧ*)М?*[Ф(*)]| 2 + 2|а*Сг)| ։ (Л = 0, 1, 2,-• •). (2.33)

Заметим теперь, что если {։*}<?  определяется по формулам (2.3), 
то, согласно предложению 4° (§1) при условии (2.26) леммы произве
дение Бляшке

ад = п . Ы = Д 1Ф_Ь)1 (2.28')

*_01—«А ;_01~Ф-'(«*)Ф  (*)  Ф(ш*)
✓ 

равномерно сходится в каждой замкнутой части множества
—{1/«л)сГ. Это означает, что функция В[Ф(г)] мероморфна и от

лична от нуля в области G~\ а ее полюсы лежат лишь в точках
Наконец из формул (2.4) и (2.28) следует неравенство

Уя [Ф (г)] I (1 ֊ Ф (шл)|-2)'л р 1-ф֊1(шл)ф(г)
В[Ф (г)] | |1-Ф֊։(<■>*)  Ф(г)| “ ф-’'(ш*)֊Ф( г)

<2 (1 - |Ф (ш*)|֊ 2)‘Ч г С <?֊>, к>к0 (г), (2.34)}

поскольку если z£G~), то

1-Ф֊1(шл)ф(г) 
ф->(ш*)-ф( г)

ф-'(г)-ф-'(<»>)
1-ф-1(шл)ф-1(г)

<1

и при некотором целом к0 (z) очевидно будем иметь

|Ф-1(ша)Ф(2)|<А k>k0(z).

Из оценок (2.34), ввиду условия (2.26), следует

у Ф*  [Ф (г)] 
Йо *[Ф(г)]

2
< + ОС, z£G-),

откуда и из неравенств (2.32) и (2.33) вытекает утверждение (2.27)՛ 
леммы.

§ 3. Разложения по системе {Л/№|О~

3.1. (а) Приведем сначала некотор ае определения и обозн 1чения. 
в дополнение к уже введенным в § 2.
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Обозначим через Ьр (Г) (р >0) множество функций у (£)։ опреде
ленных почти всюду на жордановой спрямляемой границе Г’взаимно

дополнительных областей (7+> и и удовлетворяющих условию

]\(С)т<+о«. (31)

Множество функций представимых в виде

8 (С) = [Ф' ОР֊՛'՛ 8 (С), С £ Г, (3 2)

где #(С) €£,(Г), обозначим через 1^ (Г).

Легко видеть, что если Г £ и,, то всегда Д^О^ДГ).
Полагая далее, что Г £ и,, обозначим через ^{б^; «*}  множе

ство мероморфных в области б(-) функций Г (г), представимых в виде 

ги = ^Г'ф'«’'7’(ф5)> (з.з)

где /’(ш) — произвольная функция из класса Н>.
Заметим, что если Ео (г) С {б(->; «,*},  то интегралы

ограничены числом, не зависящим от р.
Если же Е (г) = Е? ’ {б^ \ ш*},  то очевидно имеем

Го (г) ֊ [Ф' (г)]՛'*՜'  Е(г) (б^; о*}

и поэтому интегралы
Е(г)

’{ у |Ф'(г)|’,-1|бк|р» 1<Р<+*>  (3.5)

ГР гр
ввиду ограниченности интегралов (3.4), также ограничены числом, не 
зависящим от р.

(в) Для рядов по системе {2И* 5)(г)}" имеет место следующий 
частичный аналог теоремы 1.

Теорема 4. Пусть {с*)о° —произвольная последовательность 
комплексных чисел, для которой

2 |с*|2<-|- ОО. (3.6)
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Если граница Г областей и из класса 11, (0-<5<1), то 
а) ряд

/1(я)= 2 слМ^(г), г<^ (3.7)
*-&

абсолютно и равномерно сходится внутри области , определяя 
голоморфную функцию, представимую интегралом типа Коши

// (г) = — С сГ, г б (?+), (3.8)
2~г, ] — г

где —определенная функция из класса № (Г).

б) Если, кроме того, последовательность полюсов систе

мы удовлетворяет условию

2 (1֊|ф(«*)!- ’)< +ос, (3.9)
к-Ь

то в представлении (3.8) функция g (у) почти всюду на Г совпа
дает с угловыми граничными значениями некоторой мероморфной 
в области функции Г {г) из класса Е^^{0^; ш*}.

Доказательство, а) Из утверждения а) леммы 3, в силу условия 
(3.6), следует абсолютная сходимость ряда (3.7) в области по
скольку по неравенству Буняковского

2 ск М^> (г) < К» |с*  |» Г • £ I (г)|г Г •

к-0 (*-0  ] (*-0

.Далее из интегральных формул (2.18) для функций {Л4*  > (а)}” 
дует, что

2 с*ф*  (го) [ЧТ (ш)]1՜*

£о 2к։ 3
|®1-1

Заметим еще, что согласно предложениям 1° и 2° существует 
■ция р (е"1) (0, 2՜) такая, что на промежутке [0, 2к]

р (е'°) = 1Л.ш. V с*©л  (е'е).

сле-

(3.10)

функ-

(3.11)
п^+ “^0

При этом р (е‘8)—суть угловые граничные значения функции р(ги)£/12, 
определяемой равномерно сходящимся внутри единичного круга разло
жением

р (го)= 2 С*<р*(го).
к=О

При С£Г обозначим

^(С) = р[Ф(С)][Ф'(С)Р
и заметим, что # (С) (Г), так как
64—3

(3.12)

(3.13)
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|* । р [ф (0] КФ'(С) I21л| = | |р (ад),֊ \dzuK+

г 1»|-։
Тогда, в силу (3.10), будем иметь

С։м?'ы =

!р(») — 2 сл?л (ад) |[Ч-'' (ад)]’^

= — Г '-------------к--,------------ *---------------- «/ад, а £ б> ֊’ . (3.14)
2՜2 „I ‘1 (ад) — г

Пользуясь, наконец, формулой (3.11) и тем, что при Г £ II ин
теграл

||Ф'(ей)12<1-3,</б 

и
конечен, путем предельного перехода в тождестве (3.14) при п-*-  4֊ ' 
заключаем, что его правая часть стремится к нулю, притом равномер
но как внутри области (7[+\ так и внутри Итак утверждение 
а) теоремы установлено.

б) Согласно теореме 1 при условии

Е(1-М)= 2 (1—|Ф(ш«)!՜1)< —- 
*-0 *-0

ряд (3.12) определяет функцию р (ад) из класса Это, в частно

сти, означает, что существует функция р(ад) £Н2 такая, что угловые 
граничные значения функции

р(ю) = ^Н;[1^Н։{а*},  ад ££><֊' 
ги ' ы /

на окружности ад = е/е (0<Сб<;27:) почти всюду совпадают с функцией 
р(е‘!>), определяемой по формуле (3.11). Поэтому, положив ,=ЧТ(е,։)£Г 
и пользуясь обозначением (3.13), мы заключаем, что значения £ (^) 
почти всюду на Г совпадают с угловыми граничными значениями ме
роморфной в области б(—) функции

(ЗЛ5*

принадлежащей классу ։»*}.
(с) Покажем теперь, что, в условиях (3.6) и (3.9) теоремы 4, о 

рядах вида (3.7) можно утверждать значительно больше. А именно: 
такие ряды сходятся также всюду в области 6(-)— {ш*}?,  определяя 
мероморфную в функцию, являющуюся в определенном смысле 
моногенным продолжением функции через границу Г на всю
плоскость переменной г.
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Теорема 5. Пусть выполнены условия (З.б) и (3.9) теорел ы 
4, а V ' П5. Тогда

а) ряд
(*)=  V Ск ЛЛ։) (г), г ё О’-' (3.16)

>-и ■'

абсолютно и равномерно сходится в любой замкнутой части мно
жества (л ;определяя мероморфную в области (л~} функ
цию, представимую в виде

Л(а)= ЛСЛ -Л + Г(2)’ (ЗЛ7>
г

где §((,) — определенная функция из класса № (Г), почти всюду 
совпадающая с угловыми граничными значениями функции

шА1

на кривой Г.
б) Функции // (г) и определенные как суммы одного и 

того же ряда соответственно в областях и являются
моногенными продолжениями друг друга через кривую Г в том 
смысле, что почти для всех С0£Г

Нт {// (Со 4֊ /ее*  ) — /г (Со — гее' <*■>++•))}  = 0 (3.18)
«-►+0

равномерно относительно ~ 0<^9<^1^, где <р0 есть угол

наклона касательной к кривой Г в точке Со.
Доказательство, а) Пользуясь интегральным представлением 

(2.19) системы {Л#1'։\г)}и’, получим

л п
2 с*  М5,(г) = [Ф' (г)?2 с*<р*  [Ф (я)] +
*-0 л-о

Л ] ■ '■= "
1 2 САфл(то)|[1։?'' (ш)]1-Х

+ ֊т С—-------------- '----------- *------бы, яС6<->.

I«։-’ . •
Отсюда, пользуясь обозначениями (3.12) И) (3.13)> имеем тождество

֊( -^-л + [Ф'(*)У  2 с*̂[ ф<2)1-

2яг4^՜2 ..

_2С.М”«=^ 1՝ 

л-0 . У ,

Д , . . 1 ।
р (ш) — 2 сл <Ра (го) (го)]*-* 

о ) б<ш, г (7՜։.

(3.19)

3’
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Заметим теперь, что, как уже было отмечено в процессе доказа
тельства теоремы 4, при п— + °° правая часть тождества (3.19) рав
номерно стремится к нулю внутри области

Далее, согласно теореме 1, ряд
л*

Р (то) = 2 С*<р*  (то)
А-О 

равномерно сходится внутри множества {!/«*} “, определяя в об
ласти мероморфную функцию из класса Н2 {а*}

. . В(ш) ~/ 1 \ л , 
р(ш)=------- р(—*.

■и) \ы /

Ввиду сказанного, переходя к пределу при п-> + оо, из (3.19) 
получим представление (3.17), где

Лг)=Р(Ф(г)][Ф'(г)Р =

и почти всюду на Г
(С) ==р[Ф (01 [Ф'(01и> =Л9 (Г).

Наконец абсолютная сходимость ряда (3.16) в точках множества 
6(-) — (“*}»  вытекает из условия (3.6) и из утверждения б) леммы 3.

б) При достаточно малом з^>0 и |%| < —, если С0£Г, то

- Со + гее (” + М 6 6(+), я, - Со - гае' <’• + .

Согласно известной теореме теории интегралов типа Коши, почти 
для всех точек С<> С Г имеем*

»-о (2кг‘ р С—2кг .) С—г. ]

притом равномерно относительно Фо ^|%| ֊С 

Так как почти для всех Со£Г
1ппГ(я2) =я(^), 
•-»О

(3.20)?Со),

то наше утверждение (3.18) следует из представлений (3.8) и (3.17), 
в силу предельной формулц (3.20). .

3.2. (а) Чтобы установить теорему разложения по системе 
{Л/а^я)}^ приведем несколько дополнительных определений.

Пусть, как и выше, <и(+>— область, ограниченная жордановой 
спрямляемой кривой Г. Принято говорить, что голоморфная в области 
С?+) функция/(г) принадлежит классу Ер ((?+>) (Д>0), если суще
ствует последовательность контуров Гя £ 6<+>, сходящихся к Г, и та
ких, что

См. [11], стр. 190.
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зир | \ |/(г)? |</г| 1<4- с°.
1<л<*  ( . |

• См. [11], стр. 203-209.

Гп

(3.21)

Известно, что любая функция / (2) Ер (б^+0 имеет почти всю
ду на границе Г угловые граничные значения / (С) (Г). Известно
также, что класс £^(6Ж) совпадает с множеством функций/(г), 
представимых посредством своих угловых граничных значений / (С) ин
тегралом Коши*

/(*)=  Л Г г— ^+)- (3.22)

Легко видеть, что Ер (б{+>) с Е1 ((?+>) (р>1), и поэтому фор
мула (3.22), в частности, имеет место также для любой функции 
/(х)С£։(С?+)).

Полагая далее, что Г £ (Л, обозначим через (б(т)) множе
ство голоморфных в области б(т) функций, представимых в виде ин
теграла типа Коши

/ (г) = -к Д = к (г; 8), г £ , (3.23)
2՜։ и С—г

где § (^) — некоторая функция из класса (Г), т. е. такая, что 

?(С) = [Ф'(С)Г_,/‘?(С), ?(С)^4(Г).

Очевидно, что если /(г) £Е2 (б(+)), то имеем

/(2) = АГ (2;/), 

где/(С)С^1/’,(Г) = Хг(Г).

Теорема 6. Пусть Г £ £/$ (О ։ <П) м последовательность 
полюсов порождающая систему {МК\х)}в, удовлетворяет 
условию

2 (1- |Ф («*)!- ’) = + °о. (3.24)
*-0

Тогда любая функция
/(г) = К(г; ^Л^(6<+’) 

допускает абсолютно и равномерно сходящееся внутри области 
б<+) разложение

/(*)  = 2 С*  (£)^(х), 2 6 (3.25)
л=о

где
С*(Я)=  Afя(Q[Ф'(Q]^՜, ?*[Ф(0]  ֊ =
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= — Г gрг («,)](»»•' (w)]՝>^ô—, (3.26)
2ni J W

|»|-1
причем

ЗЫ*№<+*-  (3.27)

3 (1- |а,|)=2 (1 -1 ф (ш*)|-1) = 4-оо. 
А-0 ' *.^0

Следовательно, согласно предложению 3' (§ 1), система {з*(ш)}.7 зам
кнута в классе функций Н... Отсюда следует, что, обозначая

«г-О

Доказательство. Положив, что точка z^Gf + > фиксирована, рас
смотрим функцию

* VJ х
голоморфную в области D(~> — П>1}. Тогда функция

у.:(с;г)=^-у-(р о-28')

очевидно голоморфна в круге D(+)={C; |С(<^1}. Докажем, что при каж
дом z£6(+), как функция от С, (С; z) £ Н,.

В самом деле, обозначая
J (z) = inf |С — z|>0, 

ter
для любого 1'1 = р > 1 будем иметь

|4r(w) — z|>d (z).
Поэтому

litn sup f|X4 (pe'°; z)l'~ tJO -C

P-4« J 
0

2k

-<[J(z)]՜2 lim sup l |’ir/(pe'0)|2,I_d> JS < + oc (3.29)
p-»i+o J

о

поскольку при Г £ f/.s, как уже было указано выше [2.2 (в)], интегра
лы справа в (2.23) ограничены числом, не зависящим от р.

Однако, по (3.28') при 0 < г 1

откуда, ввиду (3.29), следует, что X*  (С; г)^Н,.
Далее, имея в виду способ выбора (2.3) последовательности 

{3*}(7,  порождающей систему {?*՛  (С)}о°, в силу условия (3.24) имеем
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льЮ С 1^1 (*=0,  1, 2, • • •),

будем иметь разложение

= 3 а*  (г) 7*0,  * €<?+), 
Л-0

сходящееся равномерно внутри круга {ш; | и> | 1} и в среднем
на ее границе | та | =1.

Из формул (2.31') и (3.28՜) вытекает, что это разложение можно 
записать я виде

4 /X; г) = 2 (г) ЙЙТ, г С <?+) •
՝ ■ ’ ' к-0

Наконец обозначая = ш и принимая во внимание значение 
(3.28) функции 7, (и; г), приходим к заключению: разложение

= 2 Л/?’ (*)  {-X о/-XX п е г $ (?+) (3.30)
*^и ՛ ш \ Ш /)

сходится в среднем на окружности |ш|=1 и равномерно внутри об
ласти 2?,_> при любом фиксированном

Теперь после замены переменной интегрирования С= ^’(ш) для 
функции /(г) — К (а; g) получим представление

Яг) = ֊х с^(^]та]^= 
2֊г 3 ^(ш)֊д

= ֊7 Г И*՜  («)Р'(»)]' /л (ю; *)  <1и>, г £ (?+>. (3.31)
аЬ •*?

|Ю|-1

При этом, так как g (^) £ 1гР (Т7), т. е.

г С) = [Ф^ОГ՜'^ С), * С) € ^(Г),
•то

1$ {адр' («орг |<м=С £ он |Л| <+а»,. (з.з2)

|®1-1 г

Подставляя теперь разложение (3.30) функции 7, (иц ?) в форму
лу (3.31), заметив при этом, что это разложение сходится в среднем 
на окружности |ш| = 1, получим требуемое разложение (3.25)—(3.26). 
При этом ряд (3.27) сходится в силу условия (3.32) и неравенства 
Бесселя. Наконец из условия (3.27), в силу теоремы 4, заключаем, что 
разложение (3.25) сходится равномерно и абсолютно внутри области 
.6(+). Итак, теорема доказана.
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(в) Отметим, что условие (3.24) не только достаточно, но и не
обходимо в остальных условиях теоремы б. Этот факт, установлен
ный впервые Г. Ц. Тумаркиным для системы {М}, Л(г)}0", вытекает не
медленно из теоремы 4.

В самом деле, если

2 (1-|ФМ֊։)<+~ 
к-0

и если функция /0 (г) допускает разложение вида (3.25) —(3.26), то. 
согласно теореме 4, существует функция #0 (') £ (Г) такая, что

причем почти всюду на Г функция Яо С) совпадает с угловыми гранич
ными значениями некоторой функции Го (г) из класса «»*}.

Это значит, что при нарушении условия (3.24) теоремы ’ произ
вольная функция класса Л] (б >) не разлагается в ряд по системе 
{М^)}о, т. е. условие это необходимо.

(с) В заключение сделаем следующее замечание о единственности 
разложений по системе

Независимо от того выполняется или нет условие (3.24} имеет 
место следующее утверждение.

Если некоторая функция

Ц։) = К(г; ^)€^(б(+)) 
разлагается в ряд вида (3.25)—(3.26), а также в ряд

/(г) = с\ (г), (3.33)-
*-о 

»де

то

ел = с*  (я)

2 |с;|а< + оо,
*=0

[ Я [*(™)]  [*'(*)]' Ж)
' , ю

(3.34)

(4 = 0,1, 2, .֊•).

(3.35)՛
В самом деле, если функция /(«) разлагается в ряд вида (3.25)— 

— (3.26), то, обозначая

Ро(ш) = 2 с*  (я) №*,  Яо (Я = [Ф' С)Р р [ф О], :€Г, 
*-0

согласно теореме 4, будем иметь

2пг .) С —г 
г

Аналогично из (3.33)—(3.34) следует, что если обозначить 

(3.36)

(337)>
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р*  («)=£ с„ го*,  ? С) = [Ф' С)? ?♦ [Ф О],: с Г, (3.36-) 
*-о

то имеем еще

/(*)  = г^С?^. (3.37')

Из формул (3.36), (3.36՜) и (3.37), (3.37՜) вытекает тождество

— Г [Ф՜ С)? {р*  [Ф С)] ~ Ро.[Ф.(')] = 0 гГ(7+). (3.38)
2֊/ 3 : - г ’ "

С другой стороны, очевидно, что интеграл (3.38) в области пред

ставляет аналитическую функцию, имеющую порядок О в окРест՜ 

ности точки а= ՛-. Поэтому тождество (3.38) приводит нас к заклю
чению, что функция

[ф' (9У {?*  [Ф О] - ?о [Ф (՝)]}. ’ 6 г 

аналитически продолжается во всю область притом так, что при 
г —> оо

[ф' « {р*  [Ф (г)]-Ро [Ф(г)]} = О (—) ■ 
\г /

Поскольку в области Ф'(я) =# О, причем Ф' (оо) ^>0, то функ
ция р*  [Ф (х)] — р0 [Ф (г)] также голоморфна всюду в области (7<—) и 
имеет порядок г՜1 при г = °о.

Иначе говоря голоморфная в круге £><функция 
ге

р*  (ги) — ?о (и») =2 {с*  — Сл (#)} го*  
л-о

аналитически продолжима на всю плоскость го, т. е. является целой, 
причем при ш ֊*  оо она имеет порядок О (Ч?՜1 (го)) = О(го-1). Отсюда 
по теореме Лиувилля следует тождество р*  (го) = р0 (го) и тем самым 
формулы (3.35).

§ 4. Разложения по системе {7И1'”(2)}о> (продолжение)

4.1. (а) Продолжая пользоваться обозначениями, введенными в 
§§ 2 и 3, в данном параграфе мы проводим дальнейшее исследование 
разложений функций по системе (МН(г)}(Г, в принципиально отличном 

от теоремы 6 случае, когда последовательность ее полюсов 
удовлетворяет условию

2 (1-|Ф(“*)|- ։)< + оо. (4.1)
л-о

Докажем сначала одну важную для дальнейшего лемму.
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Лемма 4. Пусть Г^6Л(0<5<1) и последовательность ком
плексных чисел {ш*}«"  £ 6'՜’, порождающая систему {Ж*  )(г)}17, удов

летворяет условию (4.1).
Тогда при каждом г£(?+) всюду в области /7-)= {ю;

и почти всюду на ее границе !го) = 1 справедливо представление

•/ / \ V ( \ I 1 / 1 \/л (ш; г) = — Г ( —; г ) + —- .и ( —. 2 ) , (4 2)
•из \«> / -азВ (из) \ V} )

где в области О{ ’={»;£ 1}

Г(:;г)=2 Мл)(х)?н:)€^ (4.3)

Г , 1 С 3(0 ГНО]1-' л
Ь } 2г.г 3 [Ч-(0-г](1֊Г,) (4.4)

оГ։ = п ~ ՝- ՝-՝ = п֊ф՜- —

аОл-’*'  я*
. |ф 

ф (•«*)
(4.5)

При этом разложение (4.3) сходится к функции Г (г,-,г) равномер
но относительно ' снутри круга О(+) и в среднем к ее граничным 
значениям на окружности |’| = 1.

Доказательство. Пользуясь тождеством (1.3), а также формулами 
(2.31), (2.3Г) и (3.28), 3.28'), при ^С1+) иг£С+) имеем

1 / 1 \ ч 1 (‘ ’/•*  (/; г) , ,,,
— ; 2 ) = <’! г) 7Г -----7Т 1<*1  =

1/1-1

= 2 М\Г(г)ъ (*)+ С ^1±Ц0-^.Дг) |Л|։
*-о 2" |ц_։ 1 ’*

где
" Ф-» (»»)-: |Ф(Ц>)|

1Д1—ф֊1 («>*):  Ф(о>*)

(4.6)

(4.5')

Далее, переходя в формуле (4.6) к сопряженным величинам и за
метив при этом, что

Вп+г (ч) = Вг.-1 

и при |/| = 1

7..՞ (<; г) = (^; г),

после замены переменной Г՜1 = -из получим при

[Вл+1 (то)]-1 Г Вп+։(07.,(/;г) _ >(п ։(2> г
-1 —------- --------------- -------- сИ = )п -‘г/п . V

д~г ) •из — 1
|/|=1
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V Ш-*
то, заметив, что \ = 4՜ (хи) г й’՜'—любое, тождество (4.7) можем 
сать в следующей эквивалентной форме:

запи-

֊ = X Ы я1”С)+

, [Ф'С)1'-’ Г Д^1[ФЬ)][Ф'№ 
2п/л+1[Ф(:)И (ъ ֊ г)[Ф о - Ф(т.)] 1

при любом и г£(7:), где

(4.8)

р<->) (-\_  [Ф (’)]' 1 а
К*  ------ Р* !

(1-ЫТ» [ФТ)]1-*  
Ф С) - вк [Ф (С)]

(Л = 0,1, 2, •••). (4.9)

Отметим, что система {/?* А)(г)}о голоморфных в области 6<-) 
функций ортонормальна за кривой Г с весом |Ф' (^Я21՜1 С (Г).

В самом деле,

ф'(С)Г,-։ 4Л) гХЧ)՝ |Л1 =

= ^֊ [ ?7(0?Л0 |Л1 = 'кг/ (р,<7^0,1, 2,---). (4.10)

К-1
Заметим теперь, что поскольку 7-, (е'6; г) £ (0; 2՜), то пользуясь

предложениями 4°—5°—6՝ (§ 1) и поступая так же, как и при доказа
тельстве теоремы Уолша 7° (§ 1), будем иметь

Ит №='о I \ [ --֊)/д(/;2) <&, »££><->. (4.11)
2 то (хи) 1 ш—{

1И-1

Далее, вследствие условия Г £ Щ, если |'ш| =/= 1 и то

В (е'в)[ЧГ (е<9 )]■—т 
[«•(е«®)—«](«,-««)

£Ь2 (0; 2г).

Поэтому легко видеть, что при каждом фиксированном ин
теграл

1ц(:;г) = А_ С «]-. л

Н1=1

как функция от С в области 29(+) принадлежит классу /7։.
Итак, из (4.11) следует при и что

Пт /п ’ = 
п -* «

1
------------ г
хиВ (хи) \ хи

(4.12)
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С другой стороны, согласно лемме 3,

(г)|=< + °°, 
«-о

гСб(+)

и, поскольку система (?*(»)}о  также ортонормальна на окружности 
|С|=1, ТО утверждения теоремы о природе сходимости ряда

Г (С; г) = 2 г(2(?+)

относительно переменной »ио том, что Г (С; г) £ Н2. непосредствен
но следуют из теоремы 1. Поэтому из (4.7) выводим, что для любо
го г £

Нт /£’ = —А—; А ш££К֊). (4.13)
П •*»  ш \ и> /

Переходя к пределу в тождестве (4.7) при п ֊► ос> ввиду (4.12) и 
(4.13), получим формулу (4.2) леммы для и го Наконец,
поскольку тождество (4.2) имеет место для всех го££)(—), причем от՜ 
дельные его слагаемые, очевидно, почти для всех точек окружности 
|я>[=1 имеют граничные значения, принадлежащие классу (0; 2«), то 
оно справедливо также почти всюду на этой окружности.

Отметим, что аналогичным переходом к пределу в тождестве 
(4.8) при п-»оо, поличим соотношение

г—= 2 ^)ий,1(9 +
’ - г *=0

[ФЧОГ- Г Д[Ф(п)1Ф'0>)Г , г г й(+) 
ЫВ [Ф (С)] 3 (ч - г)[Ф С)֊Ф (т))] 6 с

Г

(4.14)

справедливое для всех и почти всех С£Г.
(в) Как уже было отмечено в дополнительном замечании к теоре

ме 6, в случае сходимости ряда

2 (1- |ф (О)*)!֊ 1 ) (4.15)
А—0

произвольная функция класса Х?25)(б(+)) не допускает разложения в 

ряд по системе и)}0”.
Докажем основную теорему данного параграфа, содержащую яв

ное выражение для разности

/(г) ֊2 с*(г)^ ’м

з случае сходимости ряда (4.15), для любой функции {(г) = К (я; £
£*Г(6 (+)).

Теорема 7. Пусть Г £ Пз (0 -<С з 1) и последовательность 
комлексных чисел \ порождающая систему {•М* ։\-г)}о’ ,
удовлетворяет условию
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2 (1-|Ф(«^)|֊։)< + =с- 
к-О

Тогда любая функция

/(г) = К(г; 8) £ /&Х&+))

допускает разложение

/(г)=2 ск(8)М?(г) +

+_1_ С ЙВДЦЧпОР ш /±. г \ 2е 6(+),
2я/ и шВ(ш) у а? /

|ш|=1

с*<?)  = ^֊7 Г 6 [’Г («ОГИ«)]^) =
2^1 J хи

!•!-1
= =М Я (О № (9 Л (к = 0,1, 2,. ■.), 

2~г иг

№(С)= ~"фо~‘ ?*[ФГ’)]։ ’€Г‘
Кроме того, имеем

2 |с*(я)1 ։<+ос, 
А֊0

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

а ряд, стоящий в правой, части (4.17), сходится абсолютно и рав
номерно внутри области О֊+\

Наконец, при ш = е‘е в формуле (4.17) под о> ( —; г следует

понимать граничное Значение функции

ш(г;2)=Л. Г.Д(р[*'(*)Г'
2*/ 1^։[’Р(О֊г](1֊;о (4.21)

в точке С = е՜^8.
Доказательство. В ходе доказательства теоремы 6 мы опирались 

на формулу (3.31)

_1_ Г 
2*г  ] 

1»1-։

(™)Р 7.3 (ш; г) 4и>, в^.

Отсюда, пользуясь тождеством (4.2) леммы 4, справедливой почти 
всюду на окружности |и?|=1, получим представление

/(^) = — (* +

I \ ю / чи
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+ 1 Г ю (±; Л <1п, г е &+). (4.22)
3 шВ (и)) \ IV /

|в'| -։
С другой стороны, пользуясь обозначением (4.18), имеем

1 Р / 1 \ с/ти п {Л д*(«ОП'МР г(-; -)= 2с*Ы + 
2՜։ и 4 ' *-о

|«г|=1

_|_ _1_ [Ч?(ш)]Г₽'(«0Р -! Г (—; Л֊ 2 МР И г* ==
2к։ и 1 \ш / л-о \ш/| то

|»/-1

= 51° (я) 4- 51։) (г), г е б։+). (4.23)

Ввиду ТОГО, ЧТО § (») с ^2 > (О» т> е*

У 1я [Ч«')!’®՜' (то)р |2 |Жо| < + со, (4.24)

(Я'1-1

для функции 5а՜' (я) получим оценку

51а)(я)|<-^ [ Г |Г (то; *)-£  МЧ*)  М2 |4/то| I

2к »-о I 
> ^С<+), (4.25)

где с0 не зависит от п.
Но, согласно лемме 4, при п—► + оо интеграл (4.24) стремится к 

нулю при любом 2£(Ж Поэтому после предельного перехода при 
п -» л из тождества (4.23) получим, что справедливо разложение 

^7 ^[^(™)НЧ№)рг^;г^ = 3 с*(г)М 4,и), (4.26)

причем сходимость ряда (4.20) следует из условия (4.24), в силу фор
мул (4.18) и неравенства Бесселя. Ряд же (4.26) сходится абсолютно и 
равномерно внутри области <?+) согласно теореме 4.

Из (4.22) и (4.26) следует представление (4.17). Таким образом, 
теорема полностью доказана.

4.2. (а) Обозначим через (С(+)) класс голоморфных в области 
б'4՜' функций, допускающих разложение вида

/ (г) = 2 ск (г), г 6 (?+>, (4.27)
*-о

где

2 |с*Г<  + оо.
4-0

Согласно теореме 6 классы А2Л) (С(+)) и А^,)(б<+)) совпадают в 
случае расходимости ряда
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2(1- |ф (шЛ) ֊1),
*-о 

а если он сходится, имеет место строгое включение

Кр (6(+))сЛ^(6(+)).

Из теоремы 7 непосредственно получается
Следствие. При условии

2 (1—|Ф(«“*)1՜ 1 )< +00
*-0

класс совпадает с множеством тех функций { (я) \С ),
для которых выполняются условия:

а) имеет место представление

/(г) = К(г; 8),

б) функция § С-,) — из класса /.^’(Г) и такова, что

1 Г /А. \ г€С(». (4֊27<)
) 11)13 \ш) \ю /

1«Т-1

(в) характеристику класса А5>(5) (6(т)) можно сформулировать в 
более обозримой форме.

С этой целью обозначим через Ер (Г) множество функций £ (') 
из класса РР(Г), почти всюду на Г совпадающих с угловыми гранич

ными значениями некоторой функции П (г) из класса ш*},  т. е. с
граничными значениями мероморфных функций вида

Г(я) = —£Р-^-[ф' (2)р Г(—\ г
Ф(я) Л \Ф(я)/’

гдеГ(ш)^/72.

Другая характеристика класса (С(+)) дается следующей те
оремой.

Теорема 8. При условии
1«
2 (1- |Ф (ф*)Г ։) < 4- со
*=и

класс Кр (й։ ь)) совпадает с множеством тех функций/ (я) '),

для которых при некотором #(£)££■?’ (Г) имеет место представ
ление

/(г) = К(г-,8), г£в(+Р (4.28)

Доказательство. Пусть /(я) € ^2Л)(б<+)), т. е. имеет место разло
жение вида (4.28). Тогда по теореме 4 функция /(я) допускает пред

ставление (4.28), где^ (С) £ РР (Г).
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Обратно, пусть функция / (г) допускает представление вида (4.28), 

где а (С) £ £2^ (Г), т. е. почти всюду на Г имеем

фо \фо/
где(то) — некоторая функция из класса Н2. Тогда будем иметь

Но, согласно лемме 9, при любом имеем ы(^;г)£Н2, и,

поскольку У7 (С) С Нз> то

Поэтому из (4.29) легко вытекает также, что при любом г (0<^г<^1) 

и(г)= -֊^ Г?(С)ш(С;г)Л, яС6(+)- (4.30)
2кг J 

|:|-г
Подставляя теперь в (4.30) значение функции ш (С; г) из формулы 

(4.21), после очевидно допустимой замены порядка интегрирования, 
получим

и |=1 Г.1-Г

Однако, так как Г (') £ Н2, то очевидно, что при всех |<| = 1

Г™ ж-о.3 1-л 
1Ц-Г

Отсюда и из (4.31) следует тождество 

и(г) = 0; г ^6^, 

и значит, ввиду приведенного выше следствия теоремы 7, можем ут

верждать, что / (г) £/^(б*՜ ’). Теорема доказана.
(с) Наконец, приведем обращение теоремы 5, что вместе с тем 

является также значительным усилением теоремы 8.
Обозначим через л, {С?+); О(~>; ад*}  класс функций /(г), опреде

ленных на множестве

С{Ш*}  = бг+)+<?<-'-{шОо"

и удовлетворяющих условиям:
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I) /(։)=2.(л<2Л, г$С|->,
2*1  J г 

г

2) !(г)=^^с!'+Г(г), я^֊’,
2*1  и ; — г

где К(г)^Еа}{0( «»*),  причем почти для всех С£Г, а (С) = £’(£).
Теорема 9. Класс {б“։; Ог՜^; ш*}  совпадает с множеством 

функций / (я), представимых на С {ш*}  в виде ряда

/ (я) =2 слМ” (г), г ( в Ы, (4.32)
*=о

где

2 |с*| 2<+ °с.
*-и

Доказательство. Что ряды вида (4.32) сходятся на множестве 
б {<«>>} и представляют функции класса >։{б(+); ш*}  было уже ус
тановлено нами в теоремах 4 и 5.

Обратно, если /(я) б1՜’; и>*}«  то из свойств 1) и 2)

следует, что имеем также: /(я) £(б(+)).. Поэтому согласно тео
ремам 7 и 8, справедливо разложение

/(г) = 2си^)М5) (г), 2ес(+).
*-о 

где

2 |с*(£)| 8<+а>,
Л-0 л •

Однако, согласно теореме 5, этот же ряд сходится и па множе
стве 6' — притом к сумме

/.И=У^+Г.И,

где (я) ££2''[б( «*}  и Я0(С)=/’0(С) почти для всех >£Г. Таким

образом, для завершения доказательства теоремы достаточно устано
вить, ЧТО /е (я) = / (г), я£ б(-) — {«*}()'.

С этой целью, во-первых, заметим, что по той же теореме 5 и в 
принятых там обозначениях почти для всех Со £ Г

Нт [/ (:0+ г-е (т' +%)- /е (:0 - пе՛(”+%)) } =0, (4.33)

поскольку, очевидно, /:(я)-=/(я), я^б+>.
Во-вторых, заметим еще, что из представлений 1) и 2) функции 

/(я) следует также, что почти для всех ^сгГ
Нт / (Со + гее'(5"+ Ье1 + *։)) ) = 0. (4.34),

64-4
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Из (4.33)—(4.34) вытекает, что мероморфная в области функ
ция fe (z) — f (z) почти всюду на Г имеет нулевые угловые граничные 

значения.
Отсюда по общей теореме единственности для мероморфных 

функций вытекает, что /е (Հ) = / («)•
Возникает вопрос: в случае, когда контур Г неспрямляем, либо, 

в более общем случае, когда G4՜ = К есть произвольный ограниченный 
континуум, в каких классах функций система [М1̂ (z)]ô продолжает 
оставаться базисом в том или ином смысле?

По-видимому поставленный вопрос представляет особый интерес 
в том случае, когда последовательность полюсов {«л},՜,'системы {Л/*  (z)}ô 
удовлетворяет условию (4.1).

Институт математики и механики
ЛН Армянской ССР и Ереванский Поступило 30.XI.1966

государственный университет

1Г. 1Г. ՋՐՈԱՈՅԱՆ

ՖԻՔՍ ՐԵՎԵՌՆԵՐ ՈԽՆԵՑՈՂ ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ 
ՍԻՍՏԵՄՆԵՐՈՎ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐ է

• Հ 
Ամփոփում

Հեղինակի մի աշիւատանքում [/] կառուցված էր (k =0, 1, 2, . . .)
ռացիոնալ կո տորակների հատուկ սիստեմ. {(l)t} f (k = 0, 1, 2,...J ֆիքսած 
բևեռներով, որոնք ընկած են փակ մ որդան լան ուղղելի եղր ունեցող G<+> միա- 
կապ տիրուլթից դուրս։ Ալղ սիստեման իրենից նև րկս։ լացնում էր ֆարերի 
բազմանգամների սիստեմի բնական ընդհանրացումը ալն դեպքի համար, երբ 
բոլոր բևեռները կո։ տակված չեն Z = CO կետում, ալլ ընկած են տված 

|10/(}Г կետերի հաջորդականութլան վրա։
Ներկա հողվածում բերված են ֆիքսած բևեռներ ունեցող ռացիոնալ կո

տորակների սիստեմներով վերլուծ ութ լան վերաբևրլալ հեղինակի նոր հետա֊ 
ղոտութլունների րնդարձակ շարադրանքը։

м. м. d2rbaSian

EXPANSIONS BY THE SYSTEMS OF RATIONAL FUNCTIONS 
WITH FIXED POLES

Summary

In author’s earlier paper[1]a special system {Mk (z)} (Jc=O, 1, 2,-••) 
of rational functions with fixed set {»*} “(£ =0, 1, 2,-• •) of poles lying 
outside of a simply connected domain G(+) with close Jordanian recti
fiable boundary Г, was constructed. That system presents a natural 
generalization of the system of Faber polynomial, in the sence, that 
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the poles constitute a prescribed sequence {«*}Г  rather than condence 
at z =■ oo.

This paper describes author’s latest research in the field of expan
sion by the sets of rational fractions with fixed poles.
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