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Г- В. ГЕНДЖОЯН

О МОДИФИКАЦИИ ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ СХЕМЫ МЕТОДА 
ЧАПЛЫГИНА И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯХ

функциональная схема приближенного метода, предложенного 
С. А. Чаплыгиным для решения дифференциальных уравнений [1], 
впервые разработана А. Н. Балуевым [2]. Впоследствии она развива
лась и конкретизировалась С. Н. Слугиным [3], [4] и другими авто
рами. В настоящей работе мы вкратце изложим часть функциональной 
схемы метода Чаплыгина, относящуюся к алгорифму получения дву
сторонних монотонных (чаплыгинских) приближений, приведем ее не
которые видоизменения и остановимся на применении этого метода к 
решению первой краевой задачи для одного частного класса квазили
нейных параболических уравнений второго порядка.

1. Фукцнональная схема метода

Пусть в частично упорядоченной группе X, полной относительно 
некоторой разумным образом выбранной сходимости, дано (в общем 
.случае нелинейное) уравнение Р (х) =0 [4]. •

Как операция Р, так и операция Г, которую мы определим ниже, 
отображают X в такую же группу К При этом предполагаются вы
полненными условия:

1. Существует аддитивная, положительно обратимая операция Г 
такая, что для любого положительного Дх £ X имеет место неравенство 

.(условие Н. В. Азбелева)
Р(х4-Ах)֊Р ^х)<ГАх. (1.1)

2. Существуют элементы х0 и у0 такие, что

*ХДо и Р(хвХ.0<Р (у0). (1.2)

При этих условиях, если последовательности хп и уп определить фор
мулами

хл+1 = Хп— .г՜՜1 Р {хп\ уп+1= Цл —Г-1 Р ,(уп), а=0, 1, 2---, (1.3)

то имеют место неравенства
Хл< Хл+ХДл+1<Дл. (1.4)

В самом деле, обозначая: охд = хя+1 — хл, °Уп = Уп+1—Уп, из (1.3), 
<(1.2) и։(1Д) получим Зх0 = —Г՜1 Р (*о) > йДо = _Г՜1 Р (Да)՜^0- Далее,

Р (х1) = Р (*о + $*о) < Р (хо) + Г8х0 =0,

Р (у^ =-Р (Уо 4- гДо) > Р(уо) — Г.(— »До) = Р (Уо) + Год0 =0,
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У1 - X, = Уо ֊ х0 ֊ [Г֊> Р (у0) - Г-1 р (Хо)] = г-։ [Г (у0 - ХО )- Р (у0) +

4՜ Р (х0)] >0.

Этим доказана справедливость неравенств (1.4) для п =0 и соотног 
шений (1.2), если в последних заменить пару (л֊0, у0) через (х։, У1У-. 
Методом индукции завершается доказательство утверждения. Заметим, 
что если х* —некоторое решение уравнения Р (х) =0, х0<х* у07 
то аналогично предыдущему, легко установить неравенства

Хп-^Х* -^.ул, п = 1, 2, 3,

При некоторых дополнительных условиях (см. [4]) исследуется 
сходимость ХЛ и уп К X*.

В применении к нелинейным задачам описанная схема суть неко
торая разновидность метода линеаризации: уравнение Р (ип+\) =0 за
меняется уравнением Р (ип) 4՜ Г (ип-ц — иЛ) =0 с дополнительными ус
ловиями (1.1) и (1.2), соответственно, на операцию Г и на начальные 
приближения (х0, у0). При рассмотрении задачи Коши для дифферен
циальных уравнений (обыкновенных или в частных производных) 
проверка условий (1.1) и (1.2) не встречает особых трудностей. 
Однако в нелинейных краевых задачах ситуация значительно услож
няется. Проиллюстрируем это на примерах.

Р(у)=-у"4-/(х,у, у')=0, у(0)=у'(0) = 0, 0<х<1.

Предположим, что функция / непрерывна по х и ее производ
ные /у и /у< в области 0<х<1, у2 + у'2<ж ограничены

\М<М,

Так как Р (у 4֊ Ьу) — Р (у) = ~ ХУ՛՛ 4֊ / (х, у 4՜ ±У, у' 4֊ ±у')— 
—/ (х, у, у') = —Ду" 4՜ /у'±у'-\-/у^У> то естественно операцию Г искать 
в виде ГДу = —Ду"-|- к&у' + 1&у, где к и I—постоянные. Тогда условие- 
(1.1) принимает вид

/у- Ду' 4֊ /у Ду < кку՛ 4- Му.

В силу заданных начальных условий оно выполнено для любых к~> М 
и / > М, если Ду' ^>0. Исходя из этого С. Н. Слугин рассматривает

.Г

Р (у) как операцию над у'(х), т. е. Р (у) = — (у')' 4՜ / (х, у' (<) Л, у,');

о
взяв в качестве X подпространство функций из С1, обращающихся в; 
нуль в точке х =0. Операция Г г примет вид Гг=— г'4֊ £х4- 

4-/^2 (0 Л. Легко видеть, что

о
р 9е? <-г-9 - аеа

Г֊1/ = - —-- --------/ (0 Л,
и Р —а
о
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где « и корни уравнения т(2— к'\—1 = 0. Положительность операции 
Г очевидна. Алгорифм (1.3) имеет вид

. > Г V (Л-') — ае։ (х~1}
Уп I (х)=уп(х)— ֊--------------------------- [— у"+/ (х, Уп.Уп)] сП.

и ? — * и
У С. Н. Слугина, описанная нами схема применяется фактически к 

старшей из производных, входящих нелинейно в левую часть диффе
ренциального уравнения. При этом получающиеся монотонные после
довательности этой производной индуцируют, благодаря начальным 
условиям, такую же упорядоченность для более низких производных, 
т. е. получаются двусторонние монотонные приближения самого ре
шения.

Если поставить краевую задачу для того же уравнения

— у" + / (х,у, у') = 0, у (0) = у (1) = 0, 0 < х < 1, (1.5)

где / (х, у, у՛) удовлетворяет еще дополнительному условию /у>0, то 
упорядочивать производные уже нельзя, потому что сами функции тог
да не будут удовлетворять граничным условиям. Если упорядочить 
класс функций у (х), то невозможно удовлетворить условию (1.1):

— '‘У՛՛ + /у' 'У՛ + /у3У < — <у" + к (х) ьу' I (х) Ъу при йу >0.

Действительно, для любой пары функций к (х), I (х) найдется дважды 
дифференцируемая на отрезке [0,1] и обращающаяся в нуль на его 
концах положительная функция оу, для которой нарушается нера
венство

(£ (х) — /у՛) оу' + (/ (х)— /у) оу>0.

Оказывается, если в условии 1 вместо неравенства (1.1) выставить 
более слабое требование: именно условие

Р (х + Дх) — Р (х) С ГДх при ГДх > 0,

то существенно расширяется класс задач, решаемых методом Чаплы
гина. С таким видоизменением функциональная схема применена для 
решения задачи (1.5) в работе [5]. В многомерных задачах типа (1.5) 
(первая краевая задача для уравнений в частных производных второго 
порядка) даже для видоизмененной таким образом схемы не известно, 
как построить операцию Г, т. е. получить линеаризованное уравнение 
Р (Уп) + Гйул = 0 для нахождения невязок оуЛ двусторонних приближе
ний. Для таких задач применима следующая модификация функциональ
ной схемы, более непосредственно отражающая сущность метода дву
сторонних монотонных приближений.

Пусть операция Р (х), определенная на X обладает свойствами
1) Из Р(х) <Р(у) следует, что х֊Су.
2) Существует аддитивная положительная операция Г, оп

ределенная на множестве Р (х) со значениями в X, удовлетворяю
щая условию: из Р(х)^>0(<0) следует, что



296 Г. В. Генджоян

Р(х֊ГР(х))>0«0). U-6)

3) Существуют элементы х0, у0 такие, что 
P(xo)<O<P(i7o).

Тогда, определяемые формулами
хя+1 = хя - ГР (хл), уп՝1=у„-ГР(у„), л = 0, 1, 2, • ■ • С1-7)

последовательности хп, Уп удовлетворяют условиям

хп -С Хл+1 С ։/л+1 -Cj/л-
При этом, если Р (х*) =0, то хп -С х“ уп.

Доказательство высказанных утверждений мы опускаем, ввиду их прос
тоты. Отметим, что, в отличие от предыдущих функциональных схем, 
в этой — невязки 8хл и ьу„ получаются непосредственно из алгорифма 
(1.7), а не как решения линеаризованной задачи. Такая схема была 
использована в работе [6] для решения задачи

— Д и 4֊ / (х, и, их) =0, и/, — 0.

Q л d* L д* ■ л-Здесь л = ——j- -f- —----- оператор Лапласа, о — граница области,
0X1 ОХч охз

в которой рассматривается уравнение. В настоящей работе мы при
меним ее для решения задачи

Л
Р (u) = L и + / (х, t, и, их)^.~ — Ди 4՜ / (х, t, и, Их) =0, (1.8)

ot
. и/х =0 (1.9)

в цилиндре Д=2Х(0, 7], где 2 — ограниченная область с достаточ
но гладкой границей а в 3-мерном эвклидовом пространстве; (0, 7՞] — 
интервал изменения переменной t, а 5= L’ U I з X (0, 7]}.

Метод Чаплыгина в применении к задаче (1.8), (1.9) при л=1 
рассмотрен в работе [7], где на функцию f (х, t, и, их) наложены 
следующие условия: она непрерывна вместе со своими производными 
fx, fu, fux, fxux в области (х, t) ^D, и2 4-Kr<°°, fxux — 2f'u<0 и 

квадратичная форма вторых производных отрицательно определена

Ф = Д. а2 + 2/ш,ха? + /'„2 Р2< 0. (1.10)

Использован метод линеаризации; невязки ои„, оиЛ|з = 0 опреде
ляются из уравнения типа

twin +fux (.Un) Ъа„ +fu (un) ?m„^-P (ип) = Г8и„ 4՜ P (un)=0.

Легко видеть, что для Р (un+Г) получим
Р (un+i) = Р (ия+1) — Р (ип) 4- Р (ип) = ГоиЛ +Р (и„) 4- ф = ф <0.

Следовательно, условие (1.10) дает возможность получить лишь 
односторонние монотонные приближения иЛ, именно те, для которых 
Р (“л) -СО. Поэтому в случае, когда функция / зависит нелинейно от 

производной. их, получены лишь односторонние приближения. В этой 
работе задача рассмотрена „в малом“ (т. е. число Т предполагается 



О модификации метода Чаплыгина 297

достаточно малым). В случае же, когда / не зависит от и’х или зависит 
линейно, построены двусторонние монотонные, т. е. чаплыгинские при
ближения.

2. Применение модифицированной функциональной схемы

2.1. Введем обозначения, используемые в дальнейшем. Через 
X (х։, х։, х3) обозначим точку эвклидова пространства Е3, а через 
ur (х, t) — любую из производных (Х> (i = 1, 2, 3). Аналогичный 

dxi
смысл имеет обозначение их»; f (х, t, и, и.т„ их,, их,) обозначается че
рез / (х, t, и, и.г), а иногда и через f (х, t, и) или просто f (и); рх—рас
стояние точки х£2 до границы a, D՜ — цилиндр 2 X < t -С Т], 
П: — нормаль к s в точке Через с обозначаются постоянные, исполь
зуемые в оценках, часто указываются параметры, от которых они за
висят (постоянные обозначаются и буквами я, ß, 7, 8, v).

В дальнейшем используются определения.
Функция и (х, t) удовлетворяет по х условию Гельдера с показа

телем я (или и (х, t) непрерывна по Гельдеру с показателем я отно
сительно х) в области D, если имеет место неравенство | и (х, t) — 
— и (x't t) I -С с IX — X՛ |։, где X и х'—произвольные точки из 2, Т~

Функция и (х, t) удовлетворяет условию Аа в D, если и (х, t) 
их (х, t) vi Lu (х, t) непрерывны в DUS по совокупности (х, t) и пох՜ 
удовлетворяют в D условию Гельдера с показателем я.

Рассмотрим задачу (1.8), (1.9), предъявляя к функции f следую
щие требования. В области (х, t) Ç^DUS, иг + grad2 и < оо она по со 
вокупности аргументов непрерывна, по х удовлетворяет условию Гель 
дера с показателем я0 (я0<1)

I/ (х, t, и) —f (х', t, и) |<с |х —хТ։, (2.1)

имеет непрерывные производные fu, f Ujc, удовлетворяющие условиям 

l/ÛKM \f'ux\<M, (2.2)

где М — некоторая постоянная.
Предположим, что а принадлежит классу с2*. Решение задачи 

(1.8), (1.9) ищется среди регулярных функций, т. е. функций,՜ непре
рывных в DUS и обладающих внутри области непрерывными произ
водными, входящими в уравнение (1.8).

Докажем единственность регулярного решения.
Если и (х, t) и V (х, t) такие решения, то функция z (х, t) = 

= и (х, f) — и (х, 0 является решением задачи
s

Lx + 2 f' Uxi Zxt +fu z = 0, z/s =0.
1=1

Здесь значения производных вычислены для некоторых промежуточ
ных значений аргументов согласно формуле Лагранжа (впредь это 
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специально не будет оговорено). Функция w (х, t) = е '1' z (х, t) яв

ляется решением задачи
з

Lw + 2 fuXi wXl + (/« 4- М) w — 0, w|j =0. (2.3)
/=1

Если z (х, t) ^0, то функция w (х, t) должна иметь в области D'-S точ
ку положительного максимума или отрицательного минимума. В этой 
точке нарушается равенство (2.3). Полученное противоречие доказы
вает наше утверждение.

Перейдем к функциональной схеме. В качестве группы X возьмем 
множество регулярных функций, обращающихся в нуль на 5 и удов
летворяющих условию Л,,. Упорядочение в ней—обычное упорядоче
ние для непрерывных функций. В такой группе свойство 1 для опера
ции Р устанавливается с помощью принципа максимума, аналогично 
тому, как это было сделано только что при доказательстве единствен
ности регулярного решения задачи. Рассмотрение свойства 2. Пред
варительно докажем лемму.

Лемма. Пусть функция G(x, t, ;, ") удовлетворяет следующим 
условиям: а) она определена и непрерывна по совокупности аргу
ментов в области

х £ 2, 2,0 < ֊ < t < Т, (2.4)

по х и t при фиксированных I и՜ удовлетворяет в D՜ уравнению

—-AG+71/216^1+ЛГС=0; (2.5)
/=։

б) G. (х, t, §, ~)^֊0 в области (2.4);
в) функция

t
z (х, t) = J J G (х, t, -) ? (;, -) did֊, (2.6)

где (х, t) непрерывна в DUS и удовлетворяет по х в D условию 
Гельдера с показателем a непрерывна в DUS, z (х, /)|$ = 0;

г) в области D функция z (х, t) имеет непрерывные производ-
ные, определяемые 

dz 
дх:

формулами

? (՝> did-.-,

и в

d*z
dxi dxj

X, t, ) did--, (2.7)
О Ü

о u
и удовлетворяет условию А,

) did՜ (х, t)

)
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Тогда

е,-.) ՛՛, (=, ֊.) см՜. 62.8)
и 2

—операция, требуемая в свойстве 2).
Доказательство. Положительность операции Г следует непосред

ственно из условия б). Докажем справедливость неравенства (1.6). 
Пусть и £ X. В силу неравенств (2.2) функция Р (и) = Ьи 4- / (х, /, и, их) 
удовлетворяет требованиям, предъявляемым к функции <р(х, I) в усло
вии в). Тогда из условий в) и г) вытекает, что функция г (х, б) = ГР(и) 
принадлежит X и Ьг имеет вид

I

Ьг — Р (и) -|- ЬС (х, I, Е, ") Р (и) Кб՜.

о *_■

Рассмотрим, например, случай Р (и) >0.

Р (и — Г Р (й)) = Ьи — ЬГР (и) + / (п - ГР (и)) = Ьи+/ (и) —ЬГР (и)+
3

+ /։(и-ГР.(и» -/;(«) =Р (и) - -2 4։
1-1

'Отсюда легко получить неравенство

з
Р'.(и ֊.ГР(и))

ЗС 
дх։

+ МО Р (и) (Кб- =0.

о □

Аналогично рассматривается случай Р (и)-СО. Лемма доказана.
Для построения операции Т остается построить функцию 

'6 (х, /, Е, '4), удовлетворяющую условиям леммы.
2.2. Пусть Н (х, Е, х) = А'(х, /, ;,■:)+ § (х, I, Е, т) — функция 

.Грина первой краевой задачи для уравнения теплопроводности

1и=1(4- -б\ и = 0 (2.9)

\Л /
|.г — Е1*
<(<-Ч £

в области О. Функция А (х, 4,Е, т) = -----------------г — фундаментальное
О(£ —т)р*

•решение уравнения (2.9), а § (х, I, т)—регулярная часть функции 
Гринв, определяемая интегральным уравнением

Я (X, /, Е, ') У А (х, I, С, 6) дН^' '՛ Т) Л/0- (2-Ю)

Как известна, функция Н (х, <, Е, "՛) удовлетворяет неравенству
1 |х-Я»
4

4Э<77(X, Е, х) < А (х, Ь Е, х) = —е-^—)]-- .
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В работе [8] доказано, что для любой пары точек хи х' из 2, 
0 -С ■։ <С * -С Т справедливы оценки

-Г ՝*֊*■•; / Т . . \4 I—- е (--------в, х, ;, /, • 1
1Ях (х, I, Е, т)| < сг (в) ֊—_—р- = с^в).----- - ---- _у-----------------, (2.12)՛-

| Яг(х, /, Е, ■։)'— Нг (х', Г, Е,") I ■<

<с,(V, а) Iх _ у |% (2.13)

(*֊ '4՜ 

—‘ Г—- 
где для краткости через՛ е (н> х;, 1', т) обозначена функция е , а 
в, а, V — постоянные, удовлетворяющие условиям 

в ^>0 — произвольное число, 
0 а <1 — произвольное число,. (2.14)-

п / 1 
О — некоторое число.

Следуя Леви [9] будем искать функцию С- (х, Е, ") в виде 
/

<7(х, {, Е, г) = Н(х, I, Ъ, е) ® М, «. -) <№, (2-15))

где Ф (С, 9, Е, т) подлежит определению. Пусть функция Ф- (С, 9,Е, -) 
определена и непрерывна при С, Е£2, 0 <1" <^ 9 Т, и для любой пары 
Си С £ !2 выполнены неравенства

е (—----- ег С, ?, 9Г ”

I ф (С, 6, г, ^) I < са (в) —(2.16)

|Ф(С, 8,5, -)֊Ф (С', 9, г.гУК

(2.17), 
(8 — ")։

Здесь постоянные в, а, м удовлетворяют прежним условиям (2.14).. 
Доказательство неравенств (2.16), (2,17) будет дано ниже. 
Перепишем С (х, /, ;, г) в виде

С (х, /, С, •։) = А (х, '))+# (х, /; ;, т).+
‘ I

+ | У А (хЛ, С, 9) ф (С, 9, $, -с) + у у £ (,х; <։.:։ 9) ф.(;, 9, $, -) =.

т 0 х □

= А (х, Л т) + я (х, I, Е, + А* (х, I, Е, г) + й* (х, I,. Е„ ֊). (2Д8>
։

Рассмотрим сначала функцию А* (х, #, Е, ") = у / (х, 9, Е,-.) с/9, где.
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/ (х, 7, 9, В, ֊)= у А (х, I, 5) Ф (С, Л, ֊ < 9< I. 

Установим для нее оценку

е (--------е, х, В, 7, ”)
| А* (х, 7, ։,-))< с։ (е)------------------ • (2.19)

Из соотношений (2.11) и (2.16) получим для / (х, 7, 9։ ;։ т) неравенство

(0_.у/։ (, _,)%
Интегрируя по 9 получим 

‘ е(—----- 5> X, В, 7, т
(х, 7, В, т) | = | С/ (х, (, 9, В, т) <79 |< с5 (е)-—— ----------------- ' 

т. е. оценку (2.19). Аналогичным образом оценивается интеграл

/х (X, 7, 9, В, т)= I а; (х, 7, С, 9) Ф (:, 9, т) л

/ \ е(--------е. х, ?, /. т- I
» . с«(Е) \ 4 /

|Л (х> 0.«.”')! < _ ер (0_ту՜ (г-т)՛/^ '

Отсюда вытекает равномерная сходимость интеграла 1/х(х, 7, 9,?, т)</9

для значений / — т > *0^*0։ а также неравенство

А;(х,7,С,9) ф (С, 9

1 ► . ' 
-------- Е> X, 5, 7, -
4 ’ ’ ’ ’ ,

(#֊;)•/.

Следовательно, в £>- функция А* (х, 7, В, •։) имеет непрерывную произ
водную по х, выражающуюся формулой

:)= у у а; (х, 7, 9) ф (С, 9, ?, т) <г^9, 

”. 2

(2.20)
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при этом верна оценка

Чт՜5’**’’(2-21)
1Л.Г (*, В, ’)|<с, (а) -------- Ц — ф-------- '

Для второй производной /.։• (х, I, 0, В, ") функции / легко получить 
неравенство

с10 (s) е
2 
4

\J^ «, v, Ъ ■> ֊О (;_,)■/,

Обозначая t1 =—~—, нетрудно убедиться, что из этого неравенства 

вытекает равномерная сходимость интеграла

(*, I, 9,В, -) с/0.

Для доказательства равномерной сходимости интеграла

/.(х, 0, В, -) </0

преобразуем выражение }х (х, I, 6, В, т) следующим образом. Пусть 
у — произвольная точка из 2, тогда

Л (X, t, о, В, т) = h'x,(x, t, С, 0) Ф С, 0, В, ֊) (Г, = 

\'Х1 (х, t,0) [Ф (:, о,в, -)- ф (у, 0,в, т)] л -

--- Ф (У> 9» ’> ") J А (х, t, С, 0) cos (п., xt) (Г,, 

а

Дифференцируя это выражение по xj и полагая затем у = х, будем 
иметь

/-Ч XJ (х, t, е, J Л_; Х] (X, t, 6,0) [Ф (С, 0, в, т) - ф (X, 0, В, Т)] Л- 

S

— Ф (х, 0, 5, т) §hXj (х, t, С, 0) COS (п; , X/) Л = Д 4֊ А.

Используя соотношения (2.11), (2.16) и (2.17) получим

1^1^ СИ (а а) е (*■ х> *> ")
U-9)՜ (9-^ (<-х)в/*
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Из соотношений (2.11) и (2.16) следует, что

\ 4 /
I Л I С12 (8» Рх) Гр

При I — й0>0 из полученных оценок вытекает равномерная схо
димость интеграла

") <70 = А1 ) <7^0.

Таким образом, в области существует вторая непрерывная произ
водная функции А1* (х, 7, ;, ") по х, вычисляемая по формуле

:) <Г,<70. (2.22)

Покажем, что в области О-. существует непрерывная производ
ная А/ (х, I, ;, "), определяющаяся формулой

А< (х, 7, С, 0) Ф (С, 0,5, -) <7^70. (2.23)

В силу равенства А/ = ДА, равномерная сходимость интеграла, стояще
го в правой части последнего соотношения, вытекает из равномерной 
сходимости интеграла, входящего в равенство (2.22). Следовательно, 
А< (х, I, ;, "), определенная формулой (2.23), непрерывна. Остается 
установить формулу (2.23).
Пусть для определенности Д7^>0. Имеем

А* (х, 7 Н- Д7, т) —А* (х, 7,т) = 
Д/ 

1 Г 
• м .՝

0, ;, т) <г,<70 +

', 6)----- - 9). Ф (С, 0, (Г^ =

Д/

= |’а (х, 7 + Д7, с, г) ф (;, е, $, -) л +

+ У У А’< (х, 7 + 71Л/, С, 0) Ф С, 0, $, -) (Г, <1В,

где 7' и I + находятся между 7 и 7 + Д7.
Поскольку А (х, t, ;, ") является фундаментальным решением, от

сюда получим
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Пт Л (х, / + Д*> С, О ф (С, г, В, -) (Г, = Ф (х, I, В, ')• (2.24)

Рассмотрим разность

у К, (х, / 4- 7)Д/, с, 0) ф (:, 0, В ,т) л </0

Перепишем ее в виде

, (, С, 0) Ф (С, 0, ") Л с/б.

с,0)-л'/(хл,:, 6)]фс, б, В, (Г^ =

=(РИ)Ш
- -+։ /—а а

л; (х, I + г^,:, 0)- л; (х, б) ф с, б, в, -) сГ, с/9..

Благодаря оценкам, с 

сходимость интеграла

помощью которых устанавливается равномерная 
։

Л/ФсГ,е/б, первый и третий интегралы пра

вой части могут быть сделаны произвольно малыми для достаточно 
малого з^>0. Для таким образом фиксированного з второй интеграл 
становится достаточно малым при малых А?. Отсюда с учетом (2.24) 
придем к формуле (2.23).

Для функции £* (х, В, g (х, I, С, 6) ф (с, 0, <£.$, в силу

регулярности § (х, I,В, в области /)- существуют и непрерывны про
изводные 

/
// (х, (, В, -)= у у 8'х (х, /, С, 0) Ф С, 0, В, сМ),

I
(х, #, в,') = УУб) ф с, 0, в, л

։
(х, В, т)=у у 8\ (х, 0) Ф С, 0, в, т)

и
При этом функция 8* и ее производная по х, благодаря
(2.11), (2.12) и (2.16), удовлетворяют неравенствам

е ----- е, х, В, )

Я* (х, t, В, -) С си (е) ----- — т)---------- ’
е — е> х, I, - \

8*х (х, I, В, ') < с14 (е) —------------ 3--------2-.

(2.25)

оценкам

(2.26)

(2.27)
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Для функции С (х, I, ;, "), как это следует из (2.18), (2.20), (2.22), 
(2.23), (2.25), существуют в области £)- производные Сх, б.^, б(, вы
числяемые по формулам

Сх (х, /, $, -) = Нх (х, I, 5, -) + у у Их (х, *, С, б) ф (:, 9, $,

Сх> (х, /, ', -) = Н* (х, I, ։, -.) + у (х, {,:, 6) Ф С, б, ։, т) Л/9,

б,' (х, #, ?,’') = Ф (*. 5. ')+Н1 (х, ։, ;, т) + (2.28)

I
+ у у ы (х, {,б) ф (’„ в, $, т) (Г,^.

Для функции С и ее производной Сх, в силу неравенств (2.11), 
(2.19), (2.26), (2.12), (2.21), (2.27), справедливы оценки

/1 ։ , \ е (------- е, х, «, {, " 1
| в (х, а, Т) |< с„(8) 44 . (2.29)

/ 1 ։ 
е (--------е, х, «, #, " >

| вх (х, #, е, -г) | <с1в (а) -А*-------------- -------- /_ • (2.30)

(<-*)*

Из последней оценки следует, что б (х, I, $, ■։) определена в 2 и не
прерывна по х при 1^>՜. Перейдем к построению функции Ф (х, #,;,") ‘ 
Поскольку функция б (х, I, ;, ") удовлетворяет в области £>- уравнению 
(2.5), приходим к интегральному уравнению

з 1
Ф (х, I, $, ֊) + М 2 \НХ1 (х, t, 5, -) + уу#г/ (х, I, С, б) ф С„ 9, $,т) Л/0|+

+ М [Н (х, #,5,х)+ уу?¥(х, /, С, 9)Ф(:, 9, $, т) Л(/9] = о. (2.31)

Решение Ф (х, /, ;, ") этого уравнения строится методом итерации.
Пусть Фо (х, I, ?,■։)= 0, тогда,-с помощью неравенств (2.11), 

(2.12), (2.16), легко получить для последующих приближений оценки
з

I ф, (х, #, г, т) к м [ \н (х, #, е, т)|+ 2 \НХ1 (х, t, $, т)|]< 
1-1

/ 1 . . \ 
е I-------- е, х, ?, I, т I

<С1т (8) М------^-г.------г;------------>



(ггг)
J

-------------yy--------------------- > 1(ւ ‘5 'x) иф — (i ‘5 '? ‘x) 1+»ф ;
‘3 ‘x ‘«— yy”® ։+»(W пэ)
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I
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e
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где функция Г (т) — Гамма-функция Эйлера. Используя известное свой
ство функции Г для значений переменных х, ; £ 2, I > ", из оценки (2.32) 
получим равномерную сходимость последовательности Фя (х, (,;, т) к не
которой функции Ф (х, {, ?, "), а также оценку (2.16). Предельная функция 
Ф (х, {, "), очевидно, непрерывна и удовлетворяет уравнению (2.31).
Докажем справедливость соотношения (2.17). Из уравнения (2.31) имеем

| Ф (х, I, ;,") — Ф (х', I, ;,՜ т) | -С Л/17/ (х, ;, ") — Н (х'г (, ;, ") | —
I

+ м^н(х, I,:, в) - н (х'։ I,9)1 ф (:, е, ?, -) +

+ м 2 I Нх, (х, /, Т)- Нх, (х'։ (, т)|+ мС [21 Нх, (х, I, :, 0) - 

'֊։ У.у'“1
- Нх, (х՛, I, С, е) | • IФ с, 0,-г) | = Л + Л + Л + Л

Оценим слагаемое Пусть — некоторое фиксированное число» 
1_

а) если |х — х՛ | > '6 (I — ~)՜ , то согласно неравенству (2.11)

б) если |х — х'1 < т? (7—") » тогда из неравенства (2.12) получим |/х|-^

где х — некоторая внутренняя точка отрезка [х, х']. Используя изве
стные неравенства: е֊|1|А՜' -С с (р, е, V) е՜ <|Х-։) '* при /х\֊Су и 
х₽ е— [3>0, придем к оценке

\ х — х'| е (-------- е, х, Е, т 1
1/11 с20 е) ___

е, а)е(Ц---- е> х> ։» ^ ■= )

<------------------------------------ -\х-х'\\
(^֊^)2

где, как и в неравенстве (2.33), а — произвольное число из интервала 
(0,1).

Отсюда и из (2.33) будем иметь

X |х—х'|« (0<а< 1). (2.34}
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Известно, что /, удовлетворяет оценке

4+а
^|х֊х'Г (0<а<1). (2.35)

(/֊^) 2

Из (2.34), (2.35) и (2.16) получим для и /4

/1 . . \ . / 1

З+а 
2

Отсюда и из неравенств (2.34), (2.35) непосредственно вытекает нера
венство (2.17). Тем самым доказано, что С (х, /, В, ") удовлетворяет 
условию а), а также установлена законность построений, основанных 
на априорных неравенствах (2.16) и (2.17).

Перейдем к условию б). Рассмотрим поведение С (х, I, ;, ") при 
стремлении точки (х, /) к границе 5- цилиндра О-. при фиксированных

и ■:>0. Пусть х1^о, К*—шар радиуса р-<

точке х1։ а числа %, о — постоянные, о0

■—-—- с центром в

/ --- т*--------. 1огда, как из-
2

вестно, /7 (х1։ £, т) =0. Разобьем интегральный член в представле
нии (2.15) функции 0 на слагаемые вида

/(х,#,С,е)ФС,б,5,г)ЛЛ=^ ]+| ]

/-0. а - а\Л'р

+11) н՝(х> б) ф б> ’* (2.36)

Для первого и третьего интегралов правой части получим оценки

' е (--------е, х,«, <, т 1
Гя(х, I, С, 6) ф (С, б, в, т) Ле/б < Са0 (8) --------- Ь Х

н Л

</б , с27о0

(б-т)

Л’р

е
4
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Очевидно, что, выбрав подходящим образом о0, а затем и р, можно пра
вые части этих неравенств сделать достаточно малыми. Для фиксиро-
ванного р второй интеграл при стремлении х к хг стремится к нулю. 

"■> Следовательно, доказано соотношение

11 к

ЙтС(х,^,т)=0. (2.37)
X —X,

На нижнем основании £?-, как известно, § (х, I, Е, —*■ 0. Используя 
выражение (2.10) для функции £ (х, /, Е, т), перепишем (х, /, Е, т) в
виде

/ 1
£р (Л, с, 6) ф С, 9, Е,*) л/е = |р (х,*,«, Р) । (а, р, е, т)

•г — ~ а

ГДе | .(а, р, Е, ') = У У дН^> 6) Ф (С, 6, Е, -) Л/9.

Перемена порядка интегрирования здесь законна в силу оценок (2.11), 
(2.12) и (2.16). Из тех же оценок можно получить для функции ՛]» не
равенство

( 1 , п \ е--------в, а, р, т
I Ф (а- ‘Е, •) I < с31 (е) -Д-1----------------— ,

(Р-/

•откуда следует, что

1.Я* (х, I, Е, •։) | <с'(рЕ) (# — •։)’ — 0 при I — т.

Рассмотрим теперь сумму

V (х, (, Е, х) = А (х, /, Е, т) + (х, /, С, 9) Ф (С, 6, Е, •=)

которая, как это следует из (2.11) и (2-16), может быть отрицатель
ной лишь при условии

2 
(г—т)

"При подходящем выборе е из последнего условия вытекает, что 
-V (х, I, Е, т) = 0 (# — т) —> 0 при < -* т. Следовательно, граничные значе
ния V неотрицательны на нижнем основании цилиндра От. Из доказан
ных соотношений для отдельных слагаемых представления (2.18) функ
ции С следует неравенство

Ит С (х, t, Е, т) >0, х £ 2, Е £ Ц, 0՜^ х I •С Т. (2.38)

296-2
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Отсюда и из (2.37) вытекает, что функция G (х, t, '=) не может 
принимать отрицательных значений и в D- (в противном случае она 
должна достичь отрицательного минимума внутри D-. или на ее верх
нем основании, а это противоречит уравнению (2.5)). Выполнение ус
ловия б) доказано.

Проверим выполнение условий в) и г). Непрерывность в D функ
ции z (x, t), определенной формулой (2.6), следует из непрерывности 
G (x, t, ç, т) и оценки (2.29). Из той же оценки следует непрерыв
ность z на нижнем основании цилиндра D, именно, z (х, 0 —» 0 при /—>0 
равномерно по х в области S. На боковой поверхности о X (0, Т] 
как и для интеграла (2.36), получим z (x, t) -*0. Таким образом, до
казана непрерывность z (х, 0 в DUS и выполнение условия z (х, 0 *=0.

Для доказательства существования непрерывных производных, а 
также формул (2.7), представим z (х, 0 в виде

t t
z (x, 0 = JJa (х, t, :, 0) P (C, 6) cTxD + Jp (x, t, 0) ? G, 0) cW6 + 

ü «J о □
t t

+ JJa* (x, 0C,0) p G, 0) rf^+JJtf* (x, t, :, 9) ? G, 6) Ле/0.

U 2 U
Подставляя в последнее соотношение выражения для функций А* и g*՜' 
из формулы (2.18), получим 

t t

z (х> =f j*h (х> ՝’9) ? (С’е) +J J8 (х> t։ 9) ? (՝։ 9) +
и 2 и 2

t t
+ J J a (x, t, с, 0) g, 0) JW0+ J Jg (x, t, :, 0) ?! g, 9) ля, (2.39>

0 0 □

Как легко проверить, функция (;, 0) непрерывна в DUS и удовлет
воряет неравенству |<рх G, 0) — (С', 9)| < сз։ (<х). | С— С'|։, где а имеет 
то же значение, что и в неравенстве (2.17).

Второй и четвертый интегралы в представлении (2.39), ввиду ре
гулярности функции g, допускают в D непрерывные производные по X՜ 
первых двух порядков, а также производную по t. Эти производные 
получаются дифференцированием под знаком интеграла. Для первого 
и третьего интегралов с помощью рассуждений, аналогичных тем, ко
торые были применены к функции A* (x, t, î, легко показать, что 
они обладают непрерывными производными первого и второго порядка, 
по х, получаемыми дифференцированием под знаком интеграла, а так
же непрерывной производной по t.
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При этом имеем

5) ф с, в) ля = т (х, о -г

{х£ о) Ф (С, 0, Е, X) ДД.

о 9
/

:,е)ь(с,б)лл=уу 

О 2

оа(х /,:,0) 6)
(Н

, Лъ 0)ф(С, е) Л«/0 =

О 2

°՜ Ф ('» 0> ЛЛ 4- ф (X, I,Е, ֊)

/ ։

[ П? (’*\А (х> *՝ ՝՝б) ф (С>0> 5> х)
О 2 х 2

'<?Л* (х, (, Е, т) л , 
------? (Е, т)

<М- =

дх(1~ =

и 2

Таким образом, в О установлены формулы для производных 
։

гх (Х) /) = |уСг(х, /, 0) <? (С, 0) <Д</0;

0 2

Сг. (х, /, 0) ф С, 0) Л^О; (2.41)

й (х, I, С, 0) ф (С, 0) Л70.

О 2
Докажем непрерывность по Гельдеру функций гх (х, /) и кл относи
тельно х в области О. Из формул (2.41) имеем

ка = ՛> х) Ф (£> х) но в О-

О 2

и

2։

О 2

О 2
/

1С(х, I, ։, -) = Ш(х, I, ։, -)+ I £(, С, 8) ф (С, 0,,) М =

= Ф (х, #, Е, т).
Следовательно,

/
£г = ф (х, I) 4- Д Ф (X, Е, -) Ф (Е, т) сКск = ф (х, <) 4֊ ф։ (х, <).

(2.42)
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Отсюда непосредственно вытекает справедливость нашего утверждения 
относительно La.

Используя выражение 

нх (х, t, с, о) [? с, б) + 71 (:, о)]

из неравенства (2.13) получим
| zx (х, t) — zx (х', 0| < с3.։ (а) | х — х (0 < а <1).

Отсюда, очевидно, следует непрерывность по Гельдеру относительно 
х и функции я (х, О-

Итак, построенная функция С (х, /, ') удовлетворяет всем ус
ловиям леммы, следовательно интегральная операция (2,8) удовлетво
ряет требованиям, предъявляемым к операции Г в модифицированной 
функциональной схеме. Для применимости функциональной схемы ос
тается убедиться, что операция Р обладает свойством 3).

2.3. Функцию и (х, О £Х назовем верхней (нижней), если Р (и) ^>0 
(^0). Согласно свойству 1) операции Р для любой пары верхних и 
нижних функций V (х, /), и (х, /) имеет место соотношение V. В 
частности, если и* (х, <)—решение задачи (1.8), (1.9), то

Построим в X пару верхних и нижних функций—начальные при
ближения и0 (х, /) и и0 (х, /).

I
Пусть т = вир Н Н (х, I, ;, ") скс1՜. В силу оценок (2.11), 

(х, /) ео л и 
о и

7 -С С35 ■ У»

Из разложения

■Р(“) — ~ + f (и) =~ — д“+2/"Х/ “х, +/« и + / (х, f, 0, 0)

вытекает, что, если положительная функция w (х, t) является реше-
нием задачи

з 
w-M^ 

1-1

dw 
dxi

-Л >0, (х, О 6£)\S

w |s = 0,

где N = sup If (х, t, 0, 0)|, то функция v (х, t) = w (х, t) ели суть верх- 
(х, n е d

няя функция, а и (х, f) = — v (х, t) — нижняя функция.
Ищем решение w (х, t) в виде: w (х, t) = ек — ек- 9 (постоян

ную К и функцию ш (х, t) выберем ниже). Имеем

Lxw = ( № grad8ш + - К— - КМ Y — \ еА՜'“ - 7V >
\ dt dxi /

> [ № grad8 ш ֊ ЗКМ | grad w | ֊ к(~ - ДоЛ ] ек"‘ -N>

L \ dt /
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Г/' ■ . ЗМ\* 9М* а А1 *» лгI ( л | ^гаа ю|-------— |------ - -----К ! —------Дш | е* — /V >

9М2 д»> . \] ..
>--------------К----------- Дю е4' — 1^.

4 \д1 /

Отсюда вытекает, что, если функция ю (х, £) является решением за
дачи

_ дш = - си, (х, е) е (2.43)
01

«ф = 1, 
где положительная постоянная сзв выбрана так, чтобы ш (х, /) удов
летворяла неравенствам 0 < ш (х, 1} <1, то при значениях К, удовлет

9 АГ2 -р 47\^ 
воряющих условию К >----------------= с31, имеем ^-0. При этом,

4 сзв
очевидно, выполняется условие ш |$ = 0. Легко проверить, что в каче
стве функции ш (х, /) можно взять функцию

I ,
ю (х, <) = 1------— (* Г Н (х, I, ?, ') С&7".

7 .).) 
о я

Для такой функции «1 (х, I) постоянная сзв, входящая в уравнение 
3

(2.43), равна — .
7

Тем самым построена пара верхних и нижних функций — первона
чальные двусторонние приближения. Они, очевидно, принадлежат X. 
2.4. Исходя из произвольной пары и0 (х, /), и0 (х, £) нижних и верхних 
функций, последующие чаплыгинские приближения определяются по 
алгорифму (1.7) формулами

/
ип+1 (х, /) —и„ (х, 0 =5 ип (х, () = —у у С (х, I, 5, т) Р (ип (;, -.)) сКс!՜, 

и с
X Р (2.44)

«л+1 (х, /) — уп (х, 0 = 8 V,, (х, #) = — НС (х, т) Р (уп (՝» *։))
о 2 

п=0, 1, 2, •••.

Последовательности ип и ия связаны соотношениями

и0 (х, /) <их (х, 0 < • • • <ил (х, 0 <• ■ .<ип+1(х, 0 < ХМ (х, <)<•••

• ■ • < (х, и0 (х, О-

В силу монотонности, они стремятся соответственно к функциям 

и (х, /) п V (х, 0; “ (х, £) -С V (х, 0-

Покажем, что предельные функции и (х, <) и и (х, 0 являются регу
лярными решениями задачи (1.8). (1.9) и, следовательно, совпадают.

Из формул (2.42) и (2.44) имеем
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)Р(ип (5, т))</«Л —

о 2

Р(ия+։) =

Сг; (х, /, 5, -) Р (ип (5,т))<^֊

С (х, I, В, ') Р (ип (5,

Используя оценки (2.16), (2.29), (2.30), отсюда получим

С помощью индукции придем к формуле

|/’(Иш)|< (2.45)

Отсюда следует абсолютная и равномерная сходимость в О ряда 
~ *
^Р(ит). Но тогда из выражения ит+г (х, /) = С (х, /, ;, ") ;< 

о 2т+г—1

X 2 Р (и* (;,")) с&А + ит (х, /), в силу оценок (2.29), (2.30), (2.45), еле- 
т

ди (х )
дует равномерная сходимость последовательностей ит (х, () и ———:— . 

дх
Следовательно, функция и (х, #) непрерывна и обладает непрерыв-

„ „ ди (х, О
нои производной —- ------  , являющейся пределом последовательности

дх
дит (х, _

------- -------- . 1еперь легко завершить доказательство нашего утвержде

ния. Действительно, из оценок (2.11), (2.45) следует, что
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է I
ип (х, է) 4- / (ип ) Н (х, t, ;, -) eRd- = J J (£ил 4՜

օ ՛-• օճ
-րք(ս„» Н(х, է, է, ') (Rd՜0.

Пользуясь равномерной сходимостью последовательностей ип и

с учетом неравенств (2.11), (2.2), получим для функции и (х, է) 
дх
представление 

t
u(x,t) = ^H (х, է, ?, х) / (и (Հ т)) (Rd-.. (2.46)

О ՛_'

Из него следует, что и (х, է) и ее производная — непрерывны по 
дх

Гельдеру в D с показателем «<1 относительно х. В силу неравенств 
(2.2) непрерывностью с показателем а0 будет обладать и функция 
/ (х, է, и, u.f). Тогда, очевидно, интегральным уравнением (2.46) опреде
ляется регулярное решение и (х, f.) задачи (1.8), (1.9). Совершенно 
аналогично доказывается, что v (х, է) также является регулярным ре 
шением задачи. Итак, доказана

Теорема. Пусть о^с2'՜ (>.<Հ1),օ функция f (х, է, и, их) непрерывна 
по совокупности аргументов в области (х, t) £_DUS, ua 4՜ grad։u<^ oo- 
u удовлетворяет условиям (2.1) и (2.2).

Тогда существует единственное регулярное решение задачи 
(1.8), (1.9), являющееся пределом двусторонних, монотонных (чап- 
лыгинских) приближений, сходящихся к ней равномерно вместе с 
производными по х первого порядка.
Ереванский политехнический институт

имени Карла Маркса Поступило 16.XII.65

Գ. Վ. ԳԵՆՋՈՑԱՆ

ՋԱՊԼԻԳԻՆԻ ՄԵԹՈԴԻ ՖՈՒՆԿՑԻՈՆԱԼ ՍԽԵՄԱՅԻ ՄՈԴԻՖԻԿԱՑԻԱՅԻ ԵՎ ՆՐԱ 
ԿԻՐԱՌՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Հոդվածում առաջարկվում է Չապլիգինի մեթոդի ֆունկցիոնալ սխեմայի 
մի տարբերակ, որում լապլիգինյան մ ոտավորությունները ստացվոլմ են ան-, 
միջականորեն, հատուկ ձևով կառուցված կորիզի միջոցով։

Այդ տարբերակը կիրառվում է

— Дц 4՜ / (х, է, U, Ա.ր) =0 
Օէ

. и/'s = 0 
(I)
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խնդրի լուծման համար։ Այստեղ խնդիրը դիտարկվում 4^ճ(0, 7) զլանում,, 
որտեղ Զ -եռաչափ էվկլիդյան տարածության սահմանափակ տիրույթ է բավա
կան ողորկ եզրով, Տ~ը նշված դլանի ստորին հիմքն է և կողմնային մ ակերե- 

վույթը։
Ստացված սո և Ա„ չապլիգինյան հաջորդականությունները հավասարաչափ

իրենց ածանցյալների հետ- մեկտեղ ձգտում՛ են (I) խնդրի ։ուծ-
0x1 0x1

մանը և նրա համապատասխան ածանցյալներին։

G. V. GÜENJOYAN
ON THE MODIFICATION OF THE FUNCTIONAL- SCHEME OF 

CHAPLIGIN’S METHOD ANI> ON ITS APPLICATIONS
Summary

A variant of functional scheme of Chapligin’s method is suggested 
in which. Chapligins successive approximations are directly obtained 
with the aid of a specially constructed kernel. The. variant is used to 
solve the problem

Д u+f (x, t„ U, Ux) = 0 (I)

u/s =0.
Here the problem is discussed for the cylinder “X(0, 7] where 2 is a 
finite domain of the three-dimensional Euclidean space region with a 
rather smooth boundary, while S is the lateral surface of the cylinder, 
together with its base.

Chapligin’s successive approximations un and vn together 

with their partial derivatives ~v— and are proved to converge 
dxi dxi

uniformly to the solution of the problem (1) and its corresponding de
rivatives.
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