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НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ ФУНКЦИИ ГРИНА ПЕРВОЙ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Пусть 2—ограниченная область с границей о в трехмерном эвкли
довом пространстве. Г (х, ;)—функция Грина задачи Дирихле 
для уравнения Лапласа в этой области. В работе [1] Д. М. Эйдус 
при предположении, что а £ С'՝ ‘, установил оценку

<?Г (х, »)
<4

хи (/=1,2,3).

При более жестком предположении: з £ С՜’՛' в этой работе получены
оценки и для второй производной:

дТ (х,;) 
дх1дх1

и ;^2,

и с։—постоянные, зависящие лишь от области 2.
Цель настоящей работы—получить аналогичные оценки для функ

ции Грина С(х,первой краевой задачи для уравнения теплопро
водности в цилиндре О = 2 X (О, Г].

Именно, в § 1 при предположении а £ С1՝՛՝ для значений перемен
ных х и ;£2, 0-^.՜ Т устанавливаются оценки

дв(х, է, Լ, т)

<4

Ա-51*

(1.1)

В § 2 для произвольной пары (х, х') £ 2, ; £ 2 и 0 Т
при предположении а £ С2,> доказываются неравенства

аС(х, է, __аб(х', /, հ)
аХ/ дх։

<с,(>,а)Д^-----' ՛՛ 4-е ' ՛՛ \ . (1.2)

(/-т) 2

В этих оценках е и а—произвольные положительные числа, 
՝>—некоторое число, 0 < V < -1֊ .

При этом мы исходим из представления С
& (х, /, ;, ') = Л (х, /, (х, /, ;,
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_1 
4 <—'

вгде Л (х, I, ։, 5-------фундаментальное решение уравнения

теплопроводности, а а определяется интегральным соотношением

g (х, t, ;, •=) = J р (х, t, С, 9) ֊■ g(^n6> <№.

Введем обозначения, используемые в дальнейшем. Через п. будем 
обозначать внешнюю нормаль в точке С поверхности з, через 7с—ка
сательную плоскость к поверхности в этой точке. —часть поверх
ности з, заключенная внутри сферы радиуса о с центром в точке х. 
Через <? обозначаем радиус сферы Ляпунова, при этом он предпола
гается столь малым, что выполняются условия:

1) Площадь любого куска поверхности з, заключенного в сфере 
Ляпунова с центром в точке у £ з не превышает удвоенной площади 
проекции этого куска на плоскость 7\;

2) Проекция Syô, где 3 < Ç, на плоскость Tv содержит круг ра- 
о

диуса -g- с центром в точке у.

Через х обозначаем ближайшую к х (х^2) точку поверхностна;
А о

очевидно, х лежит на п~. Через зу., где обозначим часть по

верхности з, вырезанную круговым цилиндром радиуса о с осью пу, 
содержащую точку у. —проекция зу5 на T’y, г.гу—вектор длины 
|х—у [, направленный от у в точку х, (Z, г.Гу)—угол между направ
лениями I И Гху.

Всюду в дальнейшем временные переменные t и ~ будем считать 
связанными соотношениями 0f -С Г. Через обозначаем полу- 

f T f — х
сумму —х—, через t2—разность t------=—. Через Dx и (z = l, 2, 3)

Л о I

обозначаются производные функции и (х) по х/, Dxu—обозначает лю
бую из этих производных. Постоянные, зависящие от области D, обо
значаются обычно через с, иные постоянные—через, к, а., р, о, [л, м
И т. д.

§ 1. Всюду в этом параграфе будем предполагать, что а^С'1՛’֊.
Пусть х и а ц и я фиксированные положительные числа (а<71).

Лемма 1. Функция и(х, t, ;, т), определенная формулой

i-r—'1L lg~e<*
* * ' ‘֊О в-.

и (х> t, ?, t) = —---------------------------------5֊— | С — 51 cos (n;r-:) cfa/9, (1.3)
' (*-0)~ (б--)2

у довлетворяет неравенству
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, . 1х—Е|'__(11—>1 —- — '

е----------4=7՜ . х и « € 2> 
(<-')2

где £^>0—произвольное число.
Доказательство. Разобьем интеграл (1.3) на слагаемые

и (х, 6, х) =
1<—Е1*

-* ’ е--
-----------5— | г — 5|соз (л։, г։Е) ЛЛЭ = их + «2.

(6 - /

Используя неравенство | х |ре~1х3 (Е> р) (р > 0), оценим сна
чала интеграл и2.

< -(и-)֊7тё՜

I«2(х, *, в, х)|<Ме) у е (е_х)8— Л£/0 =
'■ • а-б) 2

б Нн-) ^З՜1- -<н-)(^“Ьу [<--£ («-У— («-*)] •

= *,(*) М--------------------------------- Аб0.

•' ° е-б) 2 (б-г)»

Обозначая Р = ^Д(;_т)> и вводя новую

пространственную переменную = 4 Кр, придем к неравенству

б
I «г(х, с, х) |<л։(е) —у 6 —-----Л'б/6.

г- ’’ (* ֊6) 2 (б-х)

Но интеграл у е_*1"’_г'|։б£/ с8 (з) (з 0), так что 

-(н-.) б
I “г (х, /, ?, х) К с7(е, н) ------ ^37------- Г-------------- ------------------ <

•• 2А (# _ б) (б _ Х)

-6.1—1

< с« (8, Р, *) -- ----------1=^֊ • (1-4)

(^ ֊ X) 2

Докажем важное для дальнейшего неравенство
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<cB(s,P,s)^—-----—֊ (s>0).՜ (1.5)
(t — ~)

Из него и из (1.4) непосредственно будет вытекать утверждение 
леммы. Имеем

J ( \t _ б)~ - ----------р | с - В 11 cos (n։, r։.) I <Ы0 < к3 (s) е^_т)Д - X

е—z 1*
-1 С — ВI I cos (п,., Г։Е) I did&. (1.6)5

(0 - /

Пе—։]’
------------ 5—|4 — В11 cos (и։, г։Е) | Лб/0. Разобьем

' ’ (0-х)2

3
поверхность а на части = £{։ и о8 = о\ а1։ где 8 = х — В |, и пред

ставим последний интеграл в виде суммы

(р Г \ л—*1’j + J -- --------- jp-14 — В | • | cos (n։, r<E) | cfe#. (1.7)

’• а. / (0 _ ,)2

Оценим отдельно эти слагаемые. При т<^0<^^ имеем \г—В| = 

= -_ I х — $ | 1 х — Е |. Отсюда для 4 £ а2 получим 14 — 51

5
3

<|4 — z\ 4 — В |, следовательно

z|։
----------- g— I 4 - В11 cos (пс, г։с) | didB < 
(0^т)Г

_t_ и—^1*
9 6—Т

j ------------57 14 — В11 cos (п,., Гс5) | didS.

’ (0-<
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В последнем интеграле, производя интегрирование сначала по 9, а. 

затем по с, будем иметь

5 |; — ; 11 сое (л։, г(.) |

(1.8)

Перейдем к оценке второго интеграла суммы (1.7). Пусть а^>0—фик
сированное число. Из выражения

։Е»

следует, что при выполнении неравенства

I —х (1.9)

р- |<—Е|*
справедлива оценка (ц, а) е 2 в֊-* б^^). Часть по-
верхности а1։ точки которой удовлетворяют условию (1.9), обозначим

через а0, я0 = Легко убедиться в справедливости неравенств

. и- I «-Ер
I, 1 — •=------- :---------

у е—*1’ 

’» (9 — т)2
|; — с 11 соз (пг, га

5_ 
2

Из выражения

X | соз (п։, г։5) | Лс/9 < си (н).

О_ ________________ д
= (? — х) _г + (с — 5) х следует,

(1.10)

что при

9 — т ։ — е
6 — X

а

2 0-с
е

условии

(*֊9) (1-11)

имеют место соотношения ՝----- т-
4 области

3
2
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’о, в силу неравенств

243 =

2
4 имеем

Откуда в частности следует, что 
нено для 9 I*. Далее имеем

и что условие (1.11) выпол-

f U-SI Icos(»., r.,)IM = (7 + C) X

_|x_ |c-=\>
16 0—: '

e
X\«-«l|cos 11 cos (n., r^) I cfcd8+

(0 - ֊S

С Г e 16
<1 ------------ 5—I <; —«11 cos (n։, r։5) | rfecO+

°J (0 —

+ ^֊)зв J j d" & :՜ c-(и) + Cj3 (и) гЙНр
Отсюда, из (1.7), (1.8) и (1.10) следует неравенство

[ j -----57 I с — в 11 cos (n։, r։:) I didG < с14 (и) + C18 (p)
\ ’ (0 ֊ t)2

Последнее, с учетом (1.6), приводит к оценке (1.5). Лемма доказана.
Замечание. Если в интегральном выражении (1.3) для 

и (х, t, с, т) заменить функцию

<? (и, «, 0, «, ■=) = - ---------- д— I ? — 5 1 cos (п։, г„;)

(0-т)2

функцией ф(?, 6, ?, т), удовлетворяющей при и неравенству՜
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!♦(«, 0, «. '')К<а։^7------ 7Г“> где ՝*<2’
(° — х)

то, как это легко следует из доказательства леммы, для новой функ
ции и. (х, I, ?, ") справедлива оценка

е|нф(х, I, ?, х)|<с1в(ь ч, <») 2у—« 

(<֊г) 2

Лемма 2. Пусть х и ££2, е^>0, 0<^а<^>֊. Для функ
ции Ф {у, /, ?, х), представимой в виде

Ф (&> = У У ~~ 51 СО5 ^ПУ’ ГУ^ 9’

՛■ ° а- в)2

(1.12)

определим функцию Ф (х, I, £, т) следующим образом:

Ф (х, I, «, т) =

-р.1 <-е 
е

£
« ֊ б)2

— С | соз (п—, г—) ? (р, С, б, ?, </«Л.

(1.12')

Тогда имеет место соотношение

I ф (у, ?, ■։) ֊ ф (х, I, ?, т)|<с17 (е, р, а) - ------------------+^х----------- | х—у|։.

, - 2
- ') (1.13)

Доказательство. Пусть а^>0—некоторое фиксированное 
число. Для пары точек (х, у) разделим интервал (т, ^) на части 
(■։, /) и (<, #), где

если

если

Запишем разность | ф — ф | в виде

[ Ф (у, /, $, т) — ф (х> £,■։)! =
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- '«֊ - ' гГ.1-
е---------г- 1аг —«I—8-------<г

а-о)2 (/-б)2

соз (лу, гу։) +

е
£ 

а - в/
- I х - ; | [соз (пу, Гу<) — СОЗ (лу, Г-։)] <? (Ь С, 6, 5, -) Л<76 +

I« — I/| соз (лу, гу_) —

|; — х | соз (п-г-^) ? (Н б, 5, т) с/;с?б.

Используя неравенство е-14х-х0|։^ £в (е> р.։ р) е—(р—ПрИ |х0|<Гр, не
трудно получить оценку

-------------- 5֊

(* - б)2

-(н-.)|у-<+Ду՜^
<^(в)—---------- Г---------

а - б)2 .

<*п(н, е,а)  ------------ — |х— у\

а - б)2

Далее, для у, г и ;£а верно неравенство (см. [2])

(1.14)

I соз (пу> Гу։) — соз (пг, Гл) |< с181 г — у [Ч (1.15)

С помощью оценок (1.14), (1.15) и соотношения |х —у|-С2|х —։/|
получим

Ф(У> ") — Ф (х> I, «> 5-Х
(< ֊ б) 2

е
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|х-с\*
-!* '«-в՜

-----------5— | х — ; 11 х —у Г

(* - в)2

| <? (А 4» ’> х)</?</9 +

+ к12 (е, а, а)| х — у |*

_(и_,
---------------- —--------- 1?(л«.в»

а-в) 2
։ ֊(»֊.) -(-)

< Сэд (А 8» а, “) I х — у |* ----------- 1 ? (А «, «»'№■<№.

՛• ՛ а-в) 2

Применяя к последнему интегралу лемму 1 непосредственно приходим 
к неравенству (1.13).

Замечание 2. Если в выражениях (1.12) и (1.12') заменить 
« (А 4» 9, 5, х) функцией ф (;, 9, ?, х), фигурирующей в замечании 1, то 

для новых функций Ф и Ф верны неравенства

1 ФФ(У> «» т) —%(х, I, «, х) |<

-(»-.)«֊ 4^

< са ( а \ в,») -------------------—-----------1х - у 1‘ •
а--.) 2

и л / д «■ ч п (։, 9, х)сведем обозначение: (с, В, ?, х) = 2 — .

Лемма 3. Производные функции
I

м(х,С$, Х) = У^А(х, I, ;,9)т։(;, 9, 5, Х)Л<?9, ։ и х£<2 (1.16)

удовлетворяют неравенству

I Или | < сй (г)
(^ ֊ ^)2

Доказательство. Пусть х—произвольная 
жащая 2. Рассмотрим сначала производную в этой 
лению п— X

точка, принадле- 
точке по направ-

։ _1 и-*1’
ди(х,#Д,г) 1 Г Г е 4 '-в . ( ?

------------г-|х֊с|со8(п_>гл)Х
* ’ (г-9)2
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х?(4՜’б- - ")^6-
Оценим интеграл в правой части этого равенства.

•I /-։

■-------------5֊ I х — ; I [соз (п_, Гл) — СОЗ (п։, гл) +

(/ - б)2

Здесь первый интеграл правой части, согласно лемме 1, не прево
сходит функции

С«(«0֊------------------Ы

О

второй интеграл оценивается через

Отсюда, на основании неравенства (1.5) и оценки

будем иметь
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М е,

е
12

Неравенство (1.17) доказывается совершенно так же, как неравенство 
(1.5). Таким образом, получена оценка

' ди (х, /, Е, т)
I дп-

е

Пусть I—некоторое направление, 
точке х.

(1-18)

касательное к поверхности " в

1
4 <-0

е
д1 128т3

а - е)2

8, Е, т ) Лс?0.

Перепишем последний интеграл в виде суммы

С помощью неравенства (1.5) получим

е
(Г=^Г (1.19)

Преобразуем интеграл 12.

е
' 5_

а - о)2 _ (9-т)։

I 1-Г-Е1*
4 1-:

е
5

(9 - ,)։

1 и-гр
4 в—:

е

.п
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|х - ?|соз (л_, г_;)

1 
4 5--

1 1-Г-Е11
4 0 -т

+ ------------ 5~ । х - И [со3 (Л։> гсд — со3 (л֊> гТ.-)1 +
(6֊т)Г

1 |х-ер
4 О—:

+ -- -------------г֊ | X — ? I СОЗ (п_, г-Е)

(0-/

Исходя из легко проверяемого неравенства

= 4’) + ф + дз>.

<*1з(е. Н) \у~

где а >0—произвольное число, 0<^а֊С1, для получим

а -
е_______
а -

<Ы9 =

Установим нужное при оценке интеграла неравенство

(1.20)
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10= | х— ; | |cos (л., г։с) — cos (л—, г—;)| < 12 |х — 4 | 4՜ с30| х — ; | / х—4 |*.

(1.21)
Если | х — х | > -i-1 х — 5 j, то требуемая оценка очевидна. Если 

О

I X — х |<-у | х — ?|, то /0<с30/ X — ; 11; — х|х4- |х — ; 11 cos (л-, г։=)— 

— cos (л_, г_.) I,

и для где 3 = ', имеем /0 -ССзд | х — 5[|х — 4 |х 4՜ 12jx—4 .

Для 4£я\£—։ получим неравенство /п -С с301 х — ; 11 х — 4 |х 4՜ 8 | х — 4 /, 

Таким образом, соотношение (1.21) установлено. Используя его, 
будем иметь

1 |.г-су 1
р 4 1-й 4 0-т

--------------г-х

'֊ ’ (<֊6)2 (9-<

X [121X — 41 4- СЗОI X — ; 11X — 4 Iх] <

< С3‘ (£) “(Тттгр------+ С32 (8) е--------------. (1.22)

(« - ’) 2

При оценке интеграла 7?,3J рассмотрим отдельно случаи

]х — х[>֊2֊д и |х — х!<^-2֊7. Если |х —х[>-2֊9, то [х — -|>29

и справедливость неравенства

Ла)^с33(з)-е ------- (1.23)

очевидна. В случае | х — х|<՜q = о разобьем интеграл ДЯ) на

слагаемые вида

-----------— । х —; \ cos (л_, г- ) 
(6 - т)2



Оценки функции Грина уравнения теплопроводности 251

Для первого слагаемого, как и в случае | х — х | > д, получим

оценку типа (1.23). Оценим второе слагаемое. Введя в точке х ло
кальную систему координат 1^, <%, направляя при этом ось а8 по 
л_, для направления I (1и 13, 0) будем иметь

------- — | х — 4 | сое (/, гл) ------------ — (; — х | соб (п_ г- ) Ле/9 =
2 2՜ X X 4

֊6) (0 - -и)

\ X — ? I СОБ (л— г_։) 
' 1 X -Г Е СОБ(П։П—)

Обозначая через проекцию с на плоскость Г—, преобразуем инте

грал по кругу Т—. следующим образом:

1 ֊ СОБ (л,., Пу) 

СОБ (п։, Л֊)+ 4««,) ск-^ч..

Нетрудно проверить справедливость неравенств

1—СОБ (п։, п_) 

СОБ (п5, Л—) < с8в |х — Iх.
֊ О Л 1^'

И «V ' '-6с3й (I 0) е

Здесь —точка отрезка, соединяющего точки ; и с'. Из них выте
кает оценка

‘ |Х—Е?
г -4--в=Г֊

-- -------------5֊ I X — ։ I СОБ (л- Г֊5) X

(0-х)2
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е d^dijcft
е

з cos (л,, п-) 
7։ « ֊ 0)

(/֊'•) 2

Этим завершается доказательство неравенства (1.23) в случае,,

I -1^ 1 когда |х —х|<—?.

Из (1.19), (1.20), (1.22) и (1.23) получаем оценку
я л|х-Е|»

ди(х, t, с, х) 
dl

е_________
(*-*)*

Утверждение леммы вытекает отсюда и из (1.18).
Замечание 3. Как легко проследить, из доказательства леммы 

следует, что если в интегральном представлении (1.16) заменить функ
цию 7! (։, 6, Е, х) на Ф (;, 0, Е, х), определенную формулой (1.12), то 
производная таким образом полученной функции и (х,<,Е, х) будет 
удовлетворять неравенству

р
I Дг и I -С сзв (е) Т^՜)՜

(<-*)’

Теорема 1. Производные функции Грина С(х, I, Е, ~) для зна
чений переменных хи Е£2, О-Сх’^гсТ удовлетворяют неравен- 
ству(1Л).

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать справед
ливость неравенства (1.1) лишь для функции § (х, I, Е, х). Из пред
ставления

I

С(х, I, Е, х) = А (х, I, Е, т) + ||а (*. I, е) Т)

согласно формуле о разрыве нормальной производной теплового по
тенциала простого слоя [3] будем иметь

^(у. *) = 2 (У, Е, *) + 2 Г Г ЭЬ(у, </, 0) дСГ,, 0, Е, х)
дпУ ^Пу с) .) дпу дп;

Т а 
։

= 71 (У, Е> т) + (У, I, С, 0) —-^В’ (у 6=, Е £ 2). (1.24)-

Методом итераций отсюда получим

дС (у, I, Е, х)
------- -Г------------ = 71 (У, I, я, т)+ (у, I, Е, т)+ • - - + (Уг Е, х) 4-
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где

7/ (У, «> -) *, 5) 7/-1 (С, б, ։, ") (1.25)

Оценим функции (у, с, '). Для 7։ (у, I, ?, т), очевидно, выполнено
неравенство

1711У, I, I, ’) | <(Ю —-—-— 
(г - т)2

Если ; £ э, то
֊О֊֊«)“

(1.26)

171 'У. *, ?,')!< с40 (в) — (1.27)
(*— ’) 2

Используя зти неравенства, из формулы (1.25), с помощью леммы 1 
и замечания к ней, последовательно получим

17а (У, ') К сп (е) ---------------

(/֊^) 2
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И вообще для любого

11/ (у, *, 5, ■=) К сп (в) СП2 (в) ----  2 ■ ------------ —Г-1.---- (/=2> 3» ■ ■'

гСгк)<'-’>
(1.28)

где Г ().)—гамма функция Эйлера.

Из оценок (1.28) следует, что X»—1 разлагается в абсо-
дпу

лютно и равномерно сходящийся ряд

= 11 (у, t, 5, ’) 4֊ (у, t, ’) = 11 (у, t, S') + <Го(У, t> S ")■
^пУ 1-2

(1.29)
„ dG (у, t, с,") . » .
11ри этом------ -—-— и <р0 (у, t, ;, х) удовлетворяют неравенствам

дпу

aCfa’U-T) <о.. (.)« 7 , (1.30)
дпу (t — -.у

I Фо (у, S’) К с« (в) 2--------------------------  (1.31)
։— .т-

Функция ?0, очевидно, выражается через С (у, /, т) следующим об
разом:

Фо (У, М, ’) = ^ У11 (у, С, б) б’ сГ^В. (1.32)

Возвращаясь к функции § (х, /, ;, т) перепишем ее в виде

= gi (х, t, ’) + g֊i (х, t, ։, т).
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Из леммы 3 непосредственно вытекает неравенство

1^1 (х,*, ;, т]<С4։(£)?—֊— -------- (1.33)

В силу оценки (1.28) из леммы 2 и замечания 2 следует, что функции 
И (.У> ъ •) удовлетворяют соотношениям

11 (у, «, -)—11 (х, I, ;,-)!< с« (е, а) - ------------------- --------------------------X
о

а-г)

Х|х—^1’, г=2,3,-(1.34)

Отметим следующий факт, которым неоднократно будем пользо
ваться. Из представления (1.29), оценки (1.31) и из замечания к лем
ме 1 следует, что лемма 1 остается в силе при замене функции 

, г й > у л 6, $, -)
ф (|\ ՝» ъ У функцией --------——-—- .

дп-.
Имея это в виду из выражения

։
Фо (У, *, ъ ’) = 1։ (У, «,'') + У(у, I, С, 0) ~

и из неравенств (1.34) легко получить, что

\?о (у, *,’) — ?о (х, ?, т) | <

<*« (*,*)֊--------------------- ֊£^7--------------

(*֊’) 2

Отсюда, в силу оценки (1.31) и замечания 3, будем иметь

1՛ Ляа IЛ т) ] < С4в (В) «------------- .

(*-*) 2

Эта оценка вместе с (1.33) приводит к неравенству (1.1).
§ 2. В этом параграфе будем предполагать, что <з £ С2, и, сле

довательно, является поверхностью Ляпунова с показателем, равным 
единице. Пусть ф (у) — функция, определенная лишь на поверхности а. 
Через ОХ1 ф (у) обозначим проекции ее поверхностного градиента 

(см. [2]) на координатные оси х/, ф (у) будет обозначать любую 
из этих проекций.

Лемма 4. Пусть у £ а, а — произвольное число. Тогда справед
ливы оценки
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I £>у 71 (у, *, Ь <е) К с« (8) --------------- г------ > если ’ £ 2» (2,1)

и — *։/

И I £у 71 (у, *, 5, х) К С5о(г) —-- ------ -- ------ , если ? С ®- (2-2)
(*— '5)3

Утверждение леммы легко проверяется, на этом останавливаться не 
будем.

Лемма 5. Пусть у и у' — I1 ■—-—, ? 6 —» 8 и а — про-

дпу

извольные числа, 0<^а<^1. Справедливо соотношение

ОС (у, I, ;, т)
дпу

х[|у-гГ]’+и֊*'Г ]•

Доказательство. Из леммы 4 вытекают неравенства

171 (У, «, ‘0 — 71 (У'> *> ՝. О I <

-(!—)“. -(I—

< с52 (8> “)- --------------------- +е 4+а---------------I У — УТ» (2-3)

«֊О2

если ; £ 2 и
171 {у, *, «, *) — 71 (У, Л 5, “0 К 

֊(1—)^’

<с8»(8,а)  ---------------------- Ье я+,----------------- |у—уТ,
(/—с) 2

если а (0<^а<^1).
Последнее из них, в силу леммы 1, приводит к следующему неравен
ству для функции ф0, определенной формулой (1.32):

I Фо (У, §, т) — Фо (у, I, г) К

-С1֊֊«)^՛ -о—
< См (8> а)֊---------------------±4^---------------- | у-уТ-

2 •

Отсюда, с учетом (1.29) и (2.3), получим неравенство

(у, (, $, т) дв (у, 5, т
дпу дпу
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Докажем оценку

dG(y, t, g, т) _ dG(y, t, g, t)
dny dny

„ 2
|f-n . (2.5)

(t֊x) 2

e

£ __ *■
Пусть для определенности 0<f —. Исходим из вида (1.29) 

3

функции ——. Слагаемое (у9 t9 ~) удовлетворяет неравенству 
О Пу

.1 71 (у, t, 5, •։) — 71 (у, t, ?, *։) | < ки [ t — ff ------- 5— |у — | cos (пу, гуе)|<

(в-г)2

~2 е
< (a, s) \t — t) - (2.6)

если 5(2 и неравенству

֊(Н1^ « ~ _
171 (У, *, •։)—71 (У, 5, <։)1<си (е, а)--------------__|г—*| /|^_ ,| С—,

«֊О 2 к 7
(2.7) 

если а. Как и выше а здесь — произвольное число (0<(а<^ 1), а

О — промежуточное значение между / и /.
Разность фо (у, 5, х)— ф0 (у, -с) представим в виде

Г-2 (1-Г)
Фо (У, т) — Фо (У, 5, '')=У [71 (У, в)— 71 (У, 6)] X

г
Х~'^’дп1 Т)՜ ^6+ I I [11(»>^^в)-71(^СС,0)]Х 

«—2(1—Г) а

X ж + ( СТ1 („, С, в)
Оп: J J дп:

V а

Оценивая второй и третий интегралы непосредственно, а к первому 
применяя лемму 1, с учетом неравенства (2.7), получим
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4

3+*

, а-о2 е 2

З-ьа
Т

Отсюда, из (2.6) и (1.29) следует неравенство (2.5), а из него и из не
равенства (2.4) — утверждение леммы.

Введем обозначение

дК (х, I, С, 0) 
дп-.

^(С, о,Ц^о.
дпг

Лемма 6. Функция Ф1 (х, I, ?, т) удовлетворяет для произ
вольной пары (х, х') и § из 2 неравенству

?! (*, Л 5, '') — Ч>1 (*', *, §,'։)!< с։0 (>, я) X

_. 1х~Е1* _, I*'—б|*

XI х - х'|« -£----------- .— , (2.8)

(#-*։) 2

где а — произвольное число из интервала (0,1), V — некоторое число
/о<* .
\ 4/

Доказательство. Перепишем (х, £, 5, т) в виде

Т.(х. и, ■.)=/?+ П (2.9)
\ Л Л / Л Опг Оп:

С помощью неравенств (2.3) и (1.5) (последнее остается в 
заменить <։ на /2) получим

ГГ/<?А(Х, I, С, 6) дЬ(х, С, 8) ус (С, 9, г, г)
3 3 \ дп; дп~ / дт.

силе, если

<

т а

(/֊9)
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(2.10)

Предположим, не умоляя общности, что |х—х|-<С'х'—х'р Будем раз

а) |х — х|>личать два случая:

Второй член правой части равенства (2.9) преобразуем следую
щим образом:

дк (х, I,:, о) дк (х՛, I,:, 9) до (:, э, ?)
дп. дп- дп.

Л/9 =

дк (х, В, 9) _ дк (х , I, С, 9)
)Л дп;

дС (х, #, В, ") 
дп-.

дп-,

дС (х, В, ~) 
дп-.

дп

(2.11)

е,?)

Рассмотрим сначала слагаемое /2. Установим для него оценку

, , , _ , . е -4-е , ...

2

(2.12)

Введем вместо 9 новую переменную Р = --- , тогда

дп- дп-

к* соб( п-, г-х՛

дк (х, I, С, 8) дк (х՜, С, 9)

Используя неравенство нетрудно придти к соот-

ношению
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В случае а) отсюда получим оценку

|ЛП|<СМ . (2.14)

^֊4 
представляет собой разность потенциалов двойного слоя с плот- 

Г “И’
ностью I е в точках х и х'. Эта плотность, как легко ви-

1л-'-:|
1 '-Ь

деть из соотношения (2.13), удовлетворяет по С условию Гельдера, и, 
/<2՝ ,2 ’ удовлетворяет неравенству

IЛ2) I < си (V, а) | X —хТ е . (2.15)

(*֊/
Из оценок (2.14) и (2.15) приходим к неравенству (2.12).

В случае б) из (2.13) имеем

(2.16)

Из оценки (1.30), условия

(2.16) получим (2.12).,

|х — ;|, а также из неравенств

Оценим теперь Будем предполагать, что | х — х'| <— и
4

’ х I так как при | х—х'| > ■— или | х — х | в справедли

вости неравенства (2.8) нетрудно убедиться. Обозначим Е = ЕХд и ра
зобьем Д на сумму вида

(х, Д С, 6) 
дп-.

дк{х, С, 0)\(С, б, £, т) 

/\ дп-.
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_ дС(х, ^;, т) X = Л,>+ у{2) _ 

С*Л; /

Для интеграла 71'’ имеем |х—и, аналогично случаю |х — х[ > 

> -у-, получим для него нужную нам оценку. Остается оценить интег

рал /?2>. Пусть Е։ = Ех{, £։ = Е\Е1։ где 3 = 2|х —х'|.
Перепишем Д2,в виде

дк (х, :, 6) рсс, е, т) дС(х, I 
дп-. |. дп-, дп-.

\<£<Ю +

е, I, с,
дп-.

дО (ч, 8, ;, т) _ дС (х, /, ;,
дп; дп-.

| сГ^ +

Из леммы 5

дК (х, 7, С, 8) _ дК (х՜, 7, С, 6)
дп-, дп-,

5 '=)1Ла 
дп-,

для получим

дС£, е,;, т) 
дп-.

։•

|.г—а»

I /1! *■» сва
ее

мг 2

[|С-хГ + (*-8)2]л</е.

Отсюда, в случае а) имеет место неравенство

(2-17)

/-0 
е

сГх№,
2 и V 9

(*-т) (#֊8)

а из него, интегрированием сначала по 8, а 
отношению

е
2

В случае б) из (2.17) имеем

_, !£=!<■ / — -
. г . / \ е .

2

затем по С придем к со-

--------- х
(/-6)^/, X,

е
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X ---------- —----- Л/в.
2

Разбивая последний интеграл на сумму двух слагаемых, в которых 
интегрирование производится по пересечениям -։ соответственно с 

։ у _  ? । |х — ? I
областями |х — С | 2-------— и |х—С| > 1 „ , и, оценивая каждое

2 2
слагаемое в отдельности, придем к неравенству 

_ IX—с р

I 711 < См (\ -------ПТ՜ — х'1’ •

и—)2

Для /։ из леммы 5 и оценки (1.17) вытекает, что

, ч СС<?Л(хЧ,С,б) е +е17я1 < с„ (е, а) ----- ^п. --------------------------- -----------------------
6. П' (/-т) 2

__ . I -г* — 6 I* 
а л

X [ |х - СГ + (^֊9)2 ] < с„ (з, а) 1 Х ~ е ' +

(* —) 2

Так же, как при оценке .Д, можно показать, что первый интеграл пра
вой части этого неравенства не превосходит по абсолютной величине 
функции

_ М _ 1^՛

С« (*, я) -------------— е-4-+1--------- |х — х'[։.

а-с )2

Второй интеграл в случае б) оценивается непосредственно, а именно 
по абсолютной величине он не превосходит функции

см а)
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В случае а) имеем

с*А (х', е
дп-.

՝дк (х'։ :, б) 
——

|х

е

(*-->) 2 (Н 2

Итак, для /։ + ]г получим

(2.18)

Перейдем к оценке интеграла У,. Для С ? 2։ имеем | х — С |<3|х'—Ч. 
Используя это, получим

Здесь а и а'— произвольные числа, 0<^а'<^а<^1. Отсюда, в обоих 
случаях а) и б), получим неравенство

1/з [<*«(*, а)е------------ ------------------ |х-х?. (2.19)

(*֊<
Из неравенства (2.18) и (2.19) следует оценка

И 

]/12)|<см (V, а)|х —х'|’-------------------------------- (2.20)

а-'-Г

Утверждение леммы вытекает из (2.11), (2.12) и (2.20).
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Лемма 7. Функция Г (у, #, "), определенная для у £ ® формулой

Г (У, I, ') =

։
У11 (у, *, ՝, б) <№>

вдоль поверхности а дифференцируема по у; при этом производные, 
которые могут быть получены дифференцированием под знаком 
интеграла, ограничены

\ОуГ (у, I, т)|<см.

Д оказательство. Пусть о = — и Е = зу,-,. Запишем

Г (у, I, -) в виде

Г(у, *,') = |Т1 (У, *, ’> б) <£<&■

Для доказательства леммы достаточно установить, что функция 
/

? (*, Л х>=п Т1 (х, С, 9) <№,

обладает в зу а ограниченными производными по х.
2

Введем в точке у локальную систему координат 54, я2, а3, направ
ляя ось а3 по Пу. Пусть при этом а3= / х2) — уравнение поверхно
сти Е, а точки V (у1։ у2) и и (и։, и2) — проекции, соответственно, точек 
г и С на круг 7уг. Тогда

I
ф (г, т) = Ф (у, /, г)= с05 (п°3’ Пу) Г Г Д (у, и, I, б) бисЮ,

(4՜) 11 гу''
где

А (о, и, {, 9) =
I (“п Ц») ~/ (^1«2)— (Ы1 — иО/«, (рги2)—(из—г>2) («1, и2)

5

а-в)2
X V 1 +Л։, ("1> “г) +/^ (“1> “։) х

(/ («■■ И») - /(О1. у»)') + (», - с,)» 4- (и,-?,)*

Хе
Покажем, что функция

/

Гуг

обладает ограниченными в 7у_£ производными по у, получаемыми 
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дифференцированием под знаком интеграла. Этим теорема будет до
казана. С этой целью, введя вместо и1։ и2 новые переменные интегри
рования <», р: Uj = -г р cos w, u2 = v2 — p sin <u, 
перепишем Ф в виде

t 2г. I (co, v)
՛? (u> ■) = J J J в (v, p,«, t, 6) p<zp.

t, о 0

Здесь функция Z (w, v) определяется соотношением

Z (o>, v) = У(vj cos iu-pVa sin w)2 -|-o2—vf — v; — (vx cos ш т v2 sin ш).

Легко убедиться в справедливости оценок

- (L -) -£֊
дЦ-, у)\^ь ,о1х. 1dv | ^J8> I ° I с68 (Е) ------------ 3-------  ,

-б/

дБ 
д и

1 
(z֊&)x

Из них вытекает равномерная в Гд сходимость по у интегралов пра

вой части формулы

?'• ■՝= Г с/е (в(у,I,ш,м» + С</0 (ж> Г— р«/р,

оу 3 3 ду и 3 3 ду
I, 0 «,0 0

что доказывает наше утверждение.
Лемма 8. Пусть у£.а, 5£2. Тогда функция^ —— диф-

дпу
ференцируема по у вдоль поверхности з и имеет место неравен-
ство

PydG
дпу

Доказательство. Исходя из представления (1.24) функции
ЙО , 
-----  будем иметь 
дп-

дв^у с, г) =д (у> г г е) йс(с,ел т).
Опу 3 3 Оп-,

(2.21)
Из леммы 4 следует неравенство
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Л ')+
_(*._=) 1г=к։

+ О, Г [>.В) <>°<^- м <С„(.) • .

(2.22)
Остается оценить функцию

Д ъ (У, (, I, 6) дС('£ 

ъ а
Используя лемму 7 легко прийти к формуле

Оу Г [ ъ (у, I. С, 6) — ЛЯ =
3.) он,-

= урИ։(у,;,;,е)|-^_-^|л;е +

+ — ур! (У, Ъ 6)

Отсюда, с помощью лемм 4, 5 и 7, получим

Оу ( Г Т1 (у, I, С, 6) ^0 < Св2 (г)^֊------— - • (2.23)
Оп: (г—')

Утверждение леммы следует из (2.21), (2.22) и (2.23).
Теорема 2. Для произвольной пары (х, х՛) и;£2,
Т производные функции Грина ОХС (х, I, ;, удовлетворяют 

соотношению (1.2), где л — произвольное число из интервала (0, 1), 
у — некоторое число из интервала ^0, ֊-^ .

Доказательство. Достаточно доказать соотношение (1.2) 
лишь для функции § (х, {, ;, т), которую мы представим в виде суммы 

8 (х, Л с, т) = + .ру А (х, I, С, 6) Т) =£* (х, /, т) +

+ £** (х, /, 5, ֊). (2.24)
Имеем

I ОЛ8* (х, *, г) - (х', $, г) | < .
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Правая часть здесь оценивается аналогично интегралу (1.5), именно

I (х, -) — £).г 8* (х', ;,") | <

< си (е) |х — х'|* —---------------------- --------------------------- (2.25)

(<-х) 2

Для производной функции £** (х, £, ;, т)— теплового потенциала про
стого слоя, используя лемму 8, можно вывести формулу

Л (х,С, .) = Д{ К (х, С, .) X

х В„. Со։ и' ։։) I _ <й(ул.) х
оп: ап; ] от

X созОк,*,) 1^9. (2.26)
<7Л; )

Здесь * — средняя кривизна поверхности.
На основании леммы 8 имеем

Г С[Л (х, (,:, 9) - л (х', I, с, 9)]1 д -^(у> т) - х х
и и I. ап-, дт
I, •

(2.27)
Из леммы 6 непосредственно выводим

Г Г/дк (х, л :, 9) _ дк(х', {, С, 9) ус (С, 9,5, т) I
3 х дт дп- ) дт
а 

__ |-с/—^1՛

< с„ (V, а) I х - х? ------------- ---------------- -  • (2.28)

(/ — ■։)■

Из (2.24)—(2.28) следует доказываемое утверждение для функции 
8 (х, (, ;, т). Теорема доказана.

Ереванский политехнический
институт им. К. Маркса Поступило 6.II.66



268 r. B. TeHAJKOftHԳ. Վ. ԳԵՆՏՈՅԱՆՋԵՐՄԱՀԱՂՈՐԴԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՀԱՄԱՐ ԱՌԱՋԻՆ ԵԶՐԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ԴՐԻՆԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՅԻ ՈՐՈՇ ԴՆԱՀԱՏ ԱԿ ԱՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆԱմփոփում
Դիցուկ ճ-ն եռաչափ էվկչիդչան տարածութչան տիրուչթ է, սահմանա

փակված 3 ողորկ մակերևուչթով, Շ = Զ X (0, 7| գլանում ջերմահաղորդակա- 
նոլթլան հավասարման աոաջին եղրաչին խնդրի ^'րի՚եի ֆունկցիաչի ածանց֊ 
չալների համար հոդվածում ապացուցվում է հետևչաչ արդչունքը.

ա) Եթե 0 մակերևուչթը պատկանտմ է Շ՛''' դասին, ապա Զ գլանում 
տեղի ունի

ԺՃ(յր,ք,Տ,է) , ,.6 '՛ ’ ՚ (/=1>2>3)

գնահատականը, որտեղ 8- ը կամա լական թիվ է»
ր) Եթե 3 մակերևուչթը պատկանում է Շ"' դասին, ապա Զ֊ին պատ

կանող կա մ աչական X, X՛, ե 0 ՜ է 7՜/> Համար տեղի ունի

dG(x, M,x) Ժ6 (Z, t, g, -)
dx, dx, (f--) e

անհավասարոլթլունը, որտեղ 7-ն կամա լական թիվ է իջակա չքից, իսկ

V
°>՜|՜)՜՞/’"2“'4^ թՒվ է՛

G. V. GENJOYAN
ON SOME ESTIMATES FOR THE GREEN’S FUNCTION OF TNE 

FIRST BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE HEAT 
EQUATION

Summary

Let 2 be a domain bounded by a smooth surface a in the three 
dimensional Euclidean space.

For the Green’s function of the first boundary value problem for 
the heat equation in the cylinder D = 2 X (0, T] the paper proves the 
following results:

a) If the surface 3 belongs to the class C1֊)֊ the following inequa
lity holds in D

dG (x, t, 
dxi

e (*—=) (7=1, 2, 3)
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where e is an arbitrary number.
b) If the surface s belongs to the class C2,' then 

dG (x, t,~) dG (x', t, ;,j) c2_(v,^) |x —
Oxi dxi

at every point x, x', ; £ 2 and for a and v being num

bers from the intervals (0,1) and ( 0, — respectively.
\ 4/
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