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АНАЛИТИЧЕСКИЕ Г-МОНОГЕННЫЕ ФУНКЦИИ
ВведениеНазовем алгеброй А какую-нибудь ассоциативно-коммутативную алгебру с единицей и с конечным базисом над полем комплексных чисел (или же А есть поле комплексных чисел). Мы нормируем алгебру 

А, полагая для всякого элемента а£А: | а | = V | а։ |® + • • • 4֊ | аг |8, где а։, • • аг—комплексные компоненты элемента а. Имеем для любой пары элементов а, Ь£ А: | аЬ | < 1У\а 11 Ь (, где /V > 1 [2]. Всюду в дальнейшем через М обозначаем только эту постоянную.Пусть / и I—непрерывно-дифференцируемые функции многих действительных переменных
х1г ’ ’ ■> х$ (5 ^>2) (1)■со значениями из данной алгебры А.Назовем функцию / /’-моногенной (моногенной в смысле В. С. Федо­рова [1], [2]) в области Д, если найдется функция переменных (1), ко­торую мы обозначим через /(1), такая, что в данной области Д <7/ -= называется /’-производной функции /.Для однозначного выбора функции /(1) допустим возможность .деления элемента алгебры А на какую-нибудь одну частную производ­ную первого порядка от I всюду в Д.Множество всех /’-моногенных относительно / функций в области -Д обозначаем через (I, А).Аналогично определяются /’-производные различных порядков» обозначаемые /{л)„ а = 2, 3,а именно, имеем

/։«+!) л։■если /։"> £ (£, Д„ А).

Примеры1) Пусть ք = з?, է = շ3, г = + 1Х>, г — — 1, 5 = 2.Здесь /(1) = г2; ք—многозначная функция от է в любой окрестности точки г = О, Ր—моногенная по ք в этой окрестности.2) Пусть /=Хх֊|--—է = օ.շքէ, ւ2 = — 1, где а—постоян­ная, принадлежащая А и имеющая обратный — а՜1.
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Имеем (1/= ~ {т = -гт’-'Ь и{—многозначная функция от I, так как I имеет одно и то же значение- на всех следующих гиперплоскостях:хх-|------- |-ху = ։ + 2Л", к = 0, !,•••».®—действительное число, а / принимает разные значения на различных плоскостях.Всюду в дальнейшем будем предполагать, что для каждой точки области А найдется координата из (1), которую обозначим через х,, / Л Ч֊1такая, что в этой точке существует ’Одним из основных и мало разработанных вопросов в теории. /’—моногенных функций является вопрос о характере зависимости, функции / от функции I, если /£ (#» А, А).
Определение. Функция/, моногенная по / в области Л, называется аналитической однозначной функцией от £ в этой области, если су­ществуют /'-производные от / любого порядка*  и в некоторой, окрестности А (Р) каждой точки Р£Д

* Это будет иметь место, если все компоненты функций / и ( бесконечно 
дифференцируемы по переменным (֊1) в А.. Условие это достаточное, но не необхот- 

димое [2].

■» / \к—п/<*)=  V „ = о, 1, 2,- • •
(/<«, —значения /(А) и I в точке Р), причем все эти ряды абсолютно и равномерно сходятся в Д(Р).В. С. Федоров [1], считая все компоненты функций- / и / анали­тическими (в обычном смысле): от координат (1) в △,- доказал, что /—однозначная аналитическая функция от I в этой области при сле­дующем дополнительном условии:-

гдпи I / \~։'֊ <Л5\ п = 0, I,- -, (/ = [£.} , Л,5 = сопз1..
Охп \ ах )В настоящей работе мы обобщаем эту теорему В. С. Федорова освобождаясь от этого дополнительного условия (§ 2, „Основная теорема“).Заметим, что функция / может быть аналитической однозначной функцией от I (в вышеуказанном смысле) и в том случае, когда / и не имеют непрерывных частных производных порядка выше первого по переменным (1). Например, /—любой полином от /, причем I в не­которой области А имеет непрерывные частные производные первого- порядка по переменным . (1).



Аналитические Б-моногенные функции 1571 Пусть /£ (£, Д, А). Всюду в дальнейшем полагаем
61 
дх ’дх £)«/. =л.

Пусть все компоненты функций / и I аналитичны относительно координат (1) в Д. Тогда, как известно, для всякой заданной ограни­ченной и замкнутой области Д(„ расположенной строго внутри Д, най­дутся для данных /и/ такие постоянные а > 1, 6>1, С>1, что в До<а6*Лг!,  |£>7|<а6*Л!»  |Н[<С, Л = 0, I,--. (2)Всюду в дальнейшем рассматриваем значения изучаемых функций и их производных в такой области До, чтб всякий раз не оговари­
ваем.Назовем произведением класса „ки произведение вида

' г.՞1/ 
П° 
у-։

(«!=/, Ч/='֊> / = к), (3) •взятое со знаком 4֊ или —, где т1—целое положительное число, 
т,,- ■ •, ть—целые неотрицательные числа (не обязательно попарно различные), подчиненные единственному условию: т14֊ • • • 4՜ т*  = к. Отметим очевидное свойство /"-производных функции //(">= л = 1, 2, -,

К

Теорема 1. Справедливо следующее представление:

?л = Зау. п = 1, 2. -- ’ 
/=։

(4)

(5)
где каждое з, есть произведение класса „па, т—некоторое нату­
ральное число, большее или равное единице.Доказательство. 1) Теорема верна для п=1, что следует из (4).2 ) Пусть теорема справедлива для некоторого п, докажем ее для п4-1.Из (4) и (5) имеем ,, ֊/(Л+1) = = л։֊2я֊2[Шфп - (2п - 1) Тя2Х]. (6) 



158 К. Д. ЗатуловскаяЛегко видеть, поскольку теорема верна для п, что выражение внутри прямых скобок в правой части уравнения (6) есть сумма произведений класса „п + 1“. Из представления (6) следует также справедливость теоремы для пЦ-1. Теорема доказана.2 - Основная теорема. Если все компоненты f и t есть 
аналитические функции переменных (1) в некоторой области А, в 
которой f-F-моногенна относительно t, тогда в некоторой ок­
рестности каждой точки указанной области f есть аналитическая 
функция от t.Доказательство. 1. Из (4) и (5) следует, что?«+։ = 2 ֊ (2՞ - 1) <7)

/-։Исходя из выражения = Df строим для п = 2, З,---, с по­мощью равенства (7), упорядоченную систему («4, «з, ■ • •» ат) произве­дений класса „пи, которая определяет функцию <ря формулы (5): fn = °4 4՜ • • • + Ищ.Пусть, теперь, Р* —любое произведение вида (3) класса „1си 
(Jc = l, 2,■■•). Введем обозначения:о (Рл) = znj л12! • • • т*!,3 (ф*) = ° («i) 4-Из (а«), (8)а (WPk) = 2 а (?Д
где ß։ = X (£>'"■+։ ZJ ]Тр JVj, ?k = >.(D k Vk)flDJVl։

J=2 J=lß, = X (/№ Vq) q Dm‘ V, q Dm> Vh q = 2, - -> k-1.
1=1 )=q+lОчевидно, имеем

к
3 (M = (тч + 1) а (РА), 9 = !,•••, Л, V(m?+l) = 2fe,

■/=։а поэтому я (WPk) = 2£з (Р*),  откуда3 (><£>«/) = 2пз (։у).Легко также видеть, что а (^Di.) = а (а^, j = 1,- • т.Из (7)՛, (8) получаем3(фл+1)<4ла(фя), п’=1, 2, --. (9)Так как, в силу (4), а (ф։) = з (/)/) = 1, то из неравенства (9) получим, полагая последовательно п=2, 3,•••,



Аналитические F-моногенные функции 159= (?Я)֊<4Л-1 (л —1)1, п = 1, 2, ... (10)Далее, из (2) и (8) следует, что для всякого произведения клас­са „ки имеем |Р*|<(а6)*М  1з(Р*),откуда, в силу теоремы 1 и равенства (8), получим|а/|<(а6)Л/У"֊1з(Т„).
/-1Из последнего неравенства и из (10) находим< (4А0я-1 (аЬ)п (п - 1)1, л = 1, 2,...,а так как из (2) и (5) имеем|/<л’|<№"С2"֊Чфп|> п = 1, 2,-.-, то |/<">|<А/"/И, п=1, 2,-.., где М—некоторая постоянная, не зависящая от п.II. Из последних неравенств следует, что для каждой данной точки Р£Д найдется такая ее окрестность Д(Р) , в которой абсолют­но и равномерно сходятся ряды п = 1, 2,---,

__ I )*где й*  «= ^—значения Р-производных функции/ порядка к и функции / в точке Р, соответственно, а — /'-про­изводная порядка п от £/*,  к = 1, 2,•••. В самом деле, полагая 11 — (п | = р, получим|(/*|<МЛРр\  к = 1,2,---.Пусть А—область, содержащаяся в А, такая, что для всех ее точек р CR, Р =, 0< С < 1, С == const. При р*\Р  схо- 30дится ряд: з = (Вр)*,  где В = МN. Пусть р = CR. Найдется такое*=1 С» число о^>0, что рг4-о<^/?. Таким образом, V(Bp։)A<C°°, л=о
V Bk (Pj + S)*  < 00,
А=0откуда

2в*[(р1+ 8)*-ра<°°-  ■
А=0
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л.1

(Р1 + ’У ֊ Р? > д1 _ я)| Р*  "я °я (*  > л)имеем
а-.)1 р;-<4~[(||-+г')*՜ 1՛?1 №>">՛

и потому ряд
V в"------- —-------О*-  " <՜ ОО

(£ — л)! 1 ’ п = 1, 2,•• •,
откуда следует равномерная сходимость ряда

=л = 2 Вк Р*- п для ₽<р։, п = 1, 2,• ••
к=пВ качестве области А возьмем достаточно малый фиксированный шар с центром в точке Р. Пусть А (Р) есть этот шар. Ряд з„, равно­мерно сходящийся в этом шаре, мажорирует ряд 5Л- Следовательно, в этом шаре абсолютно и равномерно сходится ряд .5Л для всякого п. В этом шаре сходится равномерно и абсолютно и ряд 5, ибо сходится там равномерно ряд а, мажорирующийПоэтому, полагая

9=2*4,  
л=ополучим, что 9 моногенна по / в Л (Р) и для ее Р-производной поряд­ка п имеем

вс0(0) = 2 £/("), Л = 1, 2, - -.
4=лЭтот результат вытекает из следующей теоремы автора.Пусть 5—бесконечный ряд функций класса (/, А, А) и пусть з—ряд их Р-производных. Если ряд з сходится равномерно в А, а ряд 5 сходится хотя бы в одной точке области А, тогда 5 сходится рав­номерно в области А, его сумма принадлежит классу (£, А, А) и ее Р-производная равна сумме ряда з [3].Очевидно, имеемб(")=Ля). л = 0, 1, 2, -• (11)Как известно (см. [2], стр. 366), из (11) следует, что / и 9 совпа­дают в А (Р).Теорема доказана.

Ивановский энергетический институт Поступило 30. 1И. 1965
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Կ. ԴՀԶԱՏքՈՎՈ՚ԼՍԿԱՏՕ.

F-ՄՈՆՈԴԵՆ ԱՆԱԼԻՏԻԿ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐ ՛Ամփոփում
Դիցուկ ք-ը և է-ն հիպերկոմպլեքս ֆունկցիաներ են x1J--- (տ > 2)

իրական փոփոխականներից, որոնց արժեքները ընկած են ինչ որ միավոր­
ված ղուղորդա-տեղափոխական գծային հանրահաշվում, իրական թվերի դաշ­
տում։

Ապացուցվում է, որ եթե ք-ի և է-ի կոմպոնենտները անալիտիկ ֆունկ­
ցիաներ են մի տիրույթում, որտեղ ք-ը է-ի նկատմամբ մոնոդեն է Ֆեոդո- 
յավի իմաստով, ապա նշված տիրույթի յուրաքանչյուր կետի մի ինչ որ 
■րրչակայքում ք-ը ֊միարժեք անալիտիկ ֆունկցիա է է-ից։

K. D. ZATULOVSKAYA/^MONOGENIC ANALYTIC FUNCTIONSSummaryLet f and t be hypercomplex functions of several real variables J7i—xs (s >• 2) with their values in an associative-commutative linear ;algebra over the real number field with an identity element.Here we prove that if the components of f and t are analytic functions in a domain where f is monogenic with respect to t in the sense of Feodorov then f is a single-valued analytic function in a neighbourhood of each point of that domain.
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