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МЕТОД АСИМПТОТИЧЕСКОГО РАСЩЕПЛЕНИЯ СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

1. Рассматривается система линейных дифференциальных урав
нений вида

Л(:,5)^=В(:|5)х + /«( V) (’ — »О, (1)

где А (", е), В а) — квадратные матрицы порядка п, допускающие 
разложения:

А а) = з*Д*  (т), В(т, а) = 2'>ВЛ(-), (0<т<£). (2) 
*-0 л—о

В предположении, что /(/, х, а) есть вектор-функция вида 
°° г/б
2 С՜1) е/в(Г> •> (в частности, нуль), где—= £('), причем, к(~), р„{~)
*=и Л
имеют на сегменте 0 -<^ т Ь достаточное число производных по в 
работах [1]—[6] показано существование преобразований, приводящих 
к асимптотическому расщеплению системы (1) на независимые подси
стемы меньшего порядка и указаны соответствующие способы построе
ния формального процесса для такого расщепления.

В настоящей статье рассматривается общий случай, когда 
/ (*»  "» е) — произвольная непрерывная вектор-функция, регулярная от
носительно а в окрестности точки г = 0.

Так же как и в цитированных выше работах мы пользуемся 
асимптотическими методами, разработанными Н. М. Крыловым и 
Н. Н. Боголюбовым [7], [8|.

2. Квадратную матрицу и(՜), собственные числа которой разбиты 

з = !,•••, р; ^\к,= п\ так, что на сегменте 

[0, £] выполняются условия

Г4’)-/.У)1>с>0 (з^=5; ։ = !,•••, А,; / = 1,--, £,), (3)

при каждом фиксированном " £ [0, В] можно представить так [9]:

(4) 
»-1

где К„, Л„, — матрицы типа, соответственно, п X &=, к3Хк,,
к„ X п, удовлетворяющие равенствам:
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м'к‘ - I о (5)

(Ег — единичная матрица порядка г).

Собственные числа матрицы А, суть собственные числа матрицы 
и, включенные в группу я.

Введя коагулированные матрицы

Мт 0\ / МД
К= (К.-.-Кр), Л = •• , м=\ : .

\0 Ар ) \МР)

гбудем также иметь:
и = КАМ, (6)

МК=КМ—Еп. (7)

В качестве матрицы К, может быть взята любая матрица, со
ставленная из к, линейно независимых линейных комбинаций столбцов 
матрицы

р *3
Ма) = ПП(» ֊№), (8)

/=1гг-а

ранг которой равен ка и, в частности, из к, линейно независимых 
столбцов этой матрицы. Зная матрицу К легко определить М и Л, 
используя соотношения (6) и (7).

Пусть Ка, Л„ Ма (о = !,՝••, р) — построенные таким путем ма
трицы. Тогда выражения К,!'՝!,,, Ы^Ма, М՜’ А„1У„, где М»— произ
вольная невырожденная матрица порядка к3, представляют общий вид 
матриц, осуществляющих разложение՜ (4). Соответственно, если 

—квазидиагональная матрица, составленная из матриц то КЫ 
является общим выражением матриц, преобразующих матрицу и к 
квазидиагональному виду.

Для дальнейшего представляют интерес те матрицы К,, которые 
нужное число раз дифференцируемы на [0, £]. Вопрос о дифференци
руемости матрицы К, тесно связан с дифференцируемостью матрицы 
А® (и). Покажем, что матрица Д„ (и) дифференцируема на [О, Ь\ по 
крайней мере столько же раз, сколько раз дифференцируема матрица 
и(т).

Рассмотрим многочлен с коэффициентами, зависящими от пара
метра

Д ().) =)." + аг (т) к"՜1 + ■ • • + а„_, (х)). + ап (х). (9)

Допустим, что корни этого многочлена, не обязательно разные, 
разбиты каким-нибудь образом на две группы: лР, и
В соответствии с этим, многочлен Д (л) можно представить в виде

др.) = ^(к) .Д,(А), (10)
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где Дх (X) — многочлен степени к с корнями Хх \ , *■*  > а ) мно

гочлен степени т с корнями ՝!л\ • • •, '-т- Пусть

Д։(Х)=Х*  + «х (г) а^'+- • •+«*-։(•)  ■'֊+’* <")’ (11),

Д2 (X) = X™ + ?х (г) Ч------- 1- (') X + (')•

Имеет место следующая
Лемма. Если на сегменте [О, Е]
1) коэффициенты а] (/ = !,•••, п) многочлена А (>•) являются I 

раз дифференцируемыми функциями от и (I > 1) и
2) 1'41,(’)-'У,(-)1>с>0 к; } = т)> <12)

то коэффициенты ։у(/=1,”։, к) и т) многочленов
Дх (X) и Д2 (X) также являются I раз дифференцируемыми на [0, £] 
функциями от т.

Для доказательства леммы подставим многочлены (11) в равен
ство (10) и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях X.. 
Получим:

Ъ = «1 + ?г — аг = 0,

= а2 4՜ 4՜ р2 — а-, — 0,

<Р։ = вз + а2р1 + а։?2 + ?з — °։ — 0» (13)!

?л_։ = аЛрт-> + аЛ-1Р/л — ал-1 = 0,

<Р„ = а*Рт  — ап = 0.

Функциональный опред<

?„) _
В (**!>  ՛ ՛ ' > Рт)

глитель системы (13) имеет в։

1 0---0 1 0---0 0

рх 1---0 1-.-0 0

рз • -0 я2 ах- • -0 0

0 0- • ■ рт— 1 0 О--՛։*  я*_1

0 0---рт 0 0---0 а*

։д:

(14)՛

Определитель в правой части равенства (14) в точности равен 
результанту R Д2) многочленов (11), который, в силу условия 2)
леммы, на [0, Ц нигде не обращается в нуль. Следовательно,

о )
(0<’<£>- <15>

Пусть т0 — произвольная точка на сегменте [0, Ь\. В силу (15) 
в некоторой окрестности точки (ах (т0), • • •, аЛ (т0)) существуют непре
рывные функции
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’Ч — /1 (а1>' ’ ’ > о«)»

= /*  (с1։- • •, ап),

“ /'*+1  (О1»' * '» &п),

/т — /п , ап),

удовлетворяющие системе (13) и условиям

а1 (“о) = /։ (а։ ("«), • • •, ап (-«)),

>-'Л|(”о) = /л (О1 ("»), • • Оп ("«)),

причем эти функции имеют непрерывные производные в некоторой 
окрестности точки (а։ (--0), ■ • - , аП (ъ,)).

Поскольку а/(/=!,•••, п) — дифференцируемые функции от т, 
то из равенств (16) следует существование производных по т от 

в окрестности точки "0. Учитывая это, продифференцируем 
равенства (13) по ". Получим

। 4^ 4аг

֊/+», ^+?,֊> + 4Ъ
4՜

4а, ----  9
4՜ (17)

4аь д . сфт 4ап

Решая эту систему, будем иметь

—1 =---------------------- 1*1  ( а1
<1-. Л(Л1։ Д,) \

О . Ла . 
гт> ~Г՜ а՜

4а,։
4-

(18)
4'?т 1

7?(Д1, д2)

О . ^1
г/п, ”Т~ 1 

а՜
(1ап\ 
с1- /

фл ( *1> •

Здесь ф/ — функции, дифференцируемые по своим аргументам любое
число раз.

Если существуют вторые производные
<12а1 <Рап 

---------- > то из

(18) можно непосредственно получить выражения для
<1\ Ср'^п,

(1-а ’ 4-*
Для этого достаточно продифференцировать равенства (18) по " и в

4^ 
правых частях исключить —*,  ■ • • 

с1^
с помощью тех же равенств

(18). Этим путем можно получить все производные по •: от «ц ■ • ■, ?л» 
4%п 
4-‘

а ^-1вплоть до ----- у
<1՜

• Итак, в произвольной точке "о£[О, 2] коэф
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фициенты многочленов А։ и Д2 дифференцируемы столько раз, сколько 
раз дифференцируемы коэффициенты многочлена А. Тем самым лемма 
доказана.

Пусть теперь Д—характеристический многочлен матрицы «(-). 
Коэффициенты этого многочлена дифференцируемы по " по крайней 
мере столько же раз, сколько раз дифференцируема матрица и (-). 
Коэффициенты матричного многочлена (8) равны коэффициентам мно
гочлена А» (/.), корнями которого являются собственные числа мат
рицы и, не включенные в группу о. Многочлен Да(Х) является множите
лем многочлена Д ().), причем имеют место неравенства (3). Условия 
леммы, таким образом, выполняются. Согласно лемме, коэффициенты 
многочленов Аа ().) и Д (л) дифференцируемы одинаковое число раз. 
Отсюда следует, что матрица Д» (и) дифференцируема по ' по край
ней мере столько раз, сколько раз дифференцируема матрица и 
То же самое, очевидно, справедливо и для любой линейной комбина
ции столбцов матрицы Д,(и) с соответствующим числом раз диффе
ренцируемыми коэффициентами.

Из вышеизложенного ясно, что если на рассматриваемом сег
менте [0, А] линейная независимость каких-нибудь фиксированных к3 
столбцов матрицы Д„ (и) не нарушается, то в качестве искомой ма
трицы К„ (дифференцируемой столько же раз, сколько раз дифферен
цируема матрица и) можно взять матрицу, составленную из этих к3 
столбцов. Если же таких к3 столбцов не окажется, то матрицу К, 
следует набрать из к3 линейных комбинаций столбцов матрицы Да (и) 
с соответствующим числом раз дифференцируемыми коэффициентами, 
выбор которых должен быть подчинен условию линейной независимости 
этих к3 линейных комбинаций.

Последний случай проиллюстрируем на следующем простом при
мере.

Пусть и — г раз дифференцируемая на [0, А] матрица третьего 
порядка, собственные числа которой разбиты на две непересекающиеся 
группы.

Допустим, что первый столбец матрицы

ранг которой равен двум, не обращается в.нуль на [0, А], но два 
других столбца (о12 и 81։) в некоторых точках этого промежутка (но 
конечно разных) обращаются в нуль. Искомую матрицу Кг = (АцА^) 
можно построить следующим образом.'

Положим
*п ֊- °н>
*И = а18п + «2^12 + а։Зи, 

где ау — некоторые произвольные функции из класса С{'\
Линейная независимость столбцов Аи и А13 будет обеспечена, 

если а у (у = 1։ 2։ 3) будут выбраны так, что
*12 (’)?*= 0 «[0. А]), (19)
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и что, например, скалярное произведение кп и кг> равно нулю, т. е.

кп(-.)-кгА-.) = 0 «[О, £]) (20)

(через а*  обозначена эрмитова сопряженная матрица).
Используя условие (20), получим:

кг. = а., к,----- I + а, к - г '.
Т՛ iw I L iw “J

Поскольку выражения, заключенные в квадратные скобки, не 
могут одновременно обратиться в нуль (это противоречило бы тому, 
что ранг матрицы Л. (и) на сегменте [0, L\ равен 2), ясно, что соот
ветствующим выбором аг (") и аа (") всегда можно добиться выполне
ния условия (19).

В последующих разделах при использовании формул (4) — (7), не 
оговаривая особо, будем предполагать, что матрицы и и К-, (а=1,- • •, р) 
на сегменте [0, £] имеют одинаковое число производных по ".

3. Теорема. Если на сегменте [0, L] матрицы Ak ('), Bk (х) 
(fc = 0, 1, 2,•••) имеют нужное число производных по ~, а Ло (т), 
кроме того, является невырожденной матрицей, то, предполагая, 
что собственные числа матрицы и — Ло՜1 (т) В„ (т) разбиты на р 
групп при условии (3), формальное решение системы (1) может 
быть представлено так:

(21) 

где

dy. - —
Ч֊=-Мъ £)У, + >И»(Ъ s)*(S s)/(*. S £) Р), (22) 

с К„ А», М„ R—матрицы типа, соответственно, пУ,к,, ki'X.k^, 
k-,\n, nX п, представляемые формальными рядами

К, (т, г) = V гкК\" (т), А, (-., е) = У '/А'*1 (г), 
4=0 *-0

(23)
М, г) =3 е*  М™(т), R (т, г) = £ г^к (т).

4=0 4=0

Подставляя формулы (21), (22), определяющие вектор х, в си
стему (1) и отделяя в полученном тождестве коэффициенты при 
у, (о = !,•••, р) и свободный член, будем иметь:

Л(., г)Гг£^А + £(., 5)л;(.։ £)1 = В(., £)^(т, з) (24)

(= = 1,- -, Р),
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1р ~ ~ I
л 1֊, и 5 К, е, 3)Л€(Ъ 8) ֊£■„ /(/,-, 8) =°- (25)

а=1 *
Подставим в равенство (24) разложения (2) и (23) и приравняем 

коэффициенты при одинаковых степенях е. Получим:

иА‘0|=А™Л>0\

и^‘1=лг‘*1л։°1+^01А'*Ч- /Л*՜” (2б)
(а = 1,- • •, р; к = 1, 2, • • ), 

где

а-" = 3 Л*-ЛА1,Л 4 (л._, -

- I- (27)

;=о
Положим

Л™ (*)«*.(*), Л"(:)»А,(т). (28)

При этом первое равенство (26) выполняется тождественно.
Пусть А»01, А1,01,-.-, А։(*г ”, Л1а*-։) уже найдены. Определим

А|* ’ и Л>”. Отметим, что теперь /Х*՜ ” является известной матрицей.
Умножим к 4- 1-ое равенство (26) слева на М. Получим:

Л(?'*Ч  = (2^А։ + МК,.Х™ + МО1/՜11, (29)
где

<21* ] = МК\к\ (30)

Коагулируем матрицу ф!* 1, состоящую из п строк и £, столб
цов, следующим образом:

где — субматрица типа кх X к, (ф!!1 = Мх ЛГ]'!). Тогда, так как А 
имеет квазидиагональную структуру, то равенство (29) распадается 
на следующие р независимых матричных равенств:

л,ОЙ]= ОЙ’А. + Л1*1 + М. £>Н՜”, (31)

Л,<2$= (2£ Л. + МЛк~Х} (։ =). (32)

Из (31) непосредственно находим:
Д*1 .= Л, (ЗЙ1- (&]АВ - МЛк~”. (33)

Здесь ф!” — произвольная достаточное число раз дифференци
руемая квадратная матрица порядка к,. В частности, можно принять 
(#’ = 0.
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Равенства же (32) однозначно определяют (з = 1,- • -,р; 5===), 
так как Лл и А, не имеют общих собственных чисел.

Определив из (32) О«1 ($ я) и задавшись матрицей фи, най
дем ф|Л|, после чего легко получить А1* 1 по формуле

* Эти равенства следует понимать в том смысле, что для любого т
т т
У/К{к}-^кМ{к}-Еп = О(гт+'),

Л=0

т т
УъкАк-^кЕк- Еп= 0(з'п+։).
к=--0 к=0

(34) 

(см. (30)).
Таким образом, с помощью, рекуррентных формул (33), (32), 

(34) можно последовательно определить л'’1, а!11, а!21,---.

Теперь о построении матриц Л/, и R, фигурирующих в соотно
шении (25).

Это соотношение можно представить в виде

И(‘> г)£(-, г) R (Т, в)-£„]/(#, т, в) = 0, (35)

где

£=2 в*  А1*1,

*—о

А1*1 = ( а!* 1 • • • К1"), л/* ’ = • • (36)
\М* ]/

Легко проверить, что если члены формальных рядов М и R оп
ределить посредством рекуррентных формул

^01= м, м1к}= — м2 а1Лм(*- /] (к = 1, 2,• • •),

'°1 (37)

Rl, = Ao^, (Л = 1, 2, - ),
/=1

то будут иметь место равенства

Л(т, е)Л?(т, г) = Еп,
Д(т, в)/?(т, ь) = Еп* (38)

а значит, будет выполняться и равенство (25).
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4. Через хт (1, -) обозначим вектор, определенный равенствами 
(21) и (22), если в формулах (23) ограничиться членами порядка не 
выше т относительно 8.

Используя метод построения асимптотической оценки, приведен
ный в [8], можно показать, что если

то существует такое 8„ 0, что для некоторых постоянных с,ц и

имеет место оценка

|1х֊хт||<сте"'+’ (8<8Х> /е 1^1. М)- <39)
• Если, помимо сделанных выше предположений, все собственные 

числа эрмитовой матрицы Р = (Л Л*)  неположительны, то

* = е)уа, (40)
а«=1

=Л,(т, 5)^ + М„(т, е)/^, т, а) (3=1,--.,р). (41)

Нетрудно показать, что формальное решение сопряженной одно
родной системы

<1г ,
— (42)

может быть представлено равенствами

(43)

(44)

где М, и А, —матрицы, фигурирующие в формуле (41).

т—1

В случае однородной системы имеет место оценка
II X — ХтЦ-СстЕ"' ^8^(0, ®о), * £ | 0> “ )՛

Таким образом, формальное решение х,п имеет асимптотический 
характер.

Замечание. Матрицы К, и Л, не зависят от /(/, ", г). Поэтому 
для получения решения однородной системы достаточно в приведен
ных выше соотношениях положить / (I, ", е) = 0.

5. Интересно отметить связь введенных выше матриц М, с 
асимптотическим решением сопряженной однородной системы.

Пусть, для простоты, А(т, ъ) = Еп. Тогда решение системы (1) 
представляется в виде

dv,
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6. Покажем, наконец, что в случае системы линейных дифферен
циальных уравнений с постоянными коэффициентами применение ме
тода, изложенного выше, приводит к известным результатам класси
ческой теории линейных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим систему уравнений

= +/(*),  (45)
аг

где А и В — постоянные матрицы, причем А — невырожденная ма
трица. Согласно вышеизложенному, решение этой системы представ
ляется равенствами

* = (46)
о=1

^=Л,ув+МвЛ-7(0 (з = 1,..., р). (47)
аг

Так как в данном случае и = А ХВ — постоянная матрица, то Ко, 
Ла, Мо (□ = !,•••, р)— также постоянные матрицы. Учитывая это, из 
(32) последовательно при к = 1, 2,получаем:

(2£ = о, (з=£з; Л = 1, 2,.. ),

так как —-а = 0. Полагая и <2^ = 0 (з = !,••■, р), будем иметь:

л1‘]=о,

к™ = о,

м\к} = О (3 = 1,..., р; к = 1, 2,

Таким образом,

Кд Кд, Кд —— -Л>В,

Поэтому равенства (46) и (47) принимают вид:

х = ^Кауа, (46>
о=1

^К'У' + МоА-'/Ю (з = 1, . ., Р). (47')՛
сП

Решая (47'), находим

уа = Со + у еЛо</’Г) МоА-1/(е)Л',

О

где Сэ — матрица произвольных постоянных.
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Т ----- — '

В соответствии с этим

X = V с,+ [V 

»=1 0-1

Преобразуем последнее выражение. Полагая 

С, = М,х(0) 
и учитывая, что

УК,е°' М,==ек'М1 = е“', 
а=1 

получим 
/

х = еи1х(О) + ^еи«-1">А՜՜՝/(Г) Л', 

что представляет собой известное выражение для общего решения 
системы неоднородных линейных дифференциальных уравнений с по
стоянными коэффициентами.

Московский ордена Ленина авиационный институт 
им. С. Орджоникидзе Поступило 10. IV. 65

Կ. Ա. ԱԲԳԱՐՅԱՆ

ԳԾԱՅԻՆ ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՍԻՍՏԵՄԻ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ 
ՃԵՂՔՄԱՆ ՄԵԹՈԴԸ

Ամփոփում

Հոդվածում շարադրված է ասիմպտոտիկ ՜&եդքման մեթոդը հետևլա լ 
դիֆերենդիալ հավասարուէքեերի սիստեմի համարք

յ 

=Ջ(Պ տ)*  + /(#, Տ տ) (Հ = Տք), 
ԱԼ

որտեղ A ("» Տ)՜Ծ և Ո քաուակուսա լին մատրիցաներ են,
որոնք թՈԼ1Է են տալիս հետև լալ վերածումը

Ւոհ ք (Հ) անընդհատ վեկտոր -ֆունկցիա է, Յ֊ի նկատմամբ, ռեդուլլար
Տ = 0 կետի շրջակա լքում ւ
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K. A. ABGARIAN

THE METHOD OF ASYMPTOTICAL SPLITTING OF A 
SYSTEM OF LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary

In the paper we set forth the method of asymptotical splitting for 
the following system of differential equations

A (s s) s) x +/(t, S s) (r = st),
at

where A and B are square matrices of order n permitting the expan 
sions

oo
A (s e) = 2 s*A

k֊-()

oo 
s)=2e*5*( t) 

*=0
while / is an arbitrary vector function regular with respect to s in a 
neighbourhood of s = 0.
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