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ОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ НА ОКРУЖНОСТИ

В настоящей статье*  устанавливаются алгебраическиз свойства си՜ 
стем рациональных функций, всевозможные полюсы которых лежат на 
заданной последовательности точек вне единичного круга, и ортонор­
мальных на единичной окружности с весом (2к)—։ (х). В предельном

* Содержащиеся -здесь результаты без доказательств были анонсированы: в.
заметке [1].

случае, когда все полюсы системы отождествляются с бесконечно уда­
ленной точкой, установленные здесь теоремы сводятся к соответствую­
щим хорошо известным утверждениям теории ортогональных с весом 
на единичной окружности полиномов, развитой в работах Г. Сеге- 
(2]֊[3].

§ 1. Построение ортогональной системы. Функциональные 
свойства ядер распределения (2^)-1 <1а (х)

1.1. Пусть {а} “ (| а  | < 1) — произвольная последовательность * *
комплексных чисел, среди которых могут появляться и числа конечной 
или даже бесконечной кратности (причем не обязательно подряд).

С последовательностью {а*} ” ассоциируем две последовательности

целых положительных чисел (•**} “ и {рл}^, где при данном
** означает кратность появления числа а*  в группе чисел {а0, «։,•••, а*},.

■а р*  определяется из условий

11, если «.*0  (յէ = 0։էշ...)_ 
I V*,  если а*  — О (1.1).

Наконец, последовательности комплексных чисел Ь}0“ ставим в соот­
ветствие последовательность рациональных функций

Рл՜1 ’ 
£

(1.2).

Отметим, что при данном к > 0 функция гк (1 — а*х)  * имеет

только один полюс 1 / порядка в точке г = -=— (
\ 

если.
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а*  =/= 0; если же а*  = 0, то полюс этот лежит в точке г = оо и имеет 
порядок рк — 1.

Заметим также, что в крайнем случае, когда я*  — 0 {к -- 0, 1, 2, ),
очевидно, * + 1 (Л = 0, 1, 2,---), ввиду чего у нас нулевой

последовательности {0}^ будет ставиться в соответствие последова­

тельность степеней
Назовем системой Мальмквиста, ассоциированной с последова­

тельностью чисел {я*}  систему рациональных функций {?*  (г)/о > где

?д(г)= .(1-1^Г);,-п Лк~г - |а*~  (п = 1,2, з,---), (1.3) (1 - яяж) Ц 1 -а*г

п “* 1полагая при этом, что при я*  = 0 ------- = —г- = — 1.
я* I Я*|

Известно, что эта система ортонормальна на единичной окруж­
ности в смысле 

о,
1,

п т, 
п = т

Элементарными рассуждениями легко 
ма функций {?я (г)}^° представляет собой

(п, т= 0, 1,2,- • г = е,х).

(1-4) 
убедиться в том, что систе- 
результат ортогонализации

упорядоченной последовательности рациональных функций (1.2) на еди­

ничной окружности г = е1х, — тс<С х-^тс 1 л при наличии веса ах. От­

— ®п, т —

сюда легко следует, что при любом п 0 справедливы представления 
вида

1 "
--------- 3—3՜ = 2 “л0 (*).  а'пп) * 

(1 — ялг) *-о

(1.5) 
л Р*֊1

?л(г) = 2 ф, б^О.
*-° (1 _ акг) к

1.2. Пусть я (х)—произвольная ограниченная неубывающая функ­
ция на отрезке [—п, тс] с бесконечным множеством точек роста.

Мы будем ортогонализировать упорядоченную последовательность 
рациональных функций (1.2) на окружности г = е1х (—тс<;х<тс) при 
наличии веса (2тс)-1 с/а (х).
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Но из формул (1.5), очевидно, следует, что применение процесса 
ортогонализации с весом (2՜) 1 Л (х) на единичной окружности соот­
ветственно к упорядоченным последовательностям функций

Р*-1  
г

(1 - а*х)՜'*  ]0
{?*(*)  )0">

приведет нас к одной и той же ортонормальной системе.
Таким образом, мы получим последовательность рациональных 

функций {Ф(х)}^, удовлетворяющих условиям, определяющим функции 
нашей системы единственным образом:

а) Фя (х) есть „полином порядка п“ от первых п +1 функций 
Мальмквиста

Фп (х) = 2 Ск։ „ <р*  (х), с1(П > 0, (1.6)

б)

У Фя(х)Фт(х)Л (х) = оя, т, г = е?х (п, т = 0, 1, 2,-• •). (1.7) 

—X

Обозначим

(?я, Л * = е1х (р, 9 = 0, 1, 2,-• •) (1.8)

и введем в рассмотрение определители Грамма

А — (<?0, То)» Вп —

(?о, ?о)- • - (То, ?«)

(?։> <Ро)-••(?!, ?«)

(?/■> ?о)-••('?л, <?л)

(п = 1, 2,- •). (1.9)

Ввиду того, что каждая конечная часть {<?*  (х)}^° счетной системы 

функций {<р4 (х)}^° линейно-независима, можно утверждать, что все 
определители Оп (п = 0, 1, 2,•••) положительны.

Следовательно, пользуясь формулами ортогонализации Э. Шмидта, 
искомые функции системы {Ф*  (х)}^ можно представить в виде:

УД. ’ .

1Фл (х) =

(?о, ?о)-" (То, <Рл-0 (?0, <Рл)

(?1, (?!» ?л-1) (?!, ?л)

(?л-1, ?о) • • • (?Л-1, ?л-։) (?л-1, ?л)

?о(г) <Рл-1 (х) ?я(х)

(1.Ю)
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Для дальнейших наших целей мы введем специальные обозначе 
ния для крайних коэффициентов функции ФЛ (г) в ее разложении ( . ) 
по функциям Мальмквиста. А именно: положим

кп = сп,п и /л = сОя. (1-11)

Из формул (1.10), очевидно, имеем 
кп = (Оп-л/Оп)'1'

/Л = (—1)" (£>„. -> £>«)-*'*

(®0, ?1) ■ • • (?0, <?«) 
(?!, ?:)••■ (?1. ?«)

(®л-1, ?1)' • •(?«֊։. ?л)

(1-12)

(1.13)

где следует положить £)֊1 = 1.
В заключение отметим, что так как в частном случае, когда 

а*  = 0 (А = 0, 1, 2,•••), система Мальмквиста переходит в систему 
степеней то при этом ортогональная с весом (2к)—1с/а(х) си­

стема рациональных функций (Ф*( г))о՞ переходит в систему полино­
мов Г. Сеге — {Р*  (г)), ортогональных с тем же весом 

К
У Рп(г) Рт(г)с1а.(х) = оЛ, т , г = е/х (п, т = 0, 1, 2, • • •). (1-14)

1.3. Приведем теперь несколько лемм об экстремальных свойст­
вах ортогональной системы (Ф  (я){^° и ассоциированных с нею так 
называемых ядер распределения (2՜)-1 с/«(х):

*

5Л (<; я) = 2 ФЙГ) Ф*  (г) (и = 0, 1, 2, - • •). (1.15)
*=о

Отметим, что эти свойства представляют собой аналоги соответ­
ствующих хорошо известных экстремальных свойств полиномов Г. Сеге.

Предварительно условимся обозначать через всевозмож­

ные линейные комбинации от системы функций Мальмквиста (?*(г)}о  ’ 
где п > 0 фиксировано, т. е. множество рациональных функций вида

Ял(*)=2  с։?Дг), (1.16)
Л=0

где (сА)о —произвольные комплексные числа, называя также эти функ­
ции обобщенными полиномами Мальмквиста порядка п.

Заметим, далее, что из общих положений теории ортогональных 
систем вытекает, что не только при любом п 0

фЛ(*)  = 2 <хл<РА(г), с„,л>0, (1.17')
*-о

но и обратно:
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?„ (z) = 2 d„, „Ф*  (*),  dn. я * 0. (1.17")
а-о

Поэтому любая функция Rn (z) £ М {а*}£  представима также в виде

Rn(z) =2 dk4>k(z). (1.18)
А-0

Лемма 1. В классе функций. М1ал)՞ вида

Qn = ?„ М + а1?л—I («) 4--------han <?0 (z) (1.19)

минимум функционала 
К

|i(Q'։) = 4rf 1<М*)| 2 <*(*),  z = e‘\ (1.20)

—X. 

реализует функция
Q<0)M = k-^n(z), (1.21)

причем 

min р (Q„) = |х (QW) = pn = V = . (1.22)

В самом деле, пользуясь формулами (1.17"), заключаем, что функ­
ция Qn (г) представима также в виде

Q„(z) = 2 vp4>p(z), (1.19')
р-0

где коэффициенты |^р)о 1 произвольны, a vn = к՜1.

Ввиду ортонормальности системы {Фа (z)!^° в смысле (1.7) из 
представления (1.19') следует:

и($Л) = 2Ы24-V,

*=0 

причем неравенство переходит в равенство лишь при условии v0 = 
=v։ =— = vn-i = 0. Этим, очевидно, и завершается доказательство. 

Лемма 2. Пусть 5 =/= 1/«а (к = 0, 1,•■•,п)—произвольное фик­
сированное число. 

В семействе функций {Р (я)} Л/{ал)о » удовлетворяющих до­
полнительному условию 

К
4г f Iw I2 Л (*)  = !> < (!-23)

максимум функционала
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£(Р„) = |РЯ(;)|2 (1'24>

реализует функция
= (1’1 = ։’’ (1՝25> 

V Къ ч)
где, согласно (1.15),

5Л (ч «) = 3 Ф*Ю  Ф*  (*)»
Л=0 

причем 
Црт) = тл*ЦР п) = С1-26)

Действительно, представляя функцию Р{։*} 0^ в виде

Рп (*)  = 2 Р*Ф*  («)» 
*-о՛

в силу условия (1.23), получим

2 1р1 2 = 1-*
*-0

Но тогда по неравенству Коши

п п
|/’Л(012 < 2 1р*1 2-2 |ФИОГ2 = 5л(ч<0, 

*֊0 *=0

причем здесь знак равенства возможен лишь в том случае, когда

рк = с Ф*  (;) (к = 0, 1, 2, • • •, л),
т. е. при

РП (*)  = Р<0) М = с 3 ФПГ) Фк (г) = с 5Л (ч я), 
*=о

где с—постоянная.
Значение этой постоянной определяется из условия (1.23)

Н/Т) = |с|22 |Ф*Ю1 2=1,
*=0 

откуда следует, что

Этим и завершается доказательство леммы.
Лемма 3. Пусть <; #= 1/а*  (к = 0, I,---, л) и Ао—произвольные, 

но фиксированные постоянные.
В семействе функций /? (я) ЛГ{а*}ц  , удовлетворяющих до­

полнительному условию
Рп (^) — Ао, (1.26'))

минимум функционала
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Я

Р (Ял) = 4г Г I Я» (х) I2 Л (х), г = е", (1.27)
|к 1

—Я 

реализует функция

Я£»(*)=Л 0 (1.28)

причем
I А I2 

Р(^))=ш1п|֊(/?,)= ' 7՛ • (1.29)(/?„} ('5 «)

Представляя функцию /?я (г) С Л^{а*)о  в виде (1.19'), имеем

Р (/?„) = £ |«м|2, 
• а=о

причем условие (1.26) означает, что

2 гм Фа (с) = Ао. 
А—О

Отсюда по неравенству Коши получим
Л Л

1Л|2<2 Ы22 |Фа(4)|2 = р(Яя)5я(чс)„
А-=0 А-0

т. е.

причем здесь знак равенства возможен лишь при 

гм = сФЙГ) (*  = 0, 1, 2,•••,»). 

Следовательно, экстремальная функция имеет вид

Я„ (г) = ЯЮ (г) = с 2 ФЙГ) Фа (г) = с 8П (5; г).
А-О

Значение постоянной с определяется из условия (1.26՜): 

Я<°)(5)=с5я(;; ;) = Ло, 
т. е.

с =___ ^2___ ,
^л(Ч5)

и лемма доказана.
Ядра 5Я (с; г) распределения (2”:)՜’ <1а (х), участвующие в реше­

нии двух последних экстремальных задач, могут быть охарактеризованы, 
следующим их важным свойством.
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Лемма 4. Пусть для любою значения параметра

(*  = 0, !,•••, л), р •
“а

Для тою, чтобы выполнялось тождество
К

У Р (Ч «)? (г) Л (х) = #(։), г = е/х, (1-30)

— К
.для любой функции § (г) £М (я*}д , необходимой достаточно, чтобы 

Р(;;г) = 5л(;;г). (1.31)
Заметив, что любая функция #(х)£7И{яа}о представима также 

в виде 
п

£(г) = 2 ал Фа (г), 
Л-О

при условии (1.31) мы приходим к тождеству (1.30), так как

Г Р^«к(«)*(*)=-^-  Г {2 ФА(;) ФА(г) И 2 а*Ф*  (х) | </а (х) = 

•) ։ а-о > *-=о  )

= 2 акФк (Г) = 7(0? 
а=о

Итак, для выполнения тождества (1.30) условие (1.31) доста­
точно.

Заметим теперь, что функция р(;;х), очевидно, представима в 
виде

Р(4х) = 2 С*(;)Ф*(х).  
А=0

Далее, если условие (1.30) выполнено, то в частности оно справедливо 
и для функций

#(я) — Фр (х) (ал)" (р = 0, 1,-• -, п).

Поэтому из (1.30) следуют формулы:

1 Г _____ « 1 р ____
~2^՜ 1 Р (Ч г)фр(х) ба (х) = 2 С*(;)  I фк (х) Фр(х) ба (х) =

-г. *=°  “ £

= СР(4)=Ф^) (р = 0, 1,..., п),
то есть

п _____
Р (;; г) = 2 ф*(;)  ф*  (х) = 5л (;; х).

А-0
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§ 2. Функциональное уравнение для ядер распределения 
(277) * ** Л (х)

* Такими и аналогичными тождествами более общей природы обычно поль­
зуются в интерполяционных задачах теории функций (см., напр., Дж. Уолш [5], 
Р. Лагранж [6|, Э. Ломмель [7]).

Приводимое намн тождество послужило основой в нашем исследовании, по- 
хвященном сходимости рядов типа Фурье по системам Мальмквиста [8].

** .Как и в формулах (1.3), при ак = 0 здесь следует положить

2.1. Докажем сначала одно важное тождество*,  имеющее место 
для системы Мальмквиста {?А(х))^՜, ассоциированной с данной после­

довательностью комплексных чисел |аА)“.
Обозначая всюду в дальнейшем 

Вп+1
*-0

a-k — z I I 

1—а*х
(2.1)

установим лемму.
Лемма 5. Для произвольных значений переменных х и 4 спра­

ведливы тождества

—^֊ = s («) ?*  (*)  + — \(;) (г) (п - о, I, 2, • • • )• (2.2)

1 — 4 Z "0 1 — 4 z

Доказательство. Очевидно, что достаточно установить справед­
ливость тождества (2.2) в случае, когда | х| < 1 и |;|<^1.

Заметим, что при 141 1 имеем

1 Г (О 1л։ / 1 f ?, (*) 71 —֊ , л ,
17 J тт77|л| = tirj T^dt = М<) (*==°>  i.---.՞),

1'М 14-։

откуда, обозначая
Ф„ («; х) = —Ur- - 2 ?* W» С2-3)

1 *-о
получим равенства

[ф«(<5 4)МО|Л|=-о (v = o, 1,...,п). . (2.4)

' 14=1

Но в силу (1.3), при | = 1 имеем

М£) (1 ~ I I՜') 1 p|՛ 1 ֊ (V = о, 1, • • •), (2.5) 
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причем для значения * = 0 символ произведения [~1 следует заменить 

единицей.
Так как при |*|  = 1 |Л|=-^-, то, ввиду (2.5), условия (2.4) за­

пишутся в виде

П П —

У Г Фл(Ос)4^--------------- ^ = 0 (*-0,1,•••»»)•  (2.4')’
2тп । ’

|'|-1 П (а* ~ 0

*-0

Отметив, далее, что при любом * > 0 рациональная дробь, стоя­
щая под интегралом в (2.4')—правильная, легко заключаем, что условия 
(2.4) эквивалентны следующим:

Ф№; <) = А Г ■ Фл(<;%^ = 0 ( Г = °' \ (2.6)
л 2«< .) (/ —а,)1+' К*  = 0, 1, - ,п /

1*1 —1

где р, > 1, как уже было выше условлено, означает кратность появ­
ления числа а, в группе чисел (а0,

Однако из равенств (2.6), если принять во внимание определение
(2.1) функции Вп+1 (я), заключаем, что отношение

ФЛ(г; с)/Вя+1(я)

голоморфно в замкнутом круге \г\ -С 1. Поэтому справедлива 
гральная формула

. . Дн-1(г) 
ф"(«4>—й~

1 — яг
1'1-1

Заметив, что при 1I1 = 1
В-^) = В^Ц), 

в силу (2.3) имеем далее

’ 1 гф-(^)^։и|л| П~Г
2« 1 1-яГ |Л| “ ж 

1'1-1 1'1=1

Вп+1(О 
(1 -я/) (/-4)

Л Вп+1(0 (0

<(1֊я0

инте-

(2.7)

(2.8)

Так как функция

Вп+1 (1)

1 — я/

голоморфна в замкнутом круге |/|-^1, то
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1 Г Вп+։(0 ,| Вл-,(4)о—г 1 --------=------------ас } =-------- =— .
2г'1 ,Л (1 “ ՛ 1 ~

(2.9)

С другой стороны, в силу формул (2.1) и (2.5) при |*|  = 1

(О 
Вп^)֊

л . П («*  - о
(1 - К Н'/։ П ֊^֊ ------------- (V = 0, 1. ••• п),

*-■ П (!֊«•')

причем правая часть голоморфна в замкнутом круге | £ | -С 1- 
Отсюда следует, что при | г |<^ 1

1
2«! .)

1*1 —։

Вл^)^) 
------------=----- 0.1 = и 
<(1-г<)

(Аг = 0, п). (2.10)

Наконец, из (2.8), (2.9) и (2.10) вытекает, что

1 Г Ф„ (£; 4) В^(1) ВЛ + 1(4)
>֊- 1Л| = Т^7

Из (2.7) и (2.11) имеем

фл(г; -) — •^я՜’1 (^)Вп+г (г)
1 — 4х ’

(2.И)

Отсюда и из формулы (2.3) следует тождество (2.2). Лемма дока­
зана.

Обозначим теперь через
л

ВЛ(с;х)=£ ?*(<)?*(*)  (2-12)

ядро распределения (2^)~1<7х.
Из леммы 5, в частности, вытекает
Следствие. Для произвольных значений переменных г и с, 

ядро Зп г) удовлетворяет функциональному уравнению

5Я (с; г)
Вп+1 (о) В„-ц (х) /_1_ 1 \

Сх \ х ’ С /
(2.13)

2.2. Докажем теперь, что функциональное уравнение (2.13) оста­
ется в силе также для ядер произвольного распределения (2л)՜1 ба(х).

Теорема 1. При любом п^-0, х и с ядро 5Л(с;х) распреде­
ления (2՜) 1 <7а (х) удовлетворяет функциональному уравнению

Вп+1 (4) Вд + 1 (х) / 1 _ _1
4х X х ’ с

(2.14)
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Доказательство. Согласно лемме 4, в частности, справедливы 
тождества:

К

֊1֊ [ 5Л(Чя)^Д7)Л(х) = Тй) (*  = 0, !>•••, и) (2.15)

—к

при любом с=^=1/а*  (к — 0, 1,
Заметим теперь, что при любом 5=/=1,а*  {к = 0, 1, •••,/։) имеем

5П(<.; г) £ Л/{яа|о и, следовательно, имеет место представление

5я(С;х) = 2 4*  (с)?*(г).  (2.16>
*-о

Отсюда и из формул (2.15) следует, что коэффициенты {4л («;)]" удов­
летворяют условиям

1 (• < п 1_______
֊2^֊ 2 Ак (с) (г) ?, (я) Л (х) =

и I *=о  )
—X

Л ________

= 2 ?,) = ?,(О (’ = 0, !>•••, п). (2.17)

Записывая теперь формулы (2.16) и (2.17) в виде
Л

2 А (с) (<рА, <?,) — (с) = 0,
А==0
„ С*  = 0, 1,- • •, и), (2.18)
2 4  (<)?()֊•$„(<;«)=  О* **
А=0

мы, таким образом, можем утверждать, что система линейных одно­
родных уравнений (2.18) имеет нетривиальное решение

(40, 4|,- • •, 4„, — 1}.

Следовательно, определитель этой системы должен быть тожде­
ственно равен нулю, т. е.

(?о, То) (Т1, То) ՛ • • (Тл, То) То!1:)

(То, Т։) (Фъ ?:)••• (<?л, ?1) Т1С0

(То, Тл) (Ть ?«)••• (?Л, Тл) <ря(с) 

То («) Т'1 (г) • • ■ Тл (г) 5л(4; г)

Далее, имея в виду определение (1.9) определителя 2ЭЛ, отсюда 
получим следующее представление для функции 5Л (;; г):
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5« (;; г)
1

(?о, ?о) • • • (?л, ?о) ?0 (?)

(?о, ?:)••• (®л, <Р1) ®1 (<:)

Ь>п
(?0, ?»)••• (?л, <?л) ?л (с) 

?о(*)  ••• ®л(г) 0

(2-19)

Теперь для фиксированного значения п > О 
ние следующую систему рациональных функций:

введем в рассмотре-

(г) = Д1т1 (г) — / 1 \
2 • п~к у г у (4 = 0, !,•••» п), (2.20)

заметив, что тогда будём иметь

а-ы2)7’

1 — <*л2

?1Л) (г)
гт 1Ы | (1 — I ал-*| 2)7, л

р-=л֊а1 а'р I 1 “л-*г  р„л_* +1 1 — ар£ 

(4 = 1, 2, • п).

ы 
«я

(2.21)՝

Из определения (2.20) следует:

(<#’, ?^Л)) = У Т#0 (*)  ?=

= У ?я֊< 7«֊Р^ = О’» <7 = 0, 1,- • "),

—X
(2.22)՛ 

так как | Вп+г (г) | = 1 при | г | = 1.
Из формул (2.22), в частности, при а(х)^х следует, что си­

стема рациональных функций (г))՞ ортонормальна на единичной 
окружности с весом (2^)՜'с/х и поэтому представляет собой конеч­
ную систему Мальмквиста, ассоциированную с последовательностью 
чисел {«л, «л-1, - • •, а0).

Ортогонализируем теперь эту новую конечную систему функций 
(?1п) (2))*  на единичной окружности с весом (2^)՜'<7а(х). Тогда получим 

конечную систему рациональных функций (Ф^я) (г)}^, удовлетворяющую 
условиям:

.) Ф<?» ы есть „полином порядка 4“ от первых 4+1 функций; 

(<?(*п) (*))о  . т- е-
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ф^)(г) = 2с(п)^)(г), 4"’>0;

6)

х) <1а (х) = ор, ч, г = е,х (р, 7 - 0, 1, 2,-•', «)•

Обозначив, далее,
5(л) (с- г) = Ф<"> (г), (2-23)

*=и

ло аналогии с формулой (2.19) будем иметь

(<?£”, <р(л)) ... (<р(л)։ <?(»)) 

ш ?(1л>)---(?<л), <ИЯ))

^я) (-)

?)л) 1с)
, (2-19')

где

^я) =

(?'л), ?<л>) • • • (?‘л), <#’)

<р(л) (г) ... <р(я)(х)

(?(л)։ ?(л)) ... (?(л)։ ?(л))

(ф'Д ?^л)) ••• (??’, '?$Г))

(?(яя), ?^я))••• (<?£,), ?£”)

?‘я,(-)

0

(1-9)

есть определитель Грамма для совокупности функций (г)!՞.
Докажем, что справедливо тождество

5(д)(с;х) = 5п(^х). (2.24)

С этой целью, ради упрощения дальнейших рассуждений, положим 
пока, что группа чисел (я0, ■••,«„} удовлетворяет условию

я/ =# 0, я/=/= я; (։*¥=/;  ։։ } = 0, 1,- • •, и), (2.25)

т. е., что все эти числа отличны друг от друга и от нуля.
Тогда соответствующая конечная система Мальмквиста (?/։(г)!0Л 

представляет собой результат ортогонализации системы рациональных 
функций

( 1 ]Л
1 1 — я*х  ]0 

на окружности г = е1х с весом (2к)-1</х.
Это значит, что в рассматриваемом случае множество Л/(я*| Л 

-совпадает с множеством линейных комбинаций—„полиномов порядка 
пи вида



Ортогональные системы на окружности 17

/М*)  = 2
*=о

ал
1 — 3*г

(2.26)

Очевидно, далее, что построенная выше конечная система Мальм- 
квиста |?^я)(г))о> ортогональная на. окружности г = е1х с весом 
(2и) 1 с1х, есть результат ортогонализации упорядоченной системы 
рациональных функций

1 1"
1 — ал—*2  /о

Следовательно, множество Л/{аЛ_*}՞  всех обобщенных „полиномов по­
рядка л“ вида

2 с№(г) 
к-0

также совпадает с множеством рациональных функций (2.26), т. е. 
Л/{аЛ_*) 0Л =Л/Ыо՞-

Обратимся теперь к экстремальной задаче, решение которой было 
приведено в лемме 3, полагая, что параметр Ао = 1.

Так какЛ/{а*)о  =/И{аЛ_*) я , то экстремальные функции и соответ­
ствующие минимумы для обоих семейств функций должны быть оди­
наковыми.

Это значит, что

5Л(с;г) _5<")(^я)
5Л(<;;С) - 5<-)(с;;) ’

а также
1 1

5Л (с; с) ~ $<»> (с; с)

для всех г и (, =/= 1/а*  (к = 0, 1, • • •, л).
Отсюда и следует требуемое тождество (2.24), но пока лишь при 

ограничении (2.25) на совокупность комплексных чисел («*(3.
Чтобы освободиться от этого ограничения, имея совокупность 

чисел {«а)о» рассмотрим другую совокупность {«*)о  (О"С!а* I "С 
подчиненную уже условиям (2.25).

Пусть {ф*  («))□ и (-г))о суть системы Мальмквиста, ассоци- 

ированные, соответственно, с упорядоченными группами чисел {“а)0 и 

I ал-*| 0 .

Пусть, далее, (®а(2))о и (Ф* Л) (*) )о суть, соответственно, системы 
функций, которые получаются в результате ортогонализации систем 
2. Известия АН АрмССР, Математика, № 1
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( ?*  (*))£  и ЙяЧг))о на единичной окружности х = е1х с весом 

(2՜) 1 <7а (х).
Наконец, пусть 

~ п ------- ~ ~ л ~ ~
$„(;;*)  = 2 Фл(<)<Мг) и £<*>(«;*)  = 3 Ф<л> (',) <Чл) (*)  

*-о *=°

есть ядра систем {Ф*  (г)}д и (Ф)л։(г))о соответственно. Тогда, ввиду 

того, что для группы чисел {я*)д  условие (2.25) предполагалось вы֊ 
• полненным, согласно предыдущему, тождество

5^(<;г)^5я(«;г) (2-24'>

справедливо, если <; и х=/=1/яд (к = 0, 1, 2, •••, и).
Но очевидно, что при

Вт я*  = а*  (4 = 0, 1,- • •, л) (2.27)՛

справедливы предельные соотношения

Вт <рд (г) = (г), Вт?^Л)(г) = (г) (4 = 0, I,՛--, л),,

притом равномерно относительно всех г, лежащих вне достаточно ма­
лых окрестностей отличных друг от друга точек {1/я*}՞  плоскости г9 
т. е. в частности и на окружности г — е1х. 

Следовательно, будем иметь также

Вт (<?,, ?9) = (®р, ??) 
и (р, 9 = 0, 1,• • •, л).

Вт(<р(,л>, ?<'* ’) = (?<,"’, <^л>)

Поэтому для соответствующих ортогональных с весом (2")-1<7я(х) 
систем и ядер при условии (2.27) справедливы предельные соотно­
шения

Вт Фл (г) =» ФА (г) (4 = 0, 1, • • •, и),
а также

Вт Ф^л) (г) = Ф^л)(г),

ВтЗл(;;г) = 5я(;;г), (2.28)

Вт £</”(;; г) = 5<л’(с; г).
Достаточно перейти теперь к пределу в тождестве (2224') при 

условии (2.27), чтобы в силу формул (2.28) убедиться в справедливости



Оотогоиальные системы на окружности 19

тождества (2.24) уже
совокупность 

Заметим

Ций {^« 
(2.22)

чисел
теперь,

также

без каких-либо дополнительных ограничений на

что определитель Грамма для системы функ-

положителен, и поэтому, пользуясь формулами

> • 7 ' • п-р/ ՝ • п֊-р> ՝ п-д

из (1.9х) получим

(/>, <7 = 0, 1, 2,

£>(;)= ^) =

(Тл, Тл) • • • (?«, То)

(Тл-։, Тл) • • • (Тл-1, <?0) (Тл, <?л-1) •

(То, Тл) • • • (®0, <?0) (Тл, То) ■•'(То, То)

Повернув последний определитель вокруг его побочной диагонали, 
что, очевидно, не изменит его значения, в силу (1.9) получим равенство

£><л) = £>л.

Наконец, из (2.19х), (2.24) и (2.29), воспользовавшись 
(2.22), приходим к следующему представлению для ядра

(2.29) 

формулами

5,1 “ £>„

(Тя, ?л) • • • (?„, <Ро) Т&л) (-) 

(Тл-1, Тл)* * * (Тл-1, То) Т?^)՜

(То, Тл) • • • (То, То) Т(„л)(<)

ТЕЛ) (г) • • • Т(„л) (г) О

Но согласно определению (2.21) системы функций {?(лЛ)(2)}о>
„<л1/_\__ -5/*+։  (г) _
Тр(*)  =----------- - ------ Тл—4

1

(£ = 0, п).

(2.30)

^л)(<;)=_^Д).?п_ /2 

С

Отсюда и из (2.30) следует:
(Тл, Тл) •••(Тл, То) ТлЛ^֊

Вп+1 (<0 Вл+1 (г) 

;г£л

(Тл-ь Тл) • • • (Тл-1, То) Тл-։ Л1-

(То, Тп) • • ՛ (То, То) То (-^~

\ 1 ,

. (2.30х)

- /1 
Тл( — - - - То о
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Заметив теперь, что при любом г справедливо тождество

ВЛ+1 ХЪЛц(я) в1,

из (2.30') получим, далее,

Вл+1 (с) Вл + 1 (г)

1

9- 
сО
-

1 
с 

с 
а- 

о- 
* 

՝—
*■

• (фи, То)

■ (фл-1, Фо)

фл (г)

фл-1 (г)

Вл
(То, Фл) • • (То, Фо) Фо (*)

?л (;) • • Фо 0) 0

(2.31)

С другой стороны, из (2.19) имеем

5л ('; г)

л(л +1) 
(-1) 2

(фл, Фо)

(?Л, Ф1)

• • • (фо, Фо)

••• (Фо, ?1)

Фо (՝)

Ф, М

вл
(фл, фл) ՛ ՛" (фо, Фл) Фл (;)

?Л (*) • • • Фо (г) 0

(фл, фл) • • • (Фо, Фл) Фл (4)

(фл, Фл-1) • • (То, Фл-1) Фл-1 (4)

(фл, Фо) • • • (Фо, Фо) Фо (;)

фл (г) • Фо («) 0

Наконец, повернув последний определитель вокруг его главной 
диагонали и имея в виду формулу (2.31), получим тождество (2.14). 
Итак, теорема полностью доказана.

Заметим теперь, что в частном случае, когда а0 = а։ = • • • = аЛ = 
= ••• = 0, система функций (1.2) либо система соответствующих функ­
ций Мальмквиста {®А(я)}^° сводится к системе степеней

Поэтому очевидно, что в случае

«л=0 (Л = 0, 1, 2,-. )

система функций {Ф*(я)) 0 переходит в систему полиномов Г. Сеге— 
{В*(я)} 0, ортогональных на окружности г = е1х с тем же весом 
(2к)-*Л(х).

Наконец, так как при ак = 0 (к = 0, 1, 2, • • •)

Вл+1(*)=г я+։ (п = 0, 1, 2,-..), 
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то из теоремы 1, в частности, вытекает хорошо известная формула 
Г. Сеге, доказательство которой весьма просто.

Следствие. Для системы полиномов (Р*  (г))^, ортогональ­

ной на единичной, окружности с весом ^(х), соответствую­
щее ядро

=п («; г) = (?х)Л 5Л /4-; (2.32)
\ г 4 /

удовлетворяет функциональному уравнению

зл(4; г)=(<.г)пЗп(±;
\ г 4 /

(2.33)

2.3. В дополнение к основному тождеству (2.14) в данном пункте 
приведем несколько важных для дальнейшего формул для ядра 5Л (4; х) 
произвольного распределения (2^)՜' </а(х).

Лемма 6. При любом п 0 справедливы формулы:

1°. 5л(ал;х) = -^М —---- у" Вл+1 (г) Фя \ (2.34)
«л (1 — I “л 1т։ * \2 /

где кя 0—коэффициент при <рл (г) в представлении

к2
Зп (ап, ал) 1 | _ |2 ’1 — | ал

(2.34')

Фл (^) --  кп ?л (^)$ (2.35)

2’ 5 (а • 1 а° 1 ^П) *̂ +1 ф(п) /АЛ
г. 5.ь,г)- _ (1_|ао|։).„ „ ф- (։/ (2.36)

С га.а! (ЦЛ))2 
г>л(ао, М- 1_|ао1г ’ (2.36')

где к^—коэффициент при (х) в представлении
ф<л)(г) = Чл> ^л) (*)+•••+ 1(РП) № М (р = 0, 1, • •., п)

3°. Между коэффициентами {/^л))о и кп, а также 

{/р’л и к^ имеют место соотношения

; (2-37)

между

3 1^12 = ^ (2.38)

з и*1 ։=(^л))2.
р-0

(2.39)

Доказательство. 1°. Из формулы (2.20) следует, что 
бом р^-0

при лю-
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1
?* ?£!*(«)  (*  = 0, !,•••,?),

где
р ак — г | а*  |

ВР^\ (г) - П 7) т~ "47՜՜ 
*=о а*

Следовательно, из (2.35) следует также представление

Фр Г—4) = &р ?р 6"7_')-Ь' ‘?о (~7՜) = 
\ 4 7 \ ՝ / \ 4 >

-^М’й+-+г«1(Ч1.
откуда получим при 0 р -С л

Фр (—) = - П а* -֊ — Мр> (')+•■• + 
4 4 4 / *=р+։ 1 “*

п 
где символ Г] при р — п следует заменить единицей. 

*-р+1

(2.40)

Из формул (2.40), очевидно, имеем

Пт 3^$/Ц = 0 ( 0 ! 1)֊ (2.41)
* л <; \ ^ /

Далее, так как из явных выражений (2.21) системы {?(лЛ) (я)}[; 
следует, что

^">(М= >՞1- (1_1я |2)., . (ал) = 0 (к = 1, 2,- • • л), (2.42) 

то из (2.40) при р = л получим

։. Вл+1 (;) ^ /1 \ пт --------- — Фл ( — 1 =
|Ял | кп____

ал(1֊|«л|2)1'1
(2.43)

Наконец, согласно тождеству (2.14) теоремы 1,

5Л (с; г) = V фр ЛЦ фр(1

р^о \г / \

= ?ч+1 у /Дя+1 ф (_V ф /-1Л
2 ~о1 4 \4 /I \г/

откуда, пользуясь соотношениями (2.41) и (2.43), предельным перехо­
дом при ; -»аЛ получим формулу (2.34) леммы. Далее, из (2.34), в силу 
соотношения (2.43), предельным переходом при г —► ап получим (2.34').
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2°. Отметим, что система функций {Ф*(х)} л была ассоциирована 
с упорядоченной группой чисел {я0, в то время как систе­
ма {Ф'Л) (х)}՞ была ассоциирована с упорядоченной группой {ая, ая_։,- • • 

’о}-
Поэтому очевидно, что соответствующей заменой параметров, 

входящих в формулы (2.34) и (2.34'), для ядра г) системы

{ф^г)}« получим формулы

5?’(яи; г) =
1«о1 

“о

ЧЛ) 

(1-|“о13)1/։

Вя+1

г

^л)(»о; %) =
(*< л))2 

1-1яо12 ՛

Следовательно, достаточно воспользоваться тождеством (2.24), чтобы 
получить формулы (2.36) и (2.36') леммы и, наконец, формулу (2.52).

3°. Из (2.37), пользуясь формулами (2.42), мы получим

I яЛ IФГЫ = /^^ы = а > 1 .
ая (1 — | ап[‘)

Поэтому и ввиду тождества (2.24), установленного в ходе доказа­
тельства теоремы 1, мы будем иметь

& («.;«.) = •$?>(«.;«.) ֊ 2 I 1= = . 2 I
р-0 • 1 Л| р-0

Отсюда и из (2.34) следует формула (2.38).
Итак, лемма полностью доказана.
Из этой леммы в частном случае, когда я*  = 0 (к = 0, 1, 2,•• •), 

вытекает
Следствие. Для системы полиномов Г. Сеге ор­

тогональной на окружности г = е‘х с весом (2՜)՜1 с/я (х), ядро яЛ (<;; г) 
удовлетворяет условиям

°я (0; г) = 2 Р» (0)Рк (х) = 2 1кРк (г) = кпг"Рп (֊\ ,
*=о л=о \ 2 /

(2.44)
Л л Е) -1

3я(0;0) = 2 |Л(0)Р = 2 \1к\‘ = к\ = ֊- 
к=0 *-0 •"

В самом деле, в рассматриваемом случае

®*  (г) — х*,  Впн (х) = хЛ+։, Рк (0) = 1к.

Поэтому из формул (2.34) и (2.34х) следуют, в частности, утвержде­
ния (2.44).

{Продолжение статьи—в следующем номере)
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АН Армянской ССР Поступило 30. ХП. 1965
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Մ. Մ. ՋՐՈԱՇՅԱՆ

ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՕՐԹՈԳՈՆԱԼ ՍԻՍՏԵՄՆԵՐԸ ՇՐՋԱՆԱԳԾԻ ՎՐԱ

Ամփոփում

ներկա հոդվածո,մ ստացված են այն ռացիոնալ ֆունկցիաների սիստեմ­
ների հանրահաշվական հատկություններր, որոնց բոլոր հնարավոր բևեռներր 
գտնվում են միավոր շրջանից դուրս տված հաջորդականության կետերում և 

օրթոնորմալ են միավոր շրջանագծի վրա (Զ՚հ)՜1 (իւ (հ) կշռո
Սահման՛ային դեպքում, երբ դիտարկվող սիստեմի բոլոր բևեռները համ­

ընկնում են անվերջ հեռու կետի հետ, այստեղ ստացված թեորեմներր հա­
մապատասխանաբար հանցում են միավոր շրջանագծի վրա կշռով օրթոդոնալ 
բազմանդամների տեսության լավ հայտնի պնդումներին, որոնք ժամանակին 
զարգացվել էին Սեգյոի [2], [3] աշխատանքներում:

M. M. D2RBASIAN

ORTHONORMAL SETS OF RATIONAL FUNCTIONS 
ON THE UNIT CIRCLE

Summary

This paper deals with the algebraic properties of sets of rational 
functions which are orthonormal on the unit circle with respect to the 
weight (2՜)՜1 da (x), and their poles lie on a given sequence of points si­
tuated outside the unit circle.

In case when all the poles of the set under consideration coincide 
with the point at infinity, the theorems proved here concur with the well 
known assertions of the theory of orthogonal (with respect to the 
weight function) polynomials developed by Szegö [2], [3].
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