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Э. X. ДАНИЕЛЯН

К ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ С УЧЕТОМ 
ТРЕХМЕРНОСТИ ГЕОМЕТРИИ. I. ТОЧНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ 

РЕЗОЛЬВЕНТЫ ОСНОВНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрены задачи теории переноса излучения п средах, содержащих горизон­
тально-неоднородно распределенные первичные источник!! энергии. В случае полу- 

՛ оескоиечиоА среды при изотропном рассеянии получено явное интегральное представ- 
.лснпе для резольвентной функции основного интегрального уравнения посредством 
: аналога ц-функцни Амбарцумяна. Для последней также получено явное интеграль­
ное представление.

1. Введение
В теории переноса хорошо изученными можно считать задачи, в 

которых первичные источники излучения распределены в горизонталь­
ной плоскости однородно. Во избежание недоразумений, сразу ска­
жем, что под горизонтальной плоскостью подразумевается плоскость, 
параллельная границе рассеивающей среды. Если же распределение 
источников (первичных) зависит от всех пространственных координат, 
то нахождение интенсивности излучения в заданном месте представ­
ляет собой довольно трудную задачу (разумеется для сред, имеющих 
границы; например, для бесконечной среды это не является пробле­
мой, поскольку известно явное выражение для резольвенты, которая 
в силу симметрии зависит, по существу, лишь от одной пространст­
венной переменной). И, тем не менее, задачи подобного рода необ­
ходимо всесторонне исследовать, ввиду их большого прикладного зна­
чения в самых разных областях физики: от астрофизики, до физики 
плазмы, биофизики и др.

Некоторые из задач с учетом трехмерности геометрии уже изу- 
1 алпсь и к настоящему времени в этой области достигнут опреде­
ленный прогресс. Так, в работе Амбарцумяна [1] впервые была рас­
смотрена задача о диффузии света в бесконечной среде, содержащей 
точечный первичный источник. В ней автору удалось свести задачу 
с точечным источником к задаче с плоским источником и получить 
асимптотическое выражение для функции источника. Отметим также 
работы Элиота [2], в которой для решения задач указанного типа 
применялось двумерное Фурье-преобразование, Абрамова и Напарто- 
впча [3], получивших некоторые асимптотические решения для за­
дачи о диффузии излучения в полубесконечной среде, содержащей 
точечный источник, и, наконец работу Райбики [4], в которой с по­
мощью двумерного Фурье-преобразования удается, в некотором смыс­
ле, свести задачи с горизонтально-неоднородными источниками к за­
дачам с плоскопараллельной геометрией (как в полубесконечной, так 
и в среде конечной оптической толщины).

Полученные нами и приводимые ниже некоторые результаты для 
однородной полубесконечной среды основаны на применении метода 
интегральною преобразования Ганкеля, эквивалентного, в частном
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, <Ь\-пьр с использованием цплин-0.15*436, двумерному преобразованию Ф} Рь<- 
дрической симметрии.

2. Интенсивность излучения при произвольных.
горизонтально-неоднородных первичных источниках р

Рассмотрим полубесконечную рассеивающую сред}, в которой 
имеются произвольно расположенные первичные источи _ ' * '
ння. Введем систему* цилиндрических координат (т, г и ф! • р лен­
ные г и ф-полярные координаты точки на граничной плоскости, а 
переменная т-расстояние точки от граничной плоскости. тметим 
также, что переменные т и г измеряются в оптических единицах.

Распределение первичных источников (излучающих ^изотропно н 
стационарно) в общем случае дается некоторой функцией трех пере- 
менных-£(т, г, ф). В процессе диффузии первичного излучения в каж­
дой точке среды установится некий стационарный режим, описывае­
мый также функцией трех переменных—е(т, г. ф). которую обычно 
называют коэффициентом объемного излучения (ей пропорциональны 
функция источника и число возбужденных атомов в единице объема). 
Зная эту величину, очевидно, можно найти и интенсивность излучения 
я любом месте рассматриваемой среды. Например, для интенсивности 
излучения, идущего вверх в направлении агссоз։] на глубине т и г=0, 
легко видеть, что

»1. <Р)=^-[е ч ерЛ1 (/—-), к-)■ у 1-^—.
4К .) | 7) 1 7]

Нетрудно убедиться, что функцию е, соответствующую заданной функ­
ции 5, можно найти с помощью величины-Г(т, т՜, г), обобщающей 
понятие обычной резольвенты Г (г, т՜) на случай задач с горизонталь­
ной Источниковой неоднородностью, следующим образом:

е(х. Г, р)-^, Г, Ч>)-|- 
2“ лс ск

4֊ рг/г' | г (т',т,//-։.|.г,»_2гг'со8(<р—<р'))£(т', г', 

0 0 о
При этом величине Г(т, т', г) (IV—приписывается следующий физиче­
ский смысл: вероятность того, что квант, первоначально находивший- 
ея в поглощенном состоянии на оптической глубине т', в результате 
диффузии поглотится в объеме (IV, расположенном на глубине т и 
отстоящем от первоначального места на расстоянии г. Очевидно, что 
эта, функция должна быть симметричной относительно аргументов т 
и т, т. е. г '

!՝(■։. т', г)=Г(т', т, г), 
а также, что имеет место нормировочное соотношение

0С
2- [г(т, е, Г) г с!г=Г(х, т'). 

о

непосРелственно из ее физического смысла, который поз- ՝ 
ноляет также получить следующее интегральное уравнение:
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ОО о»

Г(г, И = + у] г- г') Г<- *’ г'՝)г'аг'- (1)

о о
Здесь обозначено

1 ге֊/ ***г
£(т, г, г')= ——  ----------(2

2к ; х«+р«
о

и
Р0=/г* И ■'—")*> Р =/г։-Ьг'*—2гг'соз<р . (3)

Для решения уравнения (1) применим интегральное преобразование 
Ганкеля нулевого порядка. Кроме того, воспользовавшись теоремой 
сложения (см., например, [5])

Л(гр)= 2 Л(гг)Л(гг') соз(М (4)
А——оо

и условием ортогональности бесселевых функций (см., например, [6])

У / уп(ух)}п(гх)хйх

О

(5)

получим следующее интегральное уравнение

Г(т, < г)-.±К(|,_,'|,2)+Л *)Ф. I, (6)
4՜ 2 л

о
в котором черточки сверху означают результат применения преобра­
зования Ганкеля к соответствующим величинам без черты, а г—па­
раметр преобразования, т. е.

Йь < г)== / Г(х’ гУо(гг)г^г ■ (Л

о
В формулах (4), (5) и (7), Л (г)-функция Бесселя первого рода. 
Формула обращения, соответствующая (7), получается из нее заменой 
Гч±Г и гч=ьг.

Ядро уравнения (6) имеет следующий вид:

7
К(т, г)= Ц—_./0(гр)р^р.

3 т’ + р’ о
Однако, если воспользоваться частным случаем одного из известных 
'см., например, [7]), интегралов Соннна-Гсгенбауера
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то для ядра можно получить представление в виде с>перпоз 
понент (относительно переменной т):

Отметим, что уравнение (6) с ядром (8) впервые было пол) к. но др\ 
гкм способом в работе Ранбпки [4].

3. Явное выражение для резольвентной функции Ф(т,х)-

Из теории интегральных уравнений хорошо известно (см., напри­
мер, [8] пли [9]), что резольвенту интегрального уравнения типа Вп- 
'ера-Хопфа с разностным ядром можно выразить через ее граничные 

значения Г(0, т) и Г(т, 0) (в случае симметричных ядер они совпадают). 
В данном случае решение уравнения (6) запишется в виде

Л|7л(Т.Т՛)
Г(т, < г)=Г(0,|т'-т|г)+ [г(0, т-/. г)Г(0, г)сИ. (9) 

о _
Вводя обозначение Г(0, т, г)=Ф(т, г) и полагая в (6) т=0, получим 
следующее уравнение

Ф (,. г) = К(Т| г) + 3. 11, г) Ф(/, г)^. (10(
4՜ 2 7

о
’•равнения такого типа, ядра которых удается представить в виде су­
перпозиции экспонент, подробно исследовались в работе Нагирнера 
(10], в которой и приводится их решение в явном виде. Для получе­
ния решения уравнения (10) необходимо, в частности, выяснить во­
прос о корнях характеристического уравнения данной задачи

1. е., при каких к=к(г, X) удовлетворяется (11). Легко видеть, что этг» 
равенство может иметь место лишь прн значениях

'•)=/£»+*'().) . (12)

одесь через Ао(Х) мы обозначили корень обычного характеристиче­
ского уравнения а (1/Ао)=О.

После вычисления полюсного члена, соответствующего корню ха­
рактеристического уравнения (11), решение уравнения (10) запишется 
а виде
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'в котором обозначено:

.и

!»’«•, Л(г)=А(г, ).), С(г) Г_____11^(р. ] 1 /14ч
;п֊*(г)р1утя^г I о

//(р, г) = 14-21։ е |1 <!>(•։, 
о

(15)

причем функция 11 удовлетворяет следующему функциональному урав­
нению

г //(ц, 2)</р
? (|1+т<)/1—р'з’ 
о

нь, (16)

Уравнение (16) впервые было получено в упоминавшейся выше рабо­
те Райбики [4].

Выражение (13) не очень удобно для вычислений, ввиду зависи­
мости верхнего предела интегрирования, а также величины в квадрат­
ных скобках в подинтегральном выражении от переменной Вводя

ц
новую переменную т]= 7֊====., получим более удобное для вычисле­

ний следующее окончательное выражение:

2т:Ф(т, г)֊-=С(2)е֊*‘->-
I _ 1 -! >,։г

>• г е ' ч
2 ^(^(^ г)т,(14-Т|»г») (17;

в котором обозначено а функ-

ция ч»(’П- -г) удовлетворяет уже следующему уравнению

ш г)‘ 7Т$Ж*£*<’|>՛ ' <18)
О

очень удобному (по сравнению с (16)), для вычислений.
Отметим, что выражения (18), (17), (12) — (10) и (6) при г = 0 пе­

реходят в хорошо известные выражения для задач с плоским источ­
ником, что, разумеется, естественно поскольку при этом К(т, 0) = Е|(т).

Введенная нами вспомогательная функция ср(т|, г) следующим об­
разом связана с рассмотренной ранее функцией Н(т], г):

/1 -г) • (19)

Для нее помимо (18) можно получить и другое уравнение (аналогич­
ное уравнению для функции Амбарцумяна, полученному в работу
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Ա1]). Дя. этого ооГэ.„„ (10 .
по т аналитически. Имея в виду (19). окончат 
ние

т.С(г) _ __4.
Հւ + Հ1? + հ/*։ 4- г*

(2а

}. г____________________ (1^ _ __,
~ /?(н)( 1 + и’г’Жн. 2)1^1 + н։г։+1‘<1 +

О
обладающее по сравнению с (18) всеми преимуществами, о которых 
говорилось в работе [И] при сравнении общеизвестного уравнения 
Амбарцумяна для ср-функции с новым уравнением для нее.

Для функции срО]. х), являющейся обобщением функции Амоар- 
цумяна, можно получить и явное интегральное представление. Приве­
дем его здесь без вывода:

Приведем также одно весьма полезное соотношение для нее:

I՜ г). 2 Л 1/1 ?. аг<л&
յ Հ 1+Հ2* х \ V г (2Տ

Заметим, что при г = 0, (21) переходит в известное явное выражение, 
полученное Фоком [12] для функции Амбарцумяна, а (22)-н извест­
ное соотношение для ее нулевого момента.

Дальнейшему изучению некоторых задач теории переноса в сре­
дах, содержащих локальные первичные источники энергии будет по­
священа вторая часть нашей работы.

3 августа 1987 г.

Է. Խ. ԴԱՆԻևԼՑՍԽ

ՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ ՏԵՂԱՓՈԽՄԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԽՆԴՐԻ ՈՒՍՈՒՄՆԱՍԻՐՈՒՄԸ 
ԵՐԿՐԱՉԱՓԱԿԱՆ ԵՌԱՋԱՓՈՒԹՅԱՆ ՀԱՇՎԱՌՈՒՄՈՎ: I. ՀԻՄՆԱԿԱՆ ԻՆՏԵԳՐԱ..

ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՌԵ9.ՈԼՎԵՆՏԻ ՃՇԳՐԻՏ ԱՐՏԱՀԱՅՏՈՒԹՅՈՒՆԸ

Դիտարկված են տեղափոխման տեսության իւն դիրն երր հորիգոնական-- 
անհամասեոոլթյամբ բաշխված ճառագայթման աղբյուրներ պարունակող մի­
ջավայրերում, Կիսանվևրջ համասեռ միջավայրի իղոտրոպ ցրման խնդրումն 
ստացված է հիմնական ինտեգրալ հավասարման ռեզոլվևնտի բացահայտ՛ 
տեսքը' Համ բարձում յանի ^-ֆունկցիայի նմանակի միջոցով, Վերջինիս հա­
մար նույնպես ստացված է ճշգրիտ բացահայտ արտահայտություն.
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Е. КН. DANIELIAN

ON THE PROBLEM OF RADIATIVE TRANSFER THEORY 
WITH ACCOUNT OF THREE-DIMENSIONAL GEOMETRY.

1. EXPLICIT EXPRESSION OF BASIC INTEGRAL 
EQUATIONS RESOLVENT

The problems of radiative transfer theory in the medium 
which contains horizontal-unhomogeneous primary energy sources have 
been considered. By means of the analogy of Ambartsumian’s cp-function 
the explicit representation of recolvent function of the basic integral 
equation has been deduced in the case of semiinfinite homogeneous me­
dium with isotropic scattering. The explicit integral representation of the 

•rp-function has been obtained too.
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