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, ПРОСТОЙ МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ функции 
ПЕРЕРАСПРЕДЕЛЕНИЯ г1п (У. х, у)

1. Введение

Как известно, вычисление функции перераспределения Гш (х'։ х, 7) 
(здесь и далее мы будем следовать обозначениям, принятым 
Хаммером в [1]) представляет собой довольно трудоемкую 
задачу. Указанная функция описывает элементарный процесс перерас­
пределения по частотам и направлениям, когда наряду с доплеров­
ским уширением линии учитывается также затухание вследствие из­
лучения и столкновений, причем предполагается, что столкновения 
происходят настолько часто, что в системе отсчета, связанной с ато­
мом, имеет место полное перераспределение по частотам. В настоя­
щее время мы располагаем рядом работ, касающихся методов об­
легченного вычисления закона перераспределения гщ (х', х, 7), среди 
которых следует отметить работы Рейчела и Вардаваса [2], а также 
Маньяна [3].

Способ построения Гш(х', х, 7), предложенный в первой из них, 
основан на непосредственном вычислении двойного интеграла с по­
мощью квадратурных формул. В работе [3] функция перераспределе­
ния разлагается в ряд по некоторой системе функций. Там же разра­
ботан метод построения этих функции.

Несколько иным способом подобное разложение получено А. Г. 
Никогосяном в работе [4]. Это разложение существенным образом 
облегчает дальнейшие вычисления и позволяет обобщить предложен­
ный ранее в [5—7] метод решения задач об образовании спектраль­
ных линий на рассматриваемый нами случай перераспределения по 
частотам.

В настоящей работе мы укажем па относительно простой путь 
построения Г|ц(х', х, 7), основанный па предложенном в [4] билиней­
ном разложении функции перераспределения, а также получим некото­
рые асимптотические формулы, которые могут быть использованы для 
практических целей.

2. Функции перераспределения г։(х', х, 7) и гш(х/, х, 7)
Выражения функции перераспределения по частотам и направле­

ниям для различных механизмов уширения спектральной линии были 
рассмотрены и подробно изучены в работе Хаммера [1]. Для чисто 
доплеровского рассеяния закон перераспределения дается выражением 

Г| (х՛, х, 7) =
1

/п 81П7 ехр
х^+х8—2х'х cos^

51п։ 7
(1)

где х՛ и х — безразмерные частоты соответственно поглощенного и 
переизлученного квантов и 7 — угол рассеяния.

Если же помимо доплеровского механизма учитывается также пе-
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рераспределение. обусловленное затуханием вследствие излучения и 
столкновений, то имеем

е созес у Г' е-и,Ц(:: созес ч—н с<ц 7, асозес у)
Гш( , -V. _з|2^о։ ) (Л'_В)«-|.О8

— ЭС

Здесь з==(Д>е + Д>с)/Д'ч), где Л-о и Д*е суть доплеровская и естествен­
ная полуширины линии, а Д*с—полуширина линии, обусловленная 

столкновениями:

—функция Фойгта. :
Как показано в [4], функцию Гш(х', х, у) можно представить в 

следующем виде:

гш(л', х, 7) = ——֊ £ cos* 7 а*(л', а)а«.(х, а), 
t/(0, о) *-о

(4)

где

а*(х, °)

со
о ak(u)du
- J (х-и)։+з2’ (5)

аЛ(х) = (2Чг>РЛ1)֊'1адА(х)«(х) • (6)

суть собственные функции ядра £\(х', х, ч)=п(х', х, у)/а(х); /УА(л)— 
полиномы Эрмита и а(л)=ехр( —х2) — контур доплеровского коэф­
фициента поглощения.

В случае, когда важным является выявление лишь частотной за­
висимости, ограничиваются рассмотрением закона перераспределения, 
усредненного по углам

1 Г г(х', х) = — | г(х', х, у) sin 7^7.

о
Для усредненных по направлениям функций перераспределения соот­
ветствующих (1) и (2), будем иметь

П(л', х) = J e~a՝du.

|-г| 
и

<90
Г'"(Л/’А‘)==^(0л)] е-и։/(л/> (7)

— ев

где |л|=тах(]л'|, |л|) и /(л, «)=arctg -aretg^i-.
а а
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Нетрудно также убедиться, что гщ(х', л) может быть предста­
влено в форме, аналогичной (4)

гщ(х', х) = —- V А^2к(Х՛, а)аИ1(х, о), (8>

где Л/։=1/(2Л {-1). Разложение (8) впервые было получено Хаммером 
(см. [1]) непосредственно из формулы (7).

Далее, из (3), (5) и (6) вытекает, что г0(л, з)=к1/-1С7(х, о)՜. Поэ­
тому, если в суммах (4) и (8) ограничиться лишь первым членом, при­
ходим к случаю полного перераспределения по частотам

. , ч \ и(х'. в)£/(х, а)Лп(х, х, т)=Гщ(л/л) = -к / * ’ 9)
У - £7(0, о)

Устремляя з к нулю, имеем Нт а*(х, о)=ал(х). Тогда разложе­

ния (4) и (8) будут описывать случай чисто доплеровского перерас­
пределения.

Функции 2ь(х, а), как известно, допускают следующее интеграль­
ное представление:

9 ■ -. ”.
а„(х, о) = (2*кЧгА!)֊1Р^=1?ё(-2Л'‘ | (10)

о

Мапьяном в [3] были получены рекуррентные формулы для вы­
числения я*(х,з). Однако при вычислениях по этим формулам предпо­
лагается знание вспомогательной системы функций

9 г^,(х, а)=(2*я։12А1)֊։Р-^1т(-20* ։ке֊р֊^ 2ШсИ. (11)

о

Надо отметить, что функции ?/։(л, з) также допускают представление, 
аналогичное (5):

Я 3 (х—и)а 4-3* 
— ••

где ?л(х)=(2*я11։^|)-:1РЛ'*(х), а-7У*(х) известны как функции Эрмита 
второго рода (см., напр., [8]).

Не останавливаясь на деталях, заметим лишь, что при таком под­
ходе необходимо заранее протабулировать функции а0(х< а) и ?о(Л'»°)> 
построение которых является предметом отдельной задачи.

Мы будем строить функции лк(х,а), придерживаясь другого, более 
простого, по нашему мнению, метода, предложенного Хаммером в [1] 
для усредненного по углам закона гш(х',х) и не требующего построения 
вспомогательных функций Р*(х, а). Указанный подход, к тому же, пре­
доставляет возможность изучения асимптотического поведения функ­
ции перераспределения.

В формуле (10) разложим экспоненту е՜2’* в степенной ряд. 
Тогда получим
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ы*. »)=.(2«='ад)-ч։3;
т —0 / * I.

где введены следующие обозначения: 

00 
Мк(х) = ֊= Ее(-20* ^е-‘։+2|х։^ (13)

и 

и 
ОО

М„(х) = 1ш(-20‘ У (14)

•>

Из (13) н (14) можно получить следующие рекуррентные соотно­
шения:

(15) 

(16)

. ЛД+1(х) = 2хМк(х)—2Ж֊1(х), 

^м(х) =2хМ(х)—2А;У*_։(х).

Первые четыре функции МА(х) и /УЛ(х) имеют вид 

Л/0(х) = ехр(—х։), М^х) = 2хМ0(х),

2 2Л^х) = 4= Г(х), уад = 2хЩх) — ,
г тс У п

где 
X р

5(х) = 1 е_4’з։п2х/Л = е~х‘ Г
(17) 

о 6

—функция Дайсона, являющаяся решением следующей задачи Коши: 

Р'(х) = 1—2хГ(х) (18)

с начальным условием /?(0)=0. Вопрос о вычислении функции Р(х) 
обсуждается, например, в работе Хаммера [9]. Ссылки по՜ вопросу по­
строения функции Дайсона можно найти также в [1].

3. Зависимость функции перераспределения от х

Учитывая асимптотическое поведение функции Дайсона

^(х) (2/г)1
,Т^о22п+1л| х’п+1 (19)

нетрудно получить, что

Д/^х)« -Дг0* V _(2^+*)! ы _>оо 
х*+։ 22։1п! х2՛1 ’ (20)

выра-Что же касается функций Мл(х), то они задаются простым г— 
жением Мь(х) =/Д(х)ехр( х։) и для больших х ими можно прене­
бречь. Тогда получаем
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а.(х, ’-------|у^|)-Цьа»+»4-1Ц _______ (-!)-.»•
У-х*+։ х2" ^10 2а<"-">(2/п+1;|(л-/п)| ,

(21)
которое при Ь=0 переходит в известное (см. [10], [11]) асимптоти­
ческое выражение для функции Фойгта:

к - >1<6/(х, 0) = ,0(х, а) «-2- V <^+1)! Л_____ (-!)■«*»
-3!4л8 л2" ^0 2*"֊п,)(2/п+1)!(л-/п)Г

(22)

Для больших х (21) является довольно хорошим приближением. 
Следует заметить, что с ростом х функции ак(х, а)(к^0) убывают быст­
рее, чем а0(л,а). и с большой точностью можно пренебречь остальными 
членами в суммах (4) и (8). Тогда, как уже было сказано выше, прихо­
дим к случаю полного перераспределения по частотам. Если же под 
знаком суммирования по л в (22) ограничиваться лишь первым чле­
ном, то есть, если принять, что при'л|-*со, «„(л.в^к-зНа/л*, то получим

■К-312
X, т) =Г|ц(Л/, •*) — ------ -

с/(0, о)

а2
л'» ■ X»

(23)

С другой стороны, легко видеть, что для малых о и при значениях 
х, меньших некоторого л*, в сумме (12) можно ограничиться первым 
слагаемым. Тогда «*(л, э)^лк(х) и в интервале частот [—л, л] (х— 
пПп||л;,|}) имеет место следующее приближенное равенство:

гш(л', х, 7)«г։(х', х, *). (24)

Таким образом, из (23) и (24) следует, что процесс рассеяния из­
лучения, представляемый функцией гш(х',л,7), в зависимости отв и 7, 
может быть достаточно хорошо описан в центральных частотах линии 
доплеровским перераспределением по частотам и направлениям, а в 
далеких крыльях — полным перераспределением при лореицовском 
профиле.

4. Зависимость функции перераспределения от угла рассеяния
7 и параметра в

В зависимости от значения угла рассеяния функция перераспре­
деления гц|(л', л, 7) изменяется в очень больших пределах. Сточки зре­
ния вычислений, наиболее простым является тот случай, когда пере- 
излученный квант рассеивается под прямым углом к первоначально­
му направлению. При этом, как известно, отсутствует корреляция 
между частотами поглощенного и излученного квантов, и мы прихо­
дим к формуле (9). Тогда функция перераспределения Гш(л',х,7) (как 
и Г|(л', л, 7)) независимо от частоты поглощенного кванта л' имеет 
единственный максимум на частоте х=0, что следует из выражения 
(9) и обусловлено поведением контура поглощения.

Если же 7#=~/2, в разложении (4) суммируются все слагаемые и 
возникает частичная когерентность. Функция г։(л',л,7), как это не­
трудно видеть непосредственно из формулы (1), при фиксированном 
значении х' имеет максимум на частоте

х = х' cos 7. (25)

Но для частот л'£[— л.л| выполняется равенство (24) и, следова­
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тельно, в этом интервале г1П(х', х, 7) также имеет максимумы на часто­
тах. которые определяются выражением (2о). В՛случае же когд<. 

х], максимум функции перераспределения гш(х ,х,,) с ростом 
|х'| перемещается в центр линии, поскольку в этом случае справедливы 
соотношения (9) и (23).

Для значений т, близких к нулю, начинает сказываться то .обсто­
ятельство, что рассматриваемые нами функции перераспределения 
гЛх' х, т)и гщ(х,х, 7) описывают элементарные акты рассеяния, прин­
ципиально отличающиеся друг от друга уже в системе отсчета, свя­
занной с атомом. Из (1) легко видеть, что

Игл п(х', X, 7)=а(х/)8(л'-.г). 
7~°

(26)

Заметим, что (26) справедливо лишь потому, что в системе атома име­
ет место когерентное рассеяние.

Действительно, если ?0 —центральная частота линии, V —скорость 
теплового движения атома в системе отсчета наблюдателя, Д* и ДЕ— 
смещения частоты кванта после переизлучения соответственно в сис­
темах отсчета наблюдателя и атома, то нетрудно видеть (ср., напр., с 
[1]), что

у —* —♦ V
дч = ДЕ-}-2 — л г/ 81п —, 

с 2
(27)

где п —некоторый единичный вектор, связанный- с направлениями 
поглощенного и переизлученного квантов.

Из (27) видно, что при 7=0 когерентность в лабораторной сис­
теме может быть наблюдена только тогда, когда ДЕ=О, т. е., если в 
системе атома происходит когерентное рассеяние. Но если в системе 
атома имеет место полное перераспределение по частотам и, вообще 
говоря, ДЕ=/=О, что характерно для закона перераспределения г։п(х', х, 7), 
то когерентность не может быть наблюдена.

Чтобы получить значение функции перераспределения Гщ(х', х, 7) 
при 7=0, заметим, что она допускает следующее представление:

/■|ц(х', х, 7) =
— Г аи Гл(Д, 7) 
1? ,) (X՜— и)։Н-я8 ,) (X—О’+о8 (28)

которое получено в работе [4]. Устремляя в (28) 7 к нулю и учиты­
вая (26), получим

г։ц(х', х, 0) о8 Г______ а(и)йи___________
«• 3К-«֊и)։4-<’*П(л-,-а)»+0։] ՛ (29)

Как легко видеть, правая часть соотношения (29) лишь при а=0 вы­
ражается через <5 -функцию.

Нетрудно также убедиться, что с ростом параметра а интервал 
I х,х) уменьшается, и приа-+оо мы приходим к полному перераспре­
делению при лоренцовском профиле поглощения.

5. Численные результаты
В качестве иллюстрации мы здесь приведем некоторые результа 



МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИИ ПЕРЕРАСПРЕДЕЛЕНИЯ 143

ты вычислений, выполненных с помощью формул (4) и (8). Для на­
глядности приведены графики функций перераспределения в различ­
ных приближениях, т. е., когда бесконечная сумма заменяется соот­
ветствующей конечной суммой.

Рис. 1. Функция перераспределения пн(х'. х, к/З) в I, II и 
IV приближениях, при а=Ю -2.

х'=0,----------- х'=0,5;................х—1,0

На рис. 1 показаны графики функции гш (х', х, ~/3) при малых 
значениях фиксированного аргумента х. Учитывая, что первое приближе­
ние соответствует полному перераспределению по частотам, можно 
проследить за ходом изменения функции перераспределения, когда к 
сумме (4) добавляются новые слагаемые и возникает частичная ко­
герентность. Как видно, при этом максимумы функции перераспреде­
ления перемещаются в сторону х=х'созт,т. е. определяются соотноше­
нием (25), справедливым для доплеровского рассеяния.

Для сравнения на рнс. 2 приведены графики функции перерас­
пределения при доплеровском рассеянии. На рисунке показаны гра­
фики функции Г|(х', х, -/3) лишь при полном перераспределении и гра­
фики, построенные с помощью точной формулы (1).

Как можно заключить из рис. 3, на котором приведены графики 
функции /֊ш(х/, х, ~/3) для больших значений х', квант с наибольшей веро­
ятностью переизлучается вблизи центра линии независимо от частоты 
поглощенного кванта х՜. Надо заметить, что максимум функции пере­
распределения с ростом х' все больше перемещается к центру линии, 
что вытекает из формул (9) и (23).

На рис. 4 приведены графики усредненных по углам функций пе­
рераспределения Г|(х',х) и Г1п(х',х) при малых значениях фиксирован­
ного аргумента х'.
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Рис. 2. Функции перераспределения г։ (х', х, г./З). Приведе­
ны графики функции при истинном законе (формула (1)) и 

при полном перераспределении (1 приближение).

Рис. 3. Функция перераспределения гш(х , х, г./З) при боль­
ших значениях х' ня=10՜2. Приведены графики функции 
лишь в I и И приближениях, поскольку в этом случае закон 

ГШ (х'֊х- 1) «ало отличается от полного перераспределения.
--------х’=3;--------------х'=4;................х'=5.
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10-703՜ •

X
Рис. 4. Усредненная по углам функция перераспределения. 

Приведены графики функции в I и IV приближениях.

Рис. 5. Функция г*(х). -------- а=10-2;.....................»=0.
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Доминирующую роль первого слагаемого в сумме (8) в далеких 
крыльях можно установить также с помощью графиков на рис. 5. где 
построены следующие функции: г*(х)=А*ф(х, а) для фойгтовского 
и доплеровского законов рассеяния. Как легко видеть, для любого к 
при доплеровском законе перераспределения всегда найдется некото­

рое х* такое, что
г*+։(х)>г*(х), при |х|>х*. (30>

Неравенство (30) непосредственно следует из самого определения 
функций ч(х).

Что же касается фойгтовского закона рассеяния, то здесь наолю- 
дается противоположная, в некотором смысле, картина. Как видно 
из графиков и согласно формуле (27), ь этом случае для любого к 
можно найти такое х*, что

г*+։(х)<гь(х)<...<го(х), при |х|>хА. • (31>

Автор выражает свою искреннюю признательность А. Г. Нпкого- 
сяну за обсуждение полученных результатов и ценные замечания.

9 октября 1978 г.

4 Ա. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆրա(յր', X, ֊ր) ՎԵՐԱԲԱՇԽՄԱՆ ՖՈՒՆԿՑԻԱՅԻ ԿԱՌՈՒՑՄԱՆ ՊԱՐԶ ԵՂԱՆԱԿԱմփոփում
Առաջարկվում է ր\\\(յէ'վերաբաշխման ֆունկցիա՛յի հաշվման համե­

մատաբար պարզ եղանակ։ Ֆունկցիայի ասիմպտոտային վարքը նկարագրելու 
համար ստացված են բանաձևեր, որոնք կարող են օգտագործվել գործնական 
նպատակների համար։ Առանձին քննարկված է տարբեր ֆիզիկական գործոն­
ներից վերաբաշխման ֆունկցիայի ունեցած կախման հարցը։ Բերված են 
թվային հաշվարկների արդյունքներ։

H. A. HARUTHYUNIAN

A SIMPLE METHOD FOR THE EVALUTION OF THE 
REDISTRIBUTION FUNCTION rni(x', x, 7).

Summary

A relatively simple method for the evalution of the redistribution 
function riii(x', x, 7) is suggested. This function assumes completely 
non-coherent scattering In the atom's frame. Useful from the point of 
view of the practical applications asymptotical formulae are obtained. The 
dependence of the redistribution function on the various parameters is 
investigated. The results of the numerical calculations are also given.
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